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I.— Conferencias sobre Fisica matemática. 
Ecuaciones de la Mecánica. 


Por JosÉ ECHEGARAY. 


Conferencia décimaquinta. 


SEÑORES: 


Debemos empezar desde luego, y no digo sin más preám.- 
bulos, porque sospecho que los preámbulos no han termina- 
do todavía, la demostración del teorema de Liouville. 

El objeto de este teorema, ya lo hemos dicho varias veces, 
es procurar, Ó por lo menos, facilitar la integración de las 
ecuaciones de la Mecánica, que se presentan bajo la forma 
canónica de Hamilton. 

Y distingo estos dos casos: procurar la integración óÓ faci- 
litarla, porque los problemas de integración son tan difí- 
ciles, á veces tan inaccesibles, que un teorema puede tener 
importancia, sólo por el hecho de facilitar la solución, sin 
pretender que la solución sea completa. 

Una montaña puede ser de tan gigantesca elevación, que 
sólo el llegar á la mitad de su altura constituya un triunfo 
para el que pretende dominarla. 

Pero, ante todo, debemos hacer una aclaración para evitar 
confusiones. 

La labor del gran matemático francés Liouvilie fué tan im- 
portante, y, á la vez, tan extensa, que su nombre se encuen- 
tra á cada paso al recorrer la ciencia matemática del siglo xIX. 

De suerte, que decir á secas: teorema de Liouville, no es 
precisar dicho teorema, como precisaríamos el teorema de 
Pitágoras con sólo citar el nombre de su autor. 

En esta misma teoría de las ecuaciones de la Mecánica 


O aL 


encontramos el nombre de Liouville en diversos pasajes y 
en diversos teoremas. Por ejemplo: aparece un teorema de 
Liouville en la Mecánica de Mr. Appell en que las ecuacio- 
nes del movimiento pueden integrarse por cuadraturas, sien- 
do los enlaces independientes del tiempo, y expresándose 
la fuerza viva bajo cierta forma particular en función de los 
parámetros Q. 

Pues bien, no es éste el teorema á que nos referimos. 

Aparece otro teorema del mismo insigne autor en el four- 
nal de Mathématiques que dirigió tantos años (tomo Ill, 
año 1838, página 342, bajo el título de «Teoría de las varia- 
ciones de constantes arbitrarias»), que es fundamental en la 
Mecánica estadística. 

Tampoco nos referimos á este teorema. 

Y hay otro tercer teorema, que lleva también el nombre de 
Liouville, mediante el cual puede terminarse por cuadratu- 
ras la integración de las ecuaciones canónicas de Hamilton, 
cuando se conocen previamente k soluciones, siendo 2 k el 
número de unciones, qu ON cds: O OS does Pr que en- 
tran en las expresadas ecuaciones canónicas. 

Este es, precisamente, el teorema á que nos referimos, y 
al que sin duda se refirió M. Poincaré en su teoría de los 
torbellinos, al estudiar el movimiento de tres torbellinos rec- 
tilíneos y paralelos. 

Entre otros motivos más fundamentales, ésta ha sido 
causa accidental, que nos ha fortalecido en la idea de esco- 
ger para este curso el estudio de las ecuaciones de la Me- 
cánica. 

El expresado teorema de Liouville no aparece en la Me- 
cánica de Appell, que contiene grandes desarrollos, pero en 
otra orientación; mas sin acudir á los orígenes ni á las me- 
morias tundamentales, pueden estudiar mis alumnos ó am- 
pliar este teorema en dos obras de fácil acceso. 

Primero. En el Traité de Mécanique Rationnelle, de M. 
Laurent. 


Obra algo antigua (dada la rapidez de los tiempos mo- 
dernos), porque la segunda edición es del año 1878; pero 
que prestó un verdadero servicio en su tiempo á la propa- 
ganda de la alta ciencia, y que aun hoy mismo puede con- 
sultarse con provecho. 

La segunda es la obra titulada Intesration des Equations 
de la Mécanique, de M. j. Graindorge. Es obra muy comple- 
ta y más reciente, porque lleva fecha del año 1889. 

Para no abrumar á mis alumnos con listas bibliográficas, 
me limito á las dos señaladas. 

Claro es que aun podría hacer hasta citas españolas; por 
ejemplo, la obra de cálculo integral del insigne profesor se- 
ñor Galdeano. 

Todavía, antes de entrar en materia, debo hacer otra ad- 
vertencia. 

El enunciado del teorema de Liouville no es idéntico en 
las dos obras citadas de Laurent y de J. Graindorge. 

El primero supone conocidas k integrales, siendo 2 k el 
número de funciones. 

El segundo sólo supone conocidas k— 1, pero como 
agrega además «la integral de las fuerzas vivas», desde este 
punto de vista ambos enunciados pueden coincidir; aun: 
que esta diferencia en los enunciados traiga consigo otra 
cierta diferencia en las demostraciones. La diferencia, en rl- 
gor, no es esencial. 

Más esencial es la siguiente: 

M. Laurent no especifica taxativamente, que las integra- 
les » no han de contener explícitamente el tiempo. 

El matemático belga marca explícitamente dicha condi 
ción. Y ya podemos entrar en el fondo del problema, recor- 
dando antes, sin embargo, algo de lo que explicamos en 
conferencias anteriores, porque en estos problemas, que en 
el fondo son muy sencillos, conviene, no obstante, que los 
alumnos no pierdan nunca de vista el punto de partida. 
Y sirvame esto de excusa una vez más si me detengo 


E Ml 


en explicaciones, digresiones y recuerdos, que sólo tie- 
nen disculpa en exigencias para mí imperiosas de la en- 
señanza. | 


Integrar las ecuaciones de la Mecánica, y lo mismo pudié- 
ramos decir de cualquier ecuación diferencial; pero en las 
ecuaciones canónicas de Hamilton nos fijamos, á saber, en 
las ecuaciones 

CA oH 


de A E A 
at 39: ió 


no es otra cosa, que buscar un sistema de valores de las can- 
tidades p y q, en 1unción del tiempo, que satistagan á las 2k 
ecuaciones precedentes, y si la solución ha de ser general, 
deberán contener estas 2k ecuaciones, 2k constantes arbi- 
trarias. 

Podemos, pues, escribir tales integrales en esta forma 


ROTOR ODO AO RO O TOTO ROMO IO OO OOO SO OOOO LO. DO TORONO OD 0 070000 


Ux — Lx (2, Ay) 0) coo.. A £), (== Ue (E (1, l3 + ... A, 1) 


ó abreviadamente 


di = Qi (£, CUiy lo so... lx) 


MS os Ko). Yi 
pi= Y; (£, (lo, (la dlgop leia) ( ) ( ) 


Pero lo mismo da expresar los valores de p y de q en 
función de f y de las 2k constantes arbitrarias, que tener 2k 
ecuaciones con 2k constantes arbitrarias en las cuales en- 
tren estas tunciones p y q, además del tiempo, y de las cua- 
les se puedan despejar. 


E 


Más claro: si las (Y) son las integrales generales de las 
ecuaciones diferenciales (D), también pueden considerarse 
como integrales las ecuaciones del siguiente sistema: 


Co a ose Ok, Py Pa <<. Pro E) = 0, | 


La (y) Qa eo. o Pr Po <<< Pr, 1) = Qs 

% k (Q1) Q +0»: Q%) Po, Po »«"- Prol) = le 
porque de este sistema ( Y”) se puede deducir evidentemente 
el sistema (Y) despejando las p y q. 

Podemos, pues, considerar á estas ecuaciones como las 
integrales de las ecuaciones de Hamilton, si despejando de 
ellas p y q y sustituyendo en (D) quedan estas ecuaciones 
diferenciales convertidas en identidades; ó también pudiéra- 
mos decir á la inversa: si diferenciando con relación al tiem- 
po el sistema (Y”) y sustituyendo, en vez de las derivadas, 
los valores sacados de (D), podemos llegar, teniendo en 
cuenta si es preciso las ecuaciones ( Y”), á un sistema de 2k 
identidades. 

Dos observaciones todavía. En las ecuaciones (Y”) podrá 
entrar £ en todas ellas, ó solo en algunas, ó solo en una, si 
es preciso; pero de todas no puede faltar, porque entonces 
no habría movimiento. Sip y q no se expresan en función 
de í, no dependerán de £, tendrán siempre el mismo valor y 
el sistema quedará inmóvil. 

Otra observación todavía: en cada ecuación de (Y”) no 
hemos puesto más que una constante; a, en la primera, 0, 
en la segunda, y así sucesivamente. 

Pero á esta forma siempre se puede llegar, aunque en las 
ecuaciones entren varias constantes, despejando las 2k cons- 
tantes 0,, 4,... A», entre las 2k ecuaciones, que constituyan 
el sistema de integrales más general de las ecuaciones dife- 
renciales (D). 

Y esto que acabamos de explicar, es repetir lo que ya en 


AE 


otra ocasión hemos dicho; cuando definíamos lo que llamá- 
bamos una integral primera de las ecuaciones del movimien- 
to 6 de Hamilton. 

Cada una de las ecuaciones 


20 (91, do ..... Ox) Pi» Po 00000 Pr, 19) = (M5 


del sistema (Y”) es precisamente esta ecuación que llamába- 
mos integral primera. 

Y decíamos: conocer 2% integrales primeras es tener re- 
suelto el problema, porque de estas 2 ecuaciones se pue- 
den deducir en función del tiempo y de las constantes arbi- 
trarias las p y las q. 

Conocer algunas de estas integrales primeras no es resol- 
ver el problema; pero es estar en camino de resolverlo; es 
facilitar la solución. 

Precisamente este es el caso del teorema de Liouville, que 
vamos á demostrar. 

Se supone que han podido obtenerse, no las 2k integra- 
es primeras, pero sí la mitad; es decir, k integrales primeras. 

Con esto no basta para resolver el problema; pero si es- 
tas k integrales primeras satisfacen á ciertas condiciones, que 
vamos á explicar, entonces sí, el problema puede resolverse 
y puede resolverse por cuadraturas. 

El obtener integrales primeras muchas veces no es difícil; 
por ejemplo: la ecuación de las fuerzas vivas, la ecuación de 
las áreas son integrales primeras, y en ciertos casos por 
ciertos artificios se encuentran algunas más, y aun podían 
hallarse por el teorema de Poisson. 

Por ahora mantengámonos en la generalidad ya expresa- 
da, y formulemos de una vez el teorema del célebre mate- 
mático. 


A e 


Teorema de Liouville—Puede enunciarse de este modo: 
Si se conocen k integrales primeras 


y si además estas integrales satisfacen todas ellas dos á dos 
al paréntesis de Poisson dando un resultado igual á cero; es 
decir, si las funciones « satisfacen idénticamente á esta se- 
rie de condiciones 


«. . .... ... 00... .. 


el problema podrá resolverse por completo y se podrán 
obtener las k integrales restantes por medio de cuadraturas. 
Fijemos bien las ideas y precisemos los términos. 
Cada una de las funciones o contendrá las cantidades que 
se expresan á continuación: en 


0 (91) Da «<=» Qt Py Po «== Pr) = 0; 


entran, pues, las p y las q, pero no entra /. 

Las condiciones expresadas por el paréntesis de Poisson 
serán éstas, y tomamos la primera condición, pero lo mismo 
sería de otra cualquiera, 


(2,, %) = 0; 


que según la significación que tiene dicho paréntesis de 
Poisson, será 


Como hemos dicho que las « son funciones de las p y 9, 
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pero que no contienen f, serán 2, y 2), es decir, los prime- 
ros miembros de las integrales primeras 


Ci a;, LO do, 
expresiones de esta torma 


SO eo rs ¡Doo JD ccoos (Df, 
Ao (9% do o...» Uk, Pi» Ps oo... Pr) 


y sus derivadas con relación á las p y á las q serán funcio- 
nes de estas mismas cantidades; y una función también de 
estas cantidades será la * precedente. 

Así, pues, la condición (x,, 4,) =0 significa que dicha fun- 
ción, que representa la Y, es idénticamente nula; es decir, 
querlas Di Por Dr O ase 0í seranulamientresentelpre 
mer miembro y queda O0=0, i 

Pasemos ahora á la demostración. 

Las k integrales primeras %; =4 ..... 24 = (Uf SON €cua- 
ciones, según hemos dicho, que contienen las p y las q, pero 
mola de modo que entre NO OS ares 
mos estas k ecuaciones 


4 (91, Qa «o... Uk) Pr Po oo... Pr) = 4, 
2 (91, Lo +.» Qu) Pr) Po -00- Pr) = 0, 


O O OSO DFOSO 0 1040-00-00 :0 0 00. 0:00 0.000.000 0 


y de ellas se comprende que, al menos en teoría, podemos 
despejar p,, Pa..... Pp en función de Q,, Qow..: Or: 
Hallaremos 


Py == Pi (q, o o... 0k> Qi, Oo como. Ar) 
Ps =P2 (91) Q> ..... Gr, A, 0) «.... Ag) 


DOOM SO OO OOOO AO OSO o O oO 0 0.0.0 0 


Dx =Pr (91, Uo e... Ok) Uy) O, ccoo Ax) 
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y en vez de emplear una letra nueva empleamos la misma 
letra p como simbolo de función. 

Nos proponemos ahora probar, y esta es la clave de la 
demostración, que si se forma la ecuación diferencial total 
de una función W de las q,, 9» ..... q como variables inde- 
pendientes, es decir, 


d W= p, (91, 2 ..... 94) dq, + P2 (91, » -... 1) 49 + 
Tonos 7 Pr (91) Q> «0». 0) dr; 


Ó abreviadamente, y recordando siempre que las p en esta 
ecuación diferencial se consideran como funciones de las q, 
y, por decontado, de las constantes a, 


d W =p, dq, + P2 09, + ..... Pr AQx; 


esta ecuación diferencial, repetimos, será una ecuación dife- 
rencial total exacta (así la llaman algunos autores). O de 
otro modo: que siempre existirá una función W, á saber: 


WE= WA(Oas Oe veo Olas Úao Ue Sono Or) 


que satisfará á dicha ecuación diferencial; y que esta fun- 
ción W se podrá encontrar por cuadraturas. 

Para que la ecuación diferencial total precedente sea 
exacta, es decir, para que exista una función W que susti- 
tuída en ella la convierta en una identidad, hemos demostra- 
do también en la conferencia precedente, que deben verifi- 
carse una serie de condiciones, que consisten en que, to- 
mando dos coeficientes cualesquiera, Py, Pm en dos términos 
Pn 942 Pm A? se verifique ¿dénticamente, 


dPn _ dPm 
dm AQ» 


sean cualesfueren los valores de m y n entre 1 y K. 
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Esto es, precisamente, lo que vamos á demostrar que se 
verifica en las hipótesis establecidas. 

Tomemos una de las integrales particulares «¿== a; y di- 
ferenciémosla con relación á cualquiera de las q, por ejem- 
plo, á Qm- 

Como «¿= a, es de esta forma, 


cd (9, 90000 Um ..... Uk) Pr) Po o... Pr) = (li 


la 9, entrará directamente por sí, y además entrará implici- 
tamente en P,, P» ..... Pr, pues todas estas pueden conside- 
rarse, según hemos visto antes, como funciones de las q; en 
cuanto á las demás q, como todas ellas son variables inde- 
pendientes, habrá que considerarlas como constantes, y se- 
gún la regla de la diferenciación tendremos 


90; 9u; pj da; 9P» 
a | 2 2 2 2 ..... 
“40m Pi Um P) Um 


PE 0 (a) 
Pr 90m 


puesto que siendo a, constante resulta cero para el segundo 
miembro. 

Lo que hemos dicho para la integral particular «.,= a; po- 
demos decir para otra integral particular cualquiera u¡=4; y 
diferenciándola también con relación á Q tendremos: 


gay da  9P A A 
94m 9Py 94m IPs Qm 


da; 


Multiplicando la ecuación (+ ;) por y á la vez multipli- 


m 


> ze y restando un producto de otro, tendre- 
m 


cando (a;) por 


o AER 


mos, desde luego, sacando por factores comunes las deriva- 
das de p con relación á Q;,. 


A. 
o%; 


0Qm Pm 


90; 90; el 9%; 90; 
Po) lo) lo) fo) 

Um “Pm P1 “Pm 
90; 90. 90; 9%; ) 
9P> Pm Pa 9Pm 

Jn De da da 
0Pxk Pm IPk Pm 


90; 90%; ) 
9P, Pm 
ID. . 
A 
94m 
A = 0) 
) 9Qm 


Si en la expresión anterior, dejando invariables 2;, %;, y 
por lo tanto los índices /, /, hacemos variar m desde 1 has- 
ta k, tendremos la siguiente serie de ecuaciones: 


da dj da; o o 99; da da; 
A A E PI 
e do; 90; a) IO si 
== ===> | == 9 ooo 
9P, Py dp, %p,/ 9, 
( da, 9%; daj da Pr AB 
o al a 
Pr P1 Pr Pr q 
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9py 
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Todas estas ecuaciones hay que sumarlas; mas procura- 
remos simplificar los cálculos, que no pueden ser más ele- 
mentales, pero que son engorrosos. 

Y para simplificar el trabajo de mis alumnos haremos al- 
gunas observaciones. 

Observemos, ante todo, que la primera columna, á saber: 


90, da; 90; 90; 
99 Py 941 9p, 
ola das da 


...... +... ......0...008 


94 Pr 0Pk 9Px 


no es otra cosa que el paréntesis de Poisson (2;, a;), y que, 
por lo tanto, según las condiciones del teorema, toda esta 
columna es nula. 

Queda la suma de los términos restantes. 

Mas para fijar bien las ideas consideraremos una figura 
que simbolice el conjunto de todos los términos de estas 
ecuaciones. 

Esta figura será, en cierto modo, una tabla de doble en- 
trada, en que las horizontales representarán las variaciones 
del subíndice de orden que afecta á cada término de cada 
ecuación, por ejemplo, los de la primera p; y las verticales 
representarán la variación del subíndice m, que correspon- 
de á cada una de dichas ecuaciones, por ejemplo, los de q. 

En resumen: en las horizontales están los subíndices de 
los términos de cada ecuación; en las verticales los subíndi- 
ces de las ecuaciones. 

El cuadrado de la figura 3 es, por decirlo así, la matriz de 
todos los términos que han quedado en el conjunto de ecua- 
ciones, que hemos establecido después de suprimir la prime- 
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ra columna. Y claro es que consideramos sumados todos 
estos términos. 

Mas para mayor sencillez, vamos á agrupar los términos 
colocados simétricamente respecto á la diagonal 1k, como 
son A y A”. 

Supondremos que el término A corresponde al subíndice n 
en la serie de los términos de la ecuación á que pertenece, 


E) 
A OS 
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y 
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y que al mismo tiempo corresponde á la ecuación simboli- 
zada por la horizontal en que se encuentra, que es la del 
subíndice m. 

Claro es, según esto, que el término A tendrá esta forma 


A ( alas: da) 2 ] 9D 
Pan "Pm  3Pn ?Pm) qm 


Análogamente el término A”, simétrico del A respecto á la 


E 


diagonal corresponderá al índice m de los términos de la 
ecuación en que se halla. Y esta ecuación corresponderá al 
subíndice n de q; de modo que será 


IDA OA O ) 0 


A ea e, du 00 y 0 


Reuniendo estos términos y observando que son iguales 
y de signos contrarios, de modo que pueden sacarse como 
factor común de las dos derivadas de p con relación á q, 
cambiando pues el signo de una de ellas tendremos 


90; 90; do; da; OO 9D m 
A 
9P y 9D m 9D n 9D m 94 m 5 


De este modo podemos agrupar todos los términos de la 
suma de las ecuaciones dadas, reuniendo dos á dos los si- 
métricos respecto á la diagonal 7k de la figura. 

No quedarán más que los términos de la diagonal; pero 
éstos corresponden á un subíndice igual para el término de 
la ecuación y para la ecuación misma. Llamando sá uno de 
estos subíndices, el término B será 


mas el paréntesis es evidentemente nulo, porque son dos tér- 
minos iguales y de signos contrarios. 

De aquí resulta que la suma que buscamos no es más que 
el conjunto de grupos A + 4” que puede expresarse con 
una *, y resultará por fin igualando esta suma á cero, pues- 
to que todos los sumandos lo eran, 


sl Moa da j aj MES e 0 
0 O OO O Im  Yn 


En estas fórmulas, que son un poco complejas, aunque 
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en el fondo son de una sencillez extraordinaria, conviene 
que se fijen bien mis alumnos para evitar dudas y contfu- 
siones. 

Las tórmulas matemáticas constituyen un lenguaje espe- 
cial, y hay que dominar en cada instante el mecanismo del 
lenguaje para comprender las ideas que los símbolos repre- 
sentan; sin contar con que las mismos ideas serán símbolos 
intelectuales de una y otra realidad en cuyo fondo no puede 
penetrar la inteligencia humana. 

En la fórmula precedente entran cuatro clases de subindi- 
ces, á saber, ; jo m n, atectando á cantidades «a, p y q, las 
significaciones de las cuales conocemos. 

Claro es que estos índices varian entre ciertos límltes, y 
en este punto debemos fijarnos para comprender la signifi- 
cación y el sentido y los límites del primer miembro. 

El signo * indica una suma de términos de la misma for- 
ma que el que aparece escrito, y unos términos difieren de 
otros únicamente por el subíndice que llevan cada una de las 
letras x, PD, Q- 

Pero ¿cuantos términos comprende la Y como otros tantos 
sumandos? 

En breve lo hemos de ver. 

Por el pronto, los subíndices /, y son invariables en todos 
los términos de la *, y en todos entran de la misma manera 
las expresiones a;, a, que ya sabemos que son funciones de- 
terminadas, como que constituyen los datos, de las varia- 
bles p y 9. 

En cambio, de unos términos á otros varían los subíndi- 
ces ¡1 y 1. 

Mas ¿según qué ley y entre qué límites? 

En rigor ya lo hemos dicho, y está expresado claramente 
en la figura 3. 

Recordemos que el término que está escrito bajo el sig- 
no Y es la reunión de dos términos, A y A”, simétricos res - 
pecto á la diagonal 1k de la figura. 


= UN == 
El subíndice n que aparece en el coeficiente diferencial 


E expresa el lugar del término que se considera en cada 
Ym 
horizontal. 

Pero como hemos agrupado los términos del cuadro dos 
á dos, n sólo varía desde la diagonal á la derecha, y sólo 
toma los valores que corresponden á esta parte de la hori- 
zontal. 

En cambio, el subíndice m de q indica el número de Or= 
den de la horizontal, y es constante en cada una de las lí- 
neas horizontales del cuadro (fig. 3.*). 

De manera que prescindiendo de las letras p y q, y 
no dejando más que los subíndices, podemos expresar 
todas las horizontales, es decir, todos los términos de es- 
tas horizontales, desde la diagonal á la derecha, de este 
modo: 


e... ..0.0...... 


= | 


... 0... .... 


(C) 


. o... .. ...... 


o ES ES 


Los numeradores de estos quebrados simbólicos de los 
subíndices corresponden á la p y los denominadores á la q. 
Py 


0) 


Así, por ejemplo, significa 


Teniendo este cuadro, que es el que en rigor marca los 
límites de la %, cualquier término se reconstruye fácilmente, 
como indica el término general de la Y, porque en el segun- 


cl 1 QU 


do paréntesis no hay más que invertir los subíndices del 
numerador y denominador, y de 


ño) lo) ño) ño) 
Pr se deduce 22 IN restando, PL pel 
4 m 4 n Qm 90 n 


Y en cuanto al primer factor, los subíndices í, j quedan in- 
variables, y en los denominadores de un término á otro se 
invierten los subíndices para 2;, %.;. 

El cuadro anterior indica claramente que escribiendo la 
serie 


IESO a RO k 


para formarlo no hay más que combinar cada número con 
todos los que le siguen 


os A Pe 
UA le 
UA 0 (K) 
de 


y poner en cada uno por numerador el segundo, y por de- 
nominador el primero. 

De aquí resulta que en el último cuadro ó en el anterior 
habrá tantos grupos binarios como términos existen bajo 
la *. 

Pero estos números son los siguientes: 


Endaiac ll 
En Ca k—=2 
Entera ol A . k—3 


y así sucesivamente hasta la última 


en que no habrá más que....... 1 


Ps 


Luego * comprenderá 


(k—1) + (k— 2) +(k — 3) ..... 1 
cuya suma sabemos que es 


(A 0) == MD) 
2 AS 2 ; 


Representaremos esta suma por K y diremos que la * su- 
pone K términos de la forma que se indica. 

Y para mayor claridad y para simplificar la escritura, el 
primer paréntesis que contiene los subíndices ¿, j lo repre- 
sentaremos abreviadamente por 


Po lo 
I(i, j, m, n) y el paréntesis e — ET, PO 


90 m 90 


en que, como existen K términos, s variará de lá K. 
Es decir, que la * puede expresarse de este modo 


Y 1 (ij, m, n) U,¿=0, 


siendo 


correspondiendo s á una combinación de subíndices /m, 1, y 
variando s desde 1 á K. 

O en forma más sencilla y simbólica siempre, aun puede 
representarse / de este modo 


1 (5 j, Ss) 


puesto que, como acabamos de decir, s corresponde á la 
combinación mm, 1. 
En este supuesto y con estas notaciones, la ecuación á 


O 


que hemos llegado, entre las derivadas de p con relación á q, 
podrá escribirse de esta forma: 


MS) O =0 (e =1.2,9 caca 18) 
Ó si se quiere, desarrollando Y 


MESO, ED) Ue a 
Ale (5, J, 3) O, == 000os EN (55, K) Y = 0% 


En todos los términos los subíndices /, / tienen el mismo 
valor. 

Pues bien, haciendo variar en la ecuación los subíndi- 
ces 7, /, también según el cuadro (X), obtendremos K ecua- 
ciones, que serán estas 


O O a E e IU O US =0 
MANN A 0 
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Hemos sustituido, simbólicamente, á las diversas combi- 
naciones de los subíndices í 7, un solo índice, que variará 
entre 1 y K; lo mismo que antes dijimos para s. 

Este sistema de ecuaciones es en número K; es un siste- 
ma lineal; podemos suponer que contiene XK incógnitas y no 
tiene segundos miembros: de modo que representando por Á 
la determinante de los coeficientes /, obtendremos para U 
los siguientes valores: 


O) 
ó bien recordando lo que /' significa 


LA Sa 
94m 94 


para todas las combinaciones de los subíndices m, n, del 
cuadro (XK), de donde deduciríamos, como ya anunciamos, 
que 

Dy 901 + Pa 995 — ..«“ PKOQKk 


en que las p son funciones de q, es una diferencial exacta de 
estas variables; que era la primera parte de la demostración 
del método de Liouville y á cuyo término se dirigían nues- 
tros esfuerzos. 

Pero la demostración no sería rigurosa mientras no probá- 
semos que Á era distinta de cero. 

Esto es lo que vamos á hacer, pero dando en cierto modo 
un rodeo y siguiendo en este punto la exposición de mon- 
sieur Laurent en su Mecánica. 

Volvamos casi al punto de partida, es decir, á la ecuación 


a day Bas da Ti Dr qu) 20 
= TA ETE HL ) 
. Dn Pm Pr Pm Mm 29» 


en que ya recordarán mis alumnos que /, y permanecen fijos, 
y m, n varían en los diversos términos de *, dentro, por de- 
cirlo así, del triángulo de la derecha en la figura 3. Es decir 
que /m y n no reciben todos los valores de 1 á K. 

Pues consideremos esta otra Y | 


y P0y 91 (Ya pe == 1) 2 caso le 
MO NN 9 n 1D) 2 coco k 
en que í, j, permanecen constantes en todos los términos; 


pero en que mm varía de 1 á k, y asimismo 7 varía entre 1 y k 
también. 


NN 


De modo que ahora en esta *, dichos dos indices no va- 
rían en el triángulo de la derecha de la figura 3, sino en todo 
el cuadrado. Y podemos hacer patente que la última Y equi- 
vale á lo anterior. 

En efecto; tomemos un término cualquiera de esta últi- 
ma X 


da; da; (2 3) 
PH Pm XQ m 9» 


correspondiente á dos valores arbitrarios de los subíndi- 
CESTO 
Puesto que, dentro de esta *, m y n tienen todos los valo- 
res desde 1 á £, habrá otro término en que estos subiíndices 
estén invertidos, es decir, que existirá el término 
da, da; (Pm O 
lle dis 


óÓ bien 
da; da 9D n 0D m ) 
Pm 9D y 9Qm 4 n 


que, agrupándolo con el anterior, dará 


el cual es precisamente un término de la primera *. Es decir, 
que todos los términos de la primera * están en la segunda 
y se obtienen agrupando los de esta última dos á dos. 

Y esto todavía se comprueba contando el número de tér- 
minos de ambas 2. 

El número de términos de la primera hemos dicho que es 
k(k—1) 

: 

El número de términos de la última, antes de agruparlos, 


K= 


ARO) 


será evidentemente X?, porque todos los términos de m de 1 
á k se combinan con todos los términos de n de 1 á k tam- 
bién; pero k de estos términos son nulos, porque el factor 


0D DE Pm 


dq m % n 


siendo m y n iguales se reduce á cero. 
Habrá, pues, k términos iguales á cero correspondientes 


y, por lo tanto, de k* habrá que restar k; y como luego se 
agrupan dos á dos, habrá que tomar la mitad y resultará 


A a 0) 
2 2 


que es precisamente A, á saber el número de términos de 
la primera 2. 

En suma: para determinar los valores de U, es decir, de 
la diferencia de las derivadas de p con relación á q, en vez 
de partir de la primera *, partiremos de la segunda igualada 
á cero, puesto que es igual á la primera. En suma: partire- 
mos de la ecuación 


A 1) =0 Er Rd a 
Pr Pm. Qm 99 n 


Fi e k 


Y lo mismo que antes haciamos, daremos á /, y todos los 
valores comprendidos entre 1 y k, con lo cual tendremos, 
como antes, un sistema de ecuaciones lineales en que los 
coeficientes serán los diversos valores de 


¡1= Ma 2D 0006 b 
da day n= 124.0 YE 
0 9 Am => di dE 


22 
PD) = 


y en que las incógnitas, serán como antes: 


Pan Pm 0 =L Des y 
Im 4n 


Y ahora podemos demostrar fácilmente que estas últimas 
cantidades son nulas, porque podemos demostrar que la de- 
terminante de los coeficientes no es igual á cero. 

Si en la X precedente damos á m y á n todos los valores 
desde 1 á k, dejando, como hemos dicho, constante la / y 
también la /, habremos desarrollado esta * en una serie de 
términos, cada uno de los que se compondrá de un parénte- 
sis, con la diferencia de dos derivadas, de p con relación á q, 
y de un coeficiente, que será el producto de dos derivadas 
de a con relación á p. 

Y si en esta ecuación damos á / y á y todos los valores 
desde 1 á k, tendremos un sistema de ecuaciones que, en 
forma abreviada, expresaremos á continuación, sin escribir, 
en cada una de ellas, mas que un término: el término 
general. 


Pa Pm N Qm 94 
l 0 2 lo) 
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Sólo hemos expresado en este cuadro los términos de 
una columna, y, por lo demás, cada ecuación, puesto que 
corresponde á todos los valores de m y n, y éstos varían 
de 1 ák, tendrá k? términos. 
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El número de ecuaciones, puesto que / y / también varían 
de 1 á k, será igualmente k?. 

Y prescindimos de si algunos términos podrán reducirse 
á cero; mejor dicho: para este cálculo de /* términos y k? 
ecuaciones, los hemos contado como existentes. 

Ahora el problema se presenta como se presentaba ante- 
riormente: despejar de este sistema (S) todos los valores de 


Pr Pm at 
2 — == para todos los índices m y n, y demostrar que 


94m 4 n 
todos son nulos. 


Para ello demostremos, que el término indicado es, en 
efecto, nulo, y la demostración que vamos á dar podrá apli- 
carse á otro cualquiera. 

Multipliquemos cada ecuación por el producto de dos can- 
tidades, cada una de dos indices, A,” Aj”, que luego defini- 
remos, contentándonos por el pronto con expresar esta cir- 
cunstancia del doble índice. 

Y volvemos á repetir el cuadro anterior, poniendo enirente 
de cada línea, para más claridad, la cantidad por la cue va- 
mos á multiplicar todos sus términos. 

Por fin, daremos á í, y los mismos valores que tienen en la 
linea á que este doble factor se refiere, pues ya sabemos que 
en cada línea horizontal, es decir, en cada ecuación, para to- 
dos los términos, la ¿ y la ¡ permanecen constantes. Lo que 
varía, de un término á otro, son la m y la n. 

Tendremos, pues: 


arar] A ol ol 000 =0| 
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Sumemos ahora estas ecuaciones ordenadamente, y vea- 
mos lo que resulta para la suma correspondiente á cada co- 
lumna. 

Para la columna que aparece en el cuadro, y que contiene 
el paréntesis que queremos despejar, resultará evidente- 
mente (S”) 


da, dm 9 2 
ATA? Oy Ay ( Pn AR a) A A 
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La m y la n son constantes, no lo olvidemos. Los térmi- 
nos de esta expresión se obtienen haciendo variar j é i. 

Y como el paréntesis es un factor constante para todos los 
términos, podremos escribir la expresión anterior que co- 
rresponde á una columna del cuadro, de esta manera: 


da, 00 da; da; 
E e... + Ay AP > - > z + 00006 == 
“Pn “Pm “Pn “Pm 
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Antes de pasar adelante necesitamos definir las cantida- 
des A. 
Para ello consideraremos la determinante funcional 


e o (2, Do sn... 0.4) 


9 (ie Pa oo... Pr) 


de las X funciones «, cada una de las que, como hemos di- 


O 


cho, es función de las p y de las q; pero prescindiremos de 
estas últimas, considerándolas como constantes. 

Ya hemos explicado en otro curso, ó mejor dicho, ya he- 
mos recordado lo que se entiende por determinante funcio- 
nal ó jacobiana (véase el curso 1910 á 1911, página 118). 

En este caso, la jacobiana expresada por el símbolo pre- 
cedente significará, pues, esta determinante de las derivadas 


de las y con relación á las p. 
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Y bien, la cantidad Aj,” significará la determinante me- 
da; 
9D m 
arrollo por líneas horizontales de la determinante. 
Es decir; que el subíndice y de A corresponde al sub- 
índice de <;, y el índice m de A al subíndice de p en dicha 


derivada. 
Del mismo modo, A,” es el coeficiente ó la menor que 


en el des- 


nor, Ó sea el coeficiente que corresponde á 


Aj 


Pr 
De aquí se deduce, según la teoría de las determinantes, 


que se tendrá 


acompaña á 
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y, en cambio, si el índice de A continuara siendo m y el sub- 
índice de p fuera distinto, por ejemplo, m/', tendríamos 


o a E y AL 
Pm Pi Dm 
Di Ara lp 
Dm 


Ambas proposiciones son casi evidentes. La primera, por- 
que es la definición del desarrollo por horizontales; la se- 
eunda, porque es sustituir en R á la horizontal del índice 
la del índice m/', es decir, la de otra horizontal distinta de la 
primera, con lo cual la nueva determinante tendrá dos hori- 
zontales iguales y será nula. 

Otro tanto podemos repetir respecto á Aj”. 

Y ahora volvamos á la columna (5). 

Dejando invariables en A el índice n y subíndice /, de- 
mos á j todos los valores desde 1 á k; es ceci tomemos 


do 

en (5) todos los términos en que la parte 4,” —— es inva- 
Dn 

riable y en que j/ varía de 1 á k, todo lo cual es posible 


porque los indices ¡ é ¿de 1 á k varían, y tendremos el si- 
guiente grupo, que será solo una parte de (S”) 


AE 0 EN 9 IAS m =— :2 E Ea Ape da; 
Pm Pm 9Pm 


pero el paréntesis, como hemos visto antes, es igual á R. 
De suerte que dicho grupo será 
2 0; 


0D, 
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Ahora haremos variar la ¿ entre 1 y k y obtendremos es- 
tos k términos 


00 4, . 90; 1 
Ra A A 
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y como el paréntesis es también igual á R, resultará R? para 
todo el primer paréntesis de (S”), cuya columna se conver- 
tirá en a 


9p 9Pm 
ea A ra 
94m 00n 


Que en estas últimas operaciones se han agotado todos los 
términos de la columna es evidente, porque primero obtuvi- 
mos k términos para cada grupo, y luego, al hacer variar 1, 
cada uno de ellos nos ha dado otros k, en totalidad X?, que 
son los términos de cada columna de (S'). 

Y ahora, con una observación más podemos concluir. 

Sometiendo cada una de las columnas restantes á las mis- 
mas transformaciones que la columna que en (S) correspon- 
de 4 Px__ Pm 

mn 
ducen á cero. 

Porque, en efecto, en cualquiera de ellas, Ó los índices 
análogos á m y á n son distintos de éstos, 6, por lo menos, es 
distinto uno de ellos: con los mismos índices m y n de la co- 
lumna que hemos considerado, en debida relación con los 
factores A, no hay ninguna otra. Pero con que uno solo 72 


, veremos que todas estas columnas se re- 


EA ; da ¡ de 
sea distinto, el grupo que corresponde á A,” —2 será igual 
9 
á cero, según antes vimos. 


OE 


Luego toda la suma del cuadro (5) se reduce al grupo de 
la primera columna que consideramos. Es decir, á 


lo lo) 
A 
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Y como R? no es cero, queda demostrado que para todas 
las combinaciones de m y n resulta 


ED A 
Im “Gn 


Acabamos de decir que la determinante funcional R no es 
cero, y esto no es evidente; hay que demostrarlo; pero, en 
rigor, está demostrado en la teoría de las determinantes, por- 
que hay un teorema que dice: que si la determinante funcio- 
nal de funciones tales es cero, estas funciones no son inde- 
pendientes unas de otras, sino que entre ellas existen rela- 
ciones por las que una ó varias son funciones de las restantes. 

Entiéndase bien que hay que considerar á cada una como 
una entidad total y única, ó, más claro todavía, que en las 
relaciones que entre ellas existan 


no entran explicitamente las variables p. 4 no será de nin- 
eún modo de esta forma 


Luego sí R fuese cero, las funciones « dependerían unas 
de otras, y hemos dicho terminantemente, al enunciar el teo- 
rema de Liouville, que las %,, %;..... 2. son integrales pri- 
meras independientes. 

Queda con esto terminada la primera parte de la demos- 
tración, y se puede llegar al fin con gran rapidez. 


E 


Se deduce, en efecto, de lo que acabamos de demostrar 
que la expresión 


DASO (Va CO pocos + Pr9x, 


en que, como se recordará, las p son funciones de las q, de- 
ducidas, precisamente, de las integrales primeras, de modo 
que la expresión anterior escrita explícitamente es de esta 
forma 


Pr (1,90 0... qx) 991 + 
+ Do (Qi Qi O a AOS a 


esta expresión, decimos, es una diferencial exacta y total 
de las variables independientes q, puesto que acabamos de 
demostrar que los coeficientes p cumplen con las condi- 
ciones 


Pain 
90 m 9» 


para todos los valores de m y n desde 1 á k, reduciéndose á 
identidades 0=0 por destruirse las y unas con otras. 

Luego si dicha expresión es una diferencial exacta de una 
función de las y, podremos, por medio de cuadraturas, y se- 
eún se ha explicado, obtener una función W = W(q,, 9» ... 9) 
que satistaga á esta ecuación diferencial 


.W =p, 09, + PP») + 90000 + Pr: 


Podemos conocer, por lo tanto, W, 
Y como las p están deducidas de las ecuaciones 


Y = 0, 0.) == As O00dd %k =—= (05% 


es claro que en las p de la ecuación diferencial entrarán las 
constantes a, y, por lo tanto, también entrarán en Wal efec- 
tuar las cuadraturas. 


ll 


Es decir, que, en rigor, la ecuación diferencial que tene- 
mos que integrar será ésta: 


(W) <W=p, (91,02 ..... Uk, Az) 09 co... Ar) 991 + ..... a 
+ Pr (91) 9 -.0< Oh, Oy, 0 «o... Ag) 9% 


y la expresión de W será 


Cito Cl aocos lr Ús 000 Ag) 


conteniendo las k constantes arbitrarias a. 

Y ya podemos aplicar el teorema de Jacobi. 

Decíamos en una de las conferencias anteriores: cuando la 
variable £ no entra en los enlaces, y las fuerzas tienen una 
función de fuerzas independiente de £, el problema se sim- 
plifica, porque en la ecuación de Jacobi 


podemos sustituir 


V==hAt E W 


con tal que determinemos convenientemente W. 
Esta sustitución nos daba 


Wow  2wW 


a 


y) , 
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Q1) Q2 ..... 0) —0 (A) 


Y había que determinar la función W de modo que esta 
ecuación quedara satisfecha; con lo cual la expresión W daba 
una integral completa de las ecuaciones de Jacobi, que nos 
permitiría integrar las ecuaciones de Hamilton, según alli 
explicábamos. 


ADN 


Pero precisamente el valor de W que acabamos de obte- 
ner cumple con esta condición, porque la ecuación (11') 
nos da 


== ——— Ps 
0h 99» ox 
y sustituyendo en la última ecuación (A) resultará 


— + HD, Dz -<--- Proy Q1) 93 «.=» 0) =0. 


Mas recordemos que en estas hipótesis, es decir, no en- 
trando £ en A y existiendo una función de fuerzas, precisa- 
mente H es el primer miembro de la ecuación de las fuerzas 
vivas, como hemos demostrado en otra conferencia, y es 
igual á una constante arbitraria, que podemos suponer que 
es /1. O, mejor dicho: en la ecuación 


V==mMb5 W 


podemos suponer que esta constante arbitraria h es pre- 
cisamente la de la ecuación de las fuerzas vivas, con lo 
cual 


—h + H(Pr) Pa «00 Proy Qu Ya «===> x) =0, 


sustituyendo 
HAN 
se reduce á 


E ad p=0. 


Resulta, pues, que V es una integral completa de la ecua- 
ción de Jacobi, y sabemos, por haberlo demostrado en otra 
conterencia, que en este caso las ecuaciones de Hamilton 
quedan resueltas, y que los valores de las funciones p y Q 


== MN == 


se expresan en función del tiempo f y de 2% constantes ar- 
bitrarias de este modo: 
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Como W es una función conocida, todas las operaciones 
indicadas son operaciones corrientes de diferenciación, y 
tendremos 2k ecuaciones para determinar Q,, Q» ..... DWENPE 
DA pr en función del tiempo y de 2k constantes, 0;, 0» ..... 
Ue LO) Dio Do ores: (aL ios 

Y aquí haremos una observación final. 

Parece que nos sobra una constante az; pero hay que 
advertir que en las hipótesis que hemos establecido, una de 
las ecuaciones «a =a es precisamente la ecuación de las 
fuerzas vivas 7- V=h, y, por lo tanto, una de las constan- 
tes, que podemos suponer que es la última, a, es precisa- 
mente la constante /. 

Por eso algunos autores, al enunciar el teorema de Liou- 
ville, dicen que basta conocer k- 1 integrales primeras; la 
restante es precisamente la ecuación de las fuerzas vivas que 
es inherente á las condiciones del problema. 

En la conferencia próxima todavía insistiremos algo so- 
bre este importante teorema. 
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IL— Conferencias sobre Fisica matemática. 
Ecuaciones de la Mecánica. 
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Conferencia décimasexta. 
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Terminamos en la conferencia pasada la demostración del 
teorema de Liouville, relativo al caso de las ecuaciones ca- 
nónicas de Hamilton, en que se conocían k integrales pri- 
meras cumpliendo con ciertas condiciones. 

Toda una conferencia hemos empleado en la demostra- 
ción de este teorema, que á decir lo cierto, hubiéramos po- 
dido exponer con mucha más brevedad y con el mismo 
rigor. 

En dos ó tres páginas trata este asunto Mr. Laurent y 
poco más ó menos con igual extensión otros autores. 

Y sin embargo, yo no estoy arrepentido de haberlo ex- 
puesto y desarrollado con tanta extensión; porque en estas 
conferencias, que son de propaganda, no me dirijo á maes- 
tros, sino á principiantes, y la concisión extrema es grande- 
mente dañosa para la enseñanza; y cansa y descorazona á 
los alumnos todo lo que no se presenta ante ellos con sutfi- 
ciente claridad. Pero la claridad y la concisión no siempre 
marchan de acuerdo. 

Y es lo peor para mi caso, que todavía en el teorema de: 
Liouville voy á ocuparme con una nueva digresión, que ya 
anuncié en mi última conferencia. 

Digresión innecesaria, si yo supiera que mis alumnos ó 
mis lectores conocían la teoría de las determinantes, y sobre 


e a 


todo la de las determinantes funcionales, pero que creo, sin 
embargo, necesaria para completar la demostración ya dada y 
aun como preparación para otras materias en que esta teo- 
ría de las determinantes (Ó de los determinantes) tiene cons- 
tante aplicación. 


Decíamos, al terminar la demostración del teorema de 
Liouville: la determinante de las a y las p, es decir: 


¡Mata ss CY) 
DD dada) 


no puede ser nula, porque si fuera nula entre las « existiría 
por lo menos una relación, y sabemos que las integrales 
4 =A4 son independientes unas de otras; ninguna de ellas 
se puede expresar en función de las restantes. 

Este es el teorema que recordábamos y el que vamos á 
demostrar. 

Escogeremos, por ejemplo, la demostración del doctor 
Balizer en su excelente obra sobre las determinantes ó los 
determinantes, que respecto al género hay opiniones, aun- 
que, como yo sobreentiendo, expresiones ó funciones deter- 
minantes, al género femenino me atengo. 

Y cambiando las notaciones y escogiendo las mismas que 
emplea el insigne profesor de Dresde, ó mejor dicho, las que 

empleaba en el año 1861, que fué el de la publicación de su 
obra, representaremos por f,, f, fa ..... fz las funciones que 
antes representaba por 0,, %a ..... Uy Y POL X 1) Kgs Xg coso xp las 
variables independientes, que en la conferencia anterior y 
en el problema especial que allí tratábamos, estaban repre- 
sentadas por P;, Ps ..... Pr. 


o 


Y pasamos á demostrar el siguiente: 

Teorema.—Si las k funciones f,, f...... fp, son funciones 
de las k variables independientes X,, Xa, ..... Xxx y la deter- 
minante funcional de las f respecto á las x 


AS OXk 
e af 
28 3, OXk 


es idénticamente nula, las funciones f no son independien- 
tes; entre ellas existen ciertas relaciones: por ejemplo, para 
fijar las ideas, f, es una función de las restantes 


$, ms Flf2 fe 00 a 


sin que en esta relación ó en estas relaciones aparezcan 
las x explícitamente, es decir, que en el eiemplo que hemos 
presentado, bajo el signo F, no podría entrar ninguna x, no 
podríamos tener explícitamente 


E =Flfo fe coo A): 


La identidad se ha de verificar sólo entre las f, y sustitu- 
yendo, en vez de cada f, su valor en función de la x, éstas 
se han de anular unas con otras, viniendo á una identi- 
dad o =0. 

Volvamos ahora á la demostración del teorema. 

Se funda ésta, en rigor, en un cambio de variables. 

Hemos dicho que las f son funciones de las x, y que las x 
son las variables independientes. 


Tendremos, pues, 


Mi A ens Xg) 
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Y aquí he de dar una explicación, que yo mismo me atre- 
vo á llamar ultra elemental; pero que quizás evite ciertas 
confusiones á mis alumnos. 

Hemos empleado la misma letra f en el primer miembro 
que en el segundo; por ejemplo, hemos escrito 


ETA 


pues bien, las dos f, de los dos miembros, en rigor, signifi- 
can cosas completamente distintas respecta á su forma. 

La f, del primer miembro es una cantidad, depende de las 
x, y para cada sistema de valores de las x, tiene un valor 
perfectamente determinado. 

La f, del segundo miembro es un símbolo, y es cosa com- 
pletamente distinta de una cantidad; expresa una serie de 
operaciones elementales ó transcendentes, que hay que etec- 
tuar sobre los valores numéricos de x, para obtener el va- 
lor numérico del primer miembro. 

Si tuviéramos, por ejemplo, 


=> O E a, 486 


y expresásemos abreviadamente dicha ecuación de este 
modo 


F. =$ (X1, X2), 


la f, del miembro primero sería una magnitud, una canti- 
dad, un número. 

La f, del segundo miembro sería un símbolo de operacio- 
nes elementales ó transcendentes, como hemos dicho. 


A 


En este caso, f, significa en el segundo miembro, que hay 
que elevar x, al cuadrado, que hay que multiplicar x, por X., 
que hay que sumar estos resultados, y que de esta suma 
hay que restar x,. El número que quede expresará el valor 
numérico de la f, del primer miembro. 

Repito que esto es elemental; pero muchas veces, para 
economizar letras, en vez de expresar, por ejemplo, que f, 
esconde de este modo, que es el clásico 


el signo u de función se sustituye por la misma letra f.. 
Esto hacen, algunas veces, los autores modernos, y aun- 
que es tan claro y tan evidente, que no necesita explicación, 
para el que empieza á estudiar estas materias acaso las ex- 
plicacionas no sobran. i 
Y reanudemos el hilo de la demostración del teorema. 
Hemos dicho que las fson funciones de las x, como se 
expresa en el cuadro (f) que reproducimos á continuación: 


Elec dd) soso 387) 
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. . . .........0....... 0. .0.. 
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Este cuadro vamos á sustituirlo por otro equivalente, for 
mado de la siguiente manera. 
La primera ecuación subsiste íntegra 
Fa tro Xa2) X3 co... o) 
Pero en la segunda ecuación 
o = fol Xyr Kay Xg ceo ic) 


y en el segundo miembro, en vez de x,, vamos á sustituir su 
valor deducido de la primera. De modo que x, desaparecerá 
de la forma explícita, y en cambio entrará f,, porque despe- 


O 


jando x, de la primera ecuación, vendría en función de f,, 
o Des 


o 


Así que, en vez de ¡a segunda ecuación, tendremos esta 


fa = Palfi) Xa) Xg coco. X £); 


y empleamos el símbolo de función « distinto del símbolo f,, 
porque es claro, que con la sustitución que hemos hecho, la 
estructura algebraica de la ecuación habrá cambiado. 

Con la ecuación tercera 


a = (85) Eno Ey 00 DAE) 


haremos una operación análoga á la operación que acaba- 
mos de efectuar; es decir, que por las dos ecuaciones ante- 
riores eliminaremos la x. y la x, en función de f, y f., y en 
vez de la tercera ecuación, tendremos esta otra 


Lo = a (fir Los Kg ce... X 1). 


Y de este modo continuaremos eliminando las x una por 
una en función de las f del mismo subíndice. 


Así formaremos el siguiente cuadro, que es equivalente al 
cuadro (f). 


Í, = fi (X1) Xo) Xg +0. Xx) 
fa = Qa (fis Mz, Xg 0«0» Xx) 
L = a (fis fo X3 +«0»- Xx) 
Ey Ga Nas fos Los Xa co». Xx) 
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Ík= €r (fa, E g0c00 a 29) 


Los primeros miembros de los cuadros (f) (+) son las 
mismas cantidades. 

En ambos cuadros son funciones de X,, Xa, Xz ..... Xp pero 
en el cuadro (f) dependen directamente de estas cantidades. 
Al paso que en el cuadro « sólo dependen directamente de 
algunas de ellas, de las restantes dependen implícitamente, 


ds 
Ss 
=> 
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por el intermedio de las f, que son funciones de todas las x. 

En unos y en otros cuadros podemos obtener diferencia- 
les parciales respecto á las variables que explícitamente apa- 
recen, y por esta razón no hay que confuadir unas deriva- 
das parciales con otras: las del segundo cuadro se distingui- 
rán de las del primero poniendo un paréntesis. 

Fijemos las ideas. 

La derivada de f, con relación á x, es idéntica en el pri- 
mer cuadro que en el segundo, porque idénticas son las ecua- 
ciones primeras de ambos cuadros. 

De modo que en este caso lo mismo da 


ZÉ que (Pa 


0X1 IX: 


Pero no sucede lo mismo respecto, por ejemplo, á x, y á f.. 
En el primer cuadro, la derivada de f, con relación á x, es 


of, : 
sencillamente E En el segundo cuadro hay que consi- 


o 


derar que la x, entra explícitamente en «v,, y además entra 
implícitamente en f,, de modo que se tendrá 


of, 90, 
os 
que es naturalmente distinta de la anterior, porque la forma 
de y es distinta de la forma de f. : 
Consideremos ahora un término cualquiera de la deter- 
minante que corresponda á la horizontal í, y á la columna 7, 


y sea este el único término que expresemos en la determi- 
nante, que siempre, para abreviar, la llamaremos R. 


] 


e Ae 


Esta será su notación en el primer cuadro. Veamos qué 
forma tendrá con las notaciones del segundo. 

La expresión de /; será evidentemente en el segundo 
cuadro 


f= Yi Ur fos e... fitir Xi Xio Xi ga cos. X1) 


y para obtener el coeficiente diferencial 2d tendremos que 
y | xy 

diferenciar el segundo miembro con relación á x;, que podrá 
entrar explícitamente, si no es de las que se han eliminado, 
pero que entra implícitamente en todas las f que contiene +. 


De modo que tendremos 
ofi IN A MN IL 
E da 
E AE 
9f3 IN 9xj fi XA 9Xj xj 
p¿se compone de f,, Ja..... y éstas, á su vez, son funciones 
de x;, siempre en el segundo cuadro. Luego los segundos 
factores se refieren á las x explícitas; las demás f se consi- 
deran como constantes. 
Pero algunas observaciones no estarán de más. 
En primer lugar, ponemos á todas las derivadas par- 
ciales el paréntesis, porque son derivadas parciales del 
cuadro (9). 


Además, en una notación rigurosa, no hubiéramos de- 
bido escribir 


la e) sino do; 00; 0.00 00 
a SETE 


pero considerando á f,, no como símbolo de operación, 
sino como cantidad, puede darse por buena esta notación, 
toda vez, y esto es lo principal, que para evitar confusiones 
hemos encerrado estas derivadas en el paréntesis, y dada 


a 


esta precaución lo mismo da emplear la 4 que la f con pa- 
rénfesis. 

Otra observación. Pudiera suceder, si la í fuera mayor 
que la /, que ya hubiera desaparecido x;, y entonces no 
existiría el último término. 

Y ahora ocurre una transformación de la determinante R; 
porque si en el cuadro de la determinante sustituímos todos 
los términos Ó derivadas parciales sin paréntesis por la ex- 
presión que acabamos de escribir, que se compone de deri- 
vadas del segundo cuadro, vamos á ver inmediatamente que 
esta determinante se puede descomponer en el producto de 
otras dos. 

En efecto, descompongamos el término (9), ó dicho con 
más propiedad, consideremos en él dos grupos: uno, com- 
puesto con los primeros factores; otro, compuesto con los 
segundos. O sean: 


E) E 
E 


Cada grupo contiene í términos. 


Completemos ambas series con ceros hasta el número k y 
tendremos dos grupos de k términos cada uno 


ela e cla OO O : 
AM 


Consideremos el primer grupo y demos á ¡los k valo- 
¡ES UA le, 
Como tendremos k líneas, y en cada línea k términos, 


e aa 


claro es que podremos formar la siguiente determinante, 


q) lo) 
observando que ¿espa 1 para ¡= 1, lo mismo de = y 
of, of: 
así sucesivamente. 
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Análcgamente, dando en el segundo grupo á f todos los va- 
lores desde 1 á k, podremos formar la siguiente determinan- 
te, que también tendrá k lineas y k columnas: observando ade- 


of, 
más que en f, no entra x,, y asi sucesivamente: ( Ea ) = 0... 
1 h 


lo) 
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ca == LS AE a (E) 


Ahora bien: el término (9) puede considerarse evidente- 


E IA 


mente como un término cualquiera del producto de las dos 
determinantes (D) y (D'), efectuando dicho producto por lí- 
neas horizontales, según la regla del producto de determi- 
nantes. 

En efecto; la expresión (9) indica el producto de la hori- 
zontal í de la primera determinante (D) por la horizontal ¡ de 
la segunda determinante (D”). 

De modo que 

¡=> 0" 
pero la determinante (D) tiene su diagonal marcada en la 
figura por una serie de números iguales todos á 1, y la se- 
gunda determinante (D') tiene asimismo marcada su diago- 
nal por las expresiones 


oa a) 0 es) 


y en una y en otra determinante todos los términos de un 
lado de la diagonal son iguales á cero. 

Mas se sabe, por la teoría de las determinantes, que en 
este caso el valor de la determinante es el producto de los 
términos que forman la diagonal. 

Si no recuerdan mis alumnos esta propiedad, fácilmente 
se demuestra. Sea, por ejemplo, la determinante 


440.00 

4% b,0 0 | en que la diagonal es 
Bl la Ca O Ay, D,, Co, Uy. 

E Da Ca Ola 


Desarrollando por la primera línea, como todos los térmi- 
nos son cero, menos el primero, tendremos 
AN IORSOEA0 
De Es Y 
DECANO 
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Y desarrollando á su vez esta determinante por la primera 
línea, resultará 


CAOS 


Ea Da 
Ejo Ola 


Pues bien: aplicando este principio á las dos determinan- 
tes (D) (D”), hallaremos 


as) E) 


y, por fin, 
EEES 
3% NDS ANDES OXg) 


Fórmula notable de Jacobi, que expresa una determinan- 
te por un producto sencillo, que constituye un solo tér- 
mino. 

Y ahora el teorema se demuestra inmediatamente. 

Por hipótesis, la determinante R es cero; luego debe ser 
cero uno de los factores del segundo miembro. 


e of, en 
El primero SE no puede serlo, porque entra explíci- 
1 
tamente x, en f,. 
El segundo tampoco puede serlo, porque, según el cua- 
dro (4), x, entra en «, y, por lo tanto, en fa. 
a 


of. 


3 
0, 
que, según el mismo cuadro (+), x, entra explícitamente 
en 93. 

Y así llegaríamos al último factor. Y como ninguno de los 
anteriores puede ser cero, tendrá que serlo éste. 


Es decir, 


Tampoco el tercero ( ) puede reducirse á cero, por- 


a 0 


Xp Xx 


a 


Luego en 4; no entra xz y la última ecuación del cuadro 
(4) se reduce á 


== Uk fat e E) 


y asi una de las funciones f, es función de las otras, que es 
precisamente lo que constituye el teorema: á saber, que 10 
son todas las f independientes. 

Claro es que pueden existir otras relaciones. 

Si en la penúltima no entrasen ni Xz-, ni Xx, tendríamos ó 
podríamos tener otra relación más entre las f, y así sucesi- 
vamente. 

El teorema queda, pues, demostrado. En su esencia es 
sencillo y la demostración también lo es, dada la transtor- 
mación ingeniosisima de Jacobi; sólo la escritura es pesada. 


Mas, en beneficio de los principiantes, salgamos al en- 
cuentro de una duda. 

Venimos diciendo en la demostración, que las derivadas 
de las y, con relación á las x del mismo subíndice, no pue- 
den ser nulas, porque según el cuadro (4), x. entra en 
Vs, Xg en 3, y así en adelante. 

Pero, preguntará el alumno: ¿y si no entrasen? 

Hay que fijarse en que al aplicar la transformación de Ja- 
cobi, para obtener cualquiera de las ecuaciones v, hay que 
buscar la variable que entra en la ecuación y á ésta se la da 
elmnombre de MOE OA: 

De modo que sería preciso que no entrase ninguna de las 
que quedan en un momento dado, aparte de las elimina- 
das, para que el argumento tuviera fuerza. 

Mas claro. 

Al establecer la ecuación, por ejemplo, 


To = Qe (Sir fo Xgs Xy co... X1) 
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supongamos que desapareciese la x,. Pues si quedaba al- 
euna de las siguientes Xy X; ..... á una de ellas le daríamos. 
el nombre de x; y la transformación continuaría. 

Pero, ¿y si no entra ninguna de las siguientes? Entonces la 
tercera ecuación se reduce á 


$. =0; (ff) 


y el teorema está demostrado, puesto que una de las f, á sa- 
ber, f,, es función de f,, f., sin mezcla de ninguna x. 

La demostración es, por lo tanto, rigurosa. 

Queda, pues, demostrado este teorema, que es de frecuen- 
te uso: 

Si la determinante funcional R es cero, las funciones f, no 
son independientes; entre ellas existen ciertas relaciones Sin 
ninguna x explicita. 


Volvamos ya al estudio de las ecuaciones generales de la 
Mecánica. 

Expresada la generalidad de los problemas de la Mecáni- 
ca por las ecuaciones de Lagrange, y transformadas éstas en 
otras ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, 
que nosotros llamábamos simultáneas, porque son ecuucio- 
nes diferenciales de diversas funciones y de una sola varia- 
ble independiente, el tiempo, bajo la forma canónica de Ha- 
milton, se nos presentaba el problema de la integración de 
estas ecuaciones, que eran, como hemos dicho, diferenciales 
ordinarias de primer orden, y que á la vez están puestas bajo 
la forma normal 


ó bajo la forma á que las redujo Hamilton 


Es decir, haciendo depender los segundos miembros f ..... 
Y..... de una función H. 

Y si todos los problemas de la Física matemática, en 
la hipótesis mecánica, á problemas de la Mecánica se re- 
ducen, y si á la vez casi todos los problemas de esta cien- 
cia se expresan por las ecuaciones diferenciales de Lagran- 
ve ó de Hamilton, es inútil encarecer la importancia que ten- 
drá el problema de la integración de estas ecuaciones dife- 
renciales. 

Por desgracia, como hemos dicho varias veces, exceptuan- 
do los métodos de Cauchy, que no son mas que el periec- 
cionamento de los viejos métodos de integración por series, 
sin que tampoco puedan considerarse los métodos del gran 
matemático como una solución absoluta, pues dependen de 
que los segundos miembros cumplan con ciertas condiciones 
analíticas; aparte, pues, de esta solución, no existe ninguna 
otra completa para la solución del problema de que trata- 
mos: lo cual, por otra parte, tampoco puede causarnos extra- 
ñieza, por razones que ya expusimos en otra ocasión y que 
quizá más adelante debamos ampliar. 

Pero ya que no para llegar á la solución definitiva, para 
efectuar la expresada integración en muchos casos particu- 
lares, existen multitud de métodos y teorías, que representan 
otros tantos esfuerzos admirables de los grandes maestros 
de la ciencia. : 

Hagamos el rápido resumen de lo que queda expuesto. 

1.7 Expusimos el Teorema de Jacobi, que permite inte- 
erar por completo las ecuaciones canónicas, pero que supo- 
ne el conocimiento previo de una integral completa de la 
ecuación en diferenciales parciales de Jacobi, deducida esta 


e Oj 


última de dichas ecuaciones canónicas, es decir, construida 
por medio de ellas. 

Reduce, pues, un problema á otro problema; si este último 
resulta más fácil que el primero, algo se ha conseguido. 

Pero de todas maneras no es una solución definitiva, 

Y es lo curioso que unas veces, por lo regular, para inte- 
-grar una ecuación en diferenciales parciales se acude á las 
ecuaciones diferenciales ordinarias; y otras veces, como en el 
Teorema de Jacobi, se invierten los términos. Para integrar 
las ecuaciones diferenciales ordinarias se acude á las ecua- 
ciones en diferenciales parciales. 

2... Existe el teorema de Poisson, que á primera vista re- 
suelve el problema sólo por el conocimiento de dos integrales 
primeras. Por desgracia, este método tan ingenioso, y hasta 
cierto punto fecundo, cae en defecto en muchas ocasiones. 

De todas maneras, tampoco sería una solución completa, 
porque habría que conocer dos integrales primeras, y aun- 
que á veces se conocen y vienen á seróá expresar, por 
ejemplo, el teorema de las áreas y el de las fuerzas vivas, no 
en todos los casos puede afirmarse su existencia. De modo 
que en estas circunstancias, y además de sus deficiencias pro- 
pias, la aplicación del teorema carecería de punto de par- 
tida. 

3.” Hemos explicado aún el teorema de Liouville, que 
es otro esfuerzo analítico y que tiene importancia práctica. 

Por ejemplo, resuelve el problema del movimiento de dos 
astros; resuelve asimismo el problema, como veremos más 
adelante, del movimiento de tres torbellinos rectilineos y pa- 
ralelos, y resuelve otros muchos problemas de Mecánica, 
pero no todos; y en rigor es quedarse á la mitad del camino, 
puesto que para la integración completa de 2k ecuaciones 
diferenciales del tipo que hemos considerado, se suponen 
conocidas k integrales primeras, es decir, la mitad, y aun 
éstas deben cumplir con ciertas condiciones. 

El teorema hace honor al gran matemático francés, y es 
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un triunfo, pero no completo; es un triunfo á medias, como 
antes indicábamos. 

4.” Nos proponemos en esta conferencia ó en la próxi- 
ma, empezar la exposición de otra teoría, que podemos lla- 
mar la teoría de los multiplicadores, teoría debida en buena 
parte al admirable matemático alemán Jacobi; teoría inge- 
niosa y fecunda, pero que tampoco resuelve el problema por 
completo, si bien ayuda á resolverlo muchas veces, y que 
es ya clásica en la ciencia. 

En multitud de obras se encuentra la expresada teoría de 
los multiplicadores de Jacobi, y el célebre teorema que se 
llama del último multiplicador. 

Todas estas materias, si el alumno no las conoce de ante- 
mano, es necesario irlas exponiendo, siempre que la ocasión 
se presenta en el estudio de la Física Matemática: esto, en 
una enseñanza concienzuda, es inevitable. 

Vamos á empezar, pues, la exposición elemental, muy 
elemental, del uso de los multiplicadores para la integración 
de las ecuaciones diferenciales. 

Mas antes de abordar este asunto, y á modo de intro- 
ducción, hemos de recordar algunas proposiciones relativas 
á las ecuaciones diferenciales lineales de primer orden, y á 
las ecuaciones diferenciales ordinarias también de primer 
orden; dos puntos que están, por decirlo así, constante- 
mente en juego, al estudiar las ecuaciones de la Mecánica; 
y que en el sumario elemental y reducido que presentamos 
en otra conferencia, respecto á las ecuaciones diferenciales 
que tenían más aplicación en la Física Matemática, tuvimos 
cuidado de incluir. 

Los tipos, puestos bajo forma simétrica, eran éstos: 
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y á su estudio vamos á dedicar esta conferencia y acaso una 
parte de la conferencia próxima. 

Muchas obras de cálculo pudieran servirnos de guía, y 
aun la misma obra de Mecánica de Mr. Appell; sin contar la 
obra tantas veces citada de Jordán, que es una de las más 
completas que conozco, dejando aparte memorias espe- 
ciales. 

Pero nosotros tomaremos por guía en esta materia que 
vamos á tratar el curso de Análisis infinitesimal de mon- 
sieur Ch. J. de la Vallée Poussin, que es un excelente mode- 
lo de método y de claridad. Entremos, pues, en materia. 

Una ecuación en diferenciales parciales contiene, en ge- 
neral, varias funciones de diversas variables independien- 
tes; estas mismas variables independientes, y además las 
derivadas parciales de las primeras respecto á las se- 
gundas. 

En nuestro caso, en el tipo (1) no hay mas que una sola 
función que la llamamos z y n variables independientes 
eos Eme 

Además, decimos que es ecuación diferencíal parcial de 
primer orden, luego no entrarán mas que las derivadas pri- 
meras, es decir, que con la definición que hemos dado hasta 
aquí sería una función de esta clase, 
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mas agregamos que es lineal respecto á las derivadas; luego 
debe ser una suma de términos lineales, es decir, que ya la 
forma F se circunscribe y limita y se convierte en esta otra, 
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Pues aún agregamos otra condición más: que ha de ser 
no sólo lineal, sino homogénea, luego el segundo término 
sobra. 

Y para definir por completo la ecuación diferencial que 
vemos á estudiar, nosotros aun ponemos otra condición: 
que en los coeficientes no ha de entrar la función única 2, 
sino las variables independientes Xx,, X»..... X, y vendremos 
á parar á la forma definitiva, | 


9Z 
Sa (04, Xo eo... a) 0 + (xy , Xo v.... Xn) 
(o) 
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| . 0z 
.o .. + fa (ar X» eo... 2) == 
0Xp 
Y ahora, si para simplificar la escritura representamos los 


coeficientes, según generalmente se hace, por X,, X,..... Xp 
tendremos el tipo (1) que antes hemos escrito 


que es el de una ecuación, en diferenciales parciales, de una 
sola función z y de n variables independientes, lineal y homo- 
génea, y que los coeficientes no contienen la función z, sino 
tan sólo las variables independientes. 

En cuanto á las condiciones de continuidad de los coefi- 
cientes y de sus derivadas; en cuanto á si son funciones uni- 
formes ó multiformes, nada diremos, pues sería entrar en 
materias que no podemos abordar en esta clase, por no per- 
tenecer á ella directamente. 

Todas las demás formas de ecuaciones en diferenciales 
parciales, que hemos indicado y otras infinitas, que hemos 
omitido, se estudian en los cursos de Análisis, ó de Cálculo 
diferencial é integral, como antes se decía. 
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Mas para nuestro objeto y, por ahora, sólo hemos de es- 
tudiar el tipo (1) de ecuaciones diferenciales parciales de pri- 
mer orden, lineales y homogéneas. 

Pasemos ahora al tipo (2). 


Así como en el tipo anterior la función era única y la lla- 
mábamos 2 y las variables independientes eran n y las lla- 
MADAmos bss Xy, aquí vamos á invertir los términos, 
y diremos que no hay mas que una variable independiente 
que llamaremos f, y en cambio, hay n—1 funciones de esta 
variable independiente que llamaremos X;,, X> ..... nas 

Tratamos de ecuaciones diferenciales; luego, entrarán las 
derivadas de X;, X»..... X/_, con relación á £, y entrarán, no 
como en el tipo (1) en una ecuación, sino en en n— 1 ecua- 
ciones que podrán contener la variable independiente f las 
UNCIONES 1 Xn-1 y las derivadas de éstas respecto 
á aquélla. 

Pero agregamos, que es un sistema de ecuaciones diferen- 
ciales de primer orden, luego no entrarán mas que las pri- 
meras derivadas, es decir, que en general, las ecuaciones á 
que nos referimos tendrían esta forma: 
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Mas se comprende, que se pueden despejar las 1 —1 de- 
rivadas en función de las cantidades restantes. 


E pe 


Claro es que esta operación podrá ó no podrá efectuarse; 
pero en Matemáticas se supone, al abordar un problema, que 
todos los problemas, por decirlo así, anteriores, y si vale la 
palabra, de menor categoría, están ya resueltos. 

De modo que nosotros suponemos, que del sistema an- 
terior se pueden despejar las derivadas y tendremos la for- 
ma normal empleada en la teoría de Cauchy, 


dx 
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y establezcamos, que para este sistema de ecuaciones dife- 
renciales existen las integrales correspondientes, como se 
demuestra con toda la generalidad posible en los teoremas 
de existencia del método de Cauchy. 

Es decir, quetexisten parao) e) IUnciones que 
satisfacen al sistema precedente; á saber 


... . .... 
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que sustituídas en el sistema anterior, lo convierten en un 
conjunto de identidades. 

Más claro, y sólo nos fijamos en la primera ecuación, 
pero lo que de ella digamos, podríamos decir de las res- 
tantes; así que 


41 (0) = Gr [6 q1 (0, go (0) coo ena (0) 


es una identidad: en ella desaparece f y sólo queda 0 =0. 
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Por eso indicábamos que los valores de las x en función 
de las f satisfacian al sistema de ecuaciones diferenciales 
que estamos considerando. 

Y nada establecemos todavía respecto á la naturaleza óú 
al grado de generalidad de las funciones +, ni á sí tienen ó 
no constantes arbitrarias. 

Decimos: existe un sistema de funciones + de la variable 
independiente f, que satisfacen al sistema de ecuaciones di- 
ferenciales dadas. 

Ahora, para la simetría y para poner en relación este se- 
gundo tipo con el primero, en vez de llamar tá la variable 
independiente, la vamos á llamar x , ; y en este caso el siste- 
ma de ecuaciones diferenciales que estamos considerando 
se escribirá de este modo: 
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y constituirán estas ecuaciones un sistema de ecuaciones di- 
ferenciales de primer orden con una variable independien- 
te X, y 1— 1 funciones de esta variable independiente; á 
O a 

Dada la simetría, es evidente que en el sistema de ecua- 
ciones anterior, cualquiera de las variables x puede tomarse 
como variable independiente, sin que el sistema de ecua- 
- ciones deje de pertenecer al mismo tipo. 

Por ejemplo: podemos tomar como variable independien- 
te Xy, y dividiendo las últimas por la primera, tendremos 
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que representando los segundos miembros por 
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se convierten en 
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y agregando la primera ecuación del sistema anterior puesta 
bajo esta forma 


dXy l 
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dará un sistema equivalente al primitivo; en que la variable 
independiente se supondrá que es x,, y las demás x serán 
funciones de esta variable independiente. 

Todavía las formas que se consideran en la teoría que 
vamos indicando, son más sencillas y más simétricas. 

El primer sistema se puede escribir de este modo, en una 
serie de igualdades, despejando en todas ellas x ,: 
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y para mayor simetría multipliquemos todos los denomina- 
dores por una función Xy (X,, X> ..... X) que puede ser cual- 
quiera. 

Tendremos, por lo tanto, 


DNS A 
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y representando los denominadores por una sola función, 
resultará 


que es precisamente el segundo de los tipos que antes con- 
siderábamos. 

Claro es que en este tipo, y, en general, estas X, son dis- 
tintas de las del tipo primero de ecuaciones en diferenciales 
parciales. 

Los coeficientes en la teoría de las ecuaciones en diferen- 
ciales parciales pueden ser de formas infinitas, y otro tanto 
podemos decir de las ecuaciones en diferenciales ordinarias, 
que así se llaman las del segundo tipo. 

Mas, por razones que luego expondremos, hemos emplea- 
do las mismas letras X,, X;, ..... A,: aunque hasta ahora las 
del tipo (1) son completamente distintas de las del tipo (2) 
y ninguna relación tienen con ellas; luego, para nuestro caso, 
las identificaremos. 

Y hechas estas aclaraciones, que bien conozco que pecan 
por exceso de minuciosidad, terminaremos repitiendo, y re- 
cordando, porque es claro que en la demostración no pode- 
mos detenernos: que las ecuaciones diferenciales ordinarias 
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del tipo (2) tienen un sistema de integrales, como se de- 
muestra en los teoremas de existencia, según los términos y 
las condiciones que en dicha teoría se especifican. 

Además, este sistema de integrales contiene n — 1 cons- 
tantes arbitrarias, que representaremos por 0,, 4 ..... 
Oo 

Y todas las funciones x pueden expresarse, no sólo, como 
antes hacíamos, en función de la variable independiente (que 
antes la llamábamos f); sino en función de esta variable in- 
dependiente (que ahora llamamos x,) y de las n — 1 cons- 
tantes a, en este modo: 
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A tal sistema de integrales todavía podemos darle otra 
forma equivalente, porque podemos despejar las n — 1 cons- 
tantes a función de todas las cantidades x; de suerte que 
tendremos las n — 1 ecuaciones siguientes, que equivalen á 
las anteriores: 


eS la sao 7) == 0 
doler Dd asñs , DE) == a 


A o io == Olas 


Si la variable independiente x, fuera, en algún problema 
de estos, el tiempo, para ? =0, es decir, para el instante 
inicial, podríamos escoger arbitrariamente los valcres de 
Xi, X2, Xz co. Xp 4) dando á las constantes arbitrarias a los 
valores que resultasen en las ecuaciones precedentes. 

Por eso se dice en estos problemas, que los valores ini- 
ciales son arbitrarios. 


ON Te 


Concluiré esta conferencia recordando, que á las ecuacio- 
nes del tipo 


04 (e Xo o... 0. 050) == A, 


les hemos dado ya el nombre, en otra conferencia, de ¿nte- 
£grales primeras del sistema de ecuaciones ordinarias que 
considerábamos. 

Allí decíamos integrales primeras (ó primarias), porque el 
sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden que es- 
tábamos considerando procedía de un sistema de ecuaciones 
diferenciales de segundo orden; pero en general, podemos 
decir que son integrales propias del tipo (2); y que, por con- 
siguiente, las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer 
orden, ó sea de dicho tipo (2), tienen n — 1 integrales, con 
n — 1 constantes arbitrarias, suponiendo que el número 
total de variables X;, Xa ..... nes iguala 

En la conferencia inmediata pondremos en relación el 
tipo (1) de ecuaciones en diferenciales parciales de primer 
orden y lineales, con el sistema de ecuaciones diferenciales 
ordinarias de primer orden del tipo (2), á las que, por razo- 
nes que ya hemos explicado algunas veces, les damos el 
nombre de simultáneas; y, en efecto, contienen diversas 
funciones, que todas ellas, es decir, simultáneamente, son 
funciones de una variable independiente única, llamémos- 
la £ó llamémosla X,. 

Y todas á la vez, es decir, simultáneamente, han de satis- 
facer al sistema de ecuaciones diferenciales que las con- 
tenga. 
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II. — Sobre la obtención del metano puro mediante 
el carburo de aluminio comercial. 


(Segunda Nota.) 
Por ENRIQUE HAUSER. 


Ya di cuenta en esta Revista, en Diciembre de 1907, de 
un procedimiento conducente al fin indicado, con el cual 
obtuve los resultados favorables que entonces indiqué, tra- 
bajando en invierno á una temperatura que no excedía 
de 14”. Más tarde, cuando en verano tuve ocasión de apli- 
car estos procedimientos, encontré mayores cantidades de 
hidrógeno que los indicios obtenidos en los ensayos hechos 
en invierno, pues en algunos casos llegó al 8 %/, la propo:- 
ción de aquel gas. Esto me hizo volver sobre el asunto para 
investigar la causa, encontrando que el líquido que cubría 
el carburo presentaba, pocos días después de empezada la 
operación, reacción francamente alcalina. Esta reacción no 
podía ser debida á la cal que quedase por atacar en el in- 
terior de los trozos de carburo por insuficiencia de purifica- 
ción, pues siendo el alumiato cálcico prácticamente insoluble 
en el agua, el hidrato cálcico formado debía desaparecer 
por hallarse frente á un exceso de hidrato alumínico. 

Sólo me quedaba que pensar en la existencia de álcalis, 
los cuales, como dije en la Nota referida, podían proceder 
del caolín con que se fabrica el carburo de aluminio, y, en 
etecto, tratando 150 gr. de carburo purificado por 250 cen- 
tímetros cúbicos de agua, obtuve al cabo de tres días un 
tiquido que en 100 ce. c. contenía: 


AO OSO OO Carias 0,006 gr. 
KO cae 0,001 » M2£0O .. .. 0,004 » 
NaiOR OO O 0,007 » 
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Y como el aluminato sódico (2 Al O, Na = Al, O; Na, O) 
exige para 0,356 de Al, O, 0,216 de Na, O, se explica cla- 
ramente la alcalinidad del líquido sin contar con la hidrólisis 
del aluminato. 

A primera vista parece que los álcalis debieran actuar con 
preferencia sobre la alúmina para formar directamente alu- 
minato, y, sin embargo, no es así, pues desarrollando más 
energía su reacción sobre el aluminio (*), atacan también á 
éste con la consiguiente producción de hidrógeno, y si bien 
la reacción sobre el aluminio es más enérgica que sobre la 
alúmina hidratada, dada la mayor compacidad del aluminio, 
la acción sobre él, de los álcalis, debe ser más lenta que 
sobre la alúmina. Cabe pensar al pronto que estos álcalis, 
más ó menos saturados por la alúmina, dejarán de ejercer 
su acción en corto plazo; pero no es así, pues ocurre la 
conocida reacción de Baeyer, por la cual las disoluciones 
de aluminatos alcalinos, por un etecto catalítico, en pre- 
sencia de la alúmina cristalina, precipitada del aluminato 
por el ácido carbónico y probablemente también la produ- 
cida por la reacción del agua sobre el carburo de aluminio, 
precipitan á su vez la mayor parte de la alúmina del alu- 
minato, dejando álcali libre en condiciones de entrar en re- 
acción con nuevas cantidades de alúmina ó sobre alumi- 
nio, si este metal se halla presente. Que éste es el caso de 
que se trata, se deduce fácilmente observando el líquido 
que cubre el carburo de aluminio, pues aquél se enturbia 
sin causa aparente al cabo de algunos días, y dicho entur- 
biamiento vuelve á repetirse una vez aclarado el líquido 
si tenemos la paciencia de dar tiempo á la repetición del 
fenómeno. 


(**) Pues además del calor de formación del aluminato sódico, se 
desprende el de oxidación del aluminio, que excede en 186 calorías, 
por molécula gramo de hidrato alumínico formado, al de descomposi- 
ción de tres moléculas de agua. 
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He pensado varios métodos para evitar esta causa de im - 
purificación del metano, pero el más sencillo de todos es 
renovar diariamente el agua que cubre al carburo, lavando 
á éste al renovar aquélla, hasta que las aguas del lavado no 
sean alcalinas; operando de esta manera he podido con- 
seguir que, aun en verano, y sin otra preocupación especial, 
el metano obtenido no contenga más de seis milésimas de 
hidrógeno, cual es un gas suficientemente puro para la 
mayor parte de las aplicaciones. Los trabajos de análisis con 
metano no deben hacerse, sin embargo, sin agitar previa- 
mente dicho gas, con una disolución de potasa cáustica, du- 
rante unos diez minutos, para destruir el hidrógeno silicia- 
do (*) que pudiera contener, y pasarle después por el tubo 
de paladio para quemar el hidrógeno. 

No obstante lo que acabo de indicar, hay que tener en 
cuenta las siguientes precauciones en la purificación del 
carburo de aluminio, según el método que indiqué en la re 
ferida Nota. 

1.2 El lavado del carburo con agua sólo ha de termi- 
narse cuando ésta quede bien clara, no debiendo utilizarse 
el polvo fino que arrastran los primeros lavados. 

2.” Para evitar el calentamiento del carburo durante la 
reacción, éste ha de colocarse en un matraz bastante grande, 
por ejemplo, de unos 200 c. c. por cada 50 gr. de carburo, 
y por precaución puede sumergírsele en una vasija con 
agua. 

3.” El carburo no debe ocupar más de 1 cm. de altura 
en e! fondo de la vasija, con objeto de evitar que las sacu- 
didas que experimenta aquél al desprenderse las burbujas 
de metano sean muy grandes, y que dichas sacudidas pro- 


(*) La presencia de los siliciuros de hidrógeno se caracteriza fá- 
cilmente por el agua de bromo, que para un contenido de alrededor 
de 19/, de hidrógeno siliciado (Si H, + Sí, H,) produce abundantes 
humos blancos, que no he tenido ocasión de observar en el metano 
obtenido por el método arriba indicado. 
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duzcan el despegue de las burbujas pequeñas, que impiden 
el ataque del aluminio metálico. 

4.” Dar cierta carga de agua en el gasómetro. 

El carburo empleado en este estudio tenía la misma pro- 
cedencia que el utilizado en la Nota anterior. 


(Laboratorio do Invostizaciones Cientificas de la Escuela do Minas.) 
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IV.—Algunas consideraciones sobre el cálculo del 
número de isómeros de posición en las moléculas 
orgánicas. 


Por JosÉ GIRAL PEREIRA. 


Il. Establecimiento de una fórmula que exprese el número total 
de isómeros de posición en los carburos saturados. 


En una notable Memoria de Delaunay (*) (uno de los más 
importantes trabajos de la escasísima bibliografía referente 
á estos asuntos) trata este distinguido matemático del pro- 
blema que nos ocupa, haciéndolo derivar, cemo caso de 
aplicación, del célebre problema de Cayley relativo al núme- 
ro de encadenamientos posibles con n bolas, provistas de 
cuatro garfios cada una y engarzados entre sí al menos por 
uno de esos garfios (**). Sigue para ello Delaunay dos pro- 
cedimientos: el primero puramente inductivo y gráfico, y el 
segundo casi exclusivamente algébrico; confieso que, enten- 
dido el fundamento de los dos, no he podido comprender su 
desarrollo, por lo que hube de buscar nuevos senderos que 
me condujeran al fin propuesto. El mismo confiesa, después 
de la exposición de sus procedimientos, que será difícil, si no 
imposible, encontrar una fórmula general que exprese el 
número de encadenamientos de n bolas para un valor cual- 
quiera de rn, siendo este problema caso particular del de las 
particiones (aún irresoluble) y aún más complicado que el 
caso general, por la presencia de cadenas laterales; todos sus 
cálculos limitanse á valores de rn, variando desde uno hasta 


($) Sur le nombre d'isomeres possibles dans une molécule carbo- 
nade, por Delaunay.--—Bulletin de la Société chimique, de Paris. Ter- 
cera serie, tomo XI, año 1894. 

(*) Cayley.—Trabajo publicado por el Berichte der deutschen 
Gessellschaft (tomo VIII, pág. 1056, año 1875). 
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trece, número límite de sus investigaciones; indica lige- 
ramente la aplicación de sus trabajos á las moléculas orgá- 
nicas (es de suponer que solamente á las hidrocarbonadas), 
y consigna al final de su Memoria una fórmula cuya deduc- 
ción no establece ni se infiere de sus anteriores razona- 
mientos. Esta fórmula, sólo aplicable para valores de n infe- 
riores á 12, es la siguiente: Si n es par € igual á 2 p. 


C (número de isómeros) =1 +-(p — 2 (p— 1) + 
= 3 
EE =p" + 3p 20) + 


+ 1053) — (2p -— 9)? y si n es impar é igual á2p + 1: 


A a 


C (número de e =1+2(p--1)+ 


1 E = 0) de > (14p2—66p 10%) 


E a il 


Ae ol 1 


En estas fórmulas no deben hacerse reducción de térmi- 
nos y se reemplazan por cero los factores que puedan ser 
negativos por los valores dados á n. 

Fácilmente se comprende, á la simple inspección de las 
anteriores expresiones, su excesiva complejidad; pero su 
exactitud les da un gran valor, restringido sólo por la poca 
generalidad que tienen. Desde luego es oportuno consignar 
que son fiel trasunto de la verdad y que se diferencian bas- 
tante de las que pueden deducirse siguiendo la idea atribuida 
(no sé si con razón) á Cayley y consignada en algunos li- 
bros, relativa á considerar los números distintos de isómeros 
para valores particulares de n como formando parte de una 
progresión geométrica cuya razón fuera 2,2. En el cuadro 
comparativo que más adelante se consignará podrá obser- 
varse lo erróneo de esta afirmación. 


e 


Tratando de simplificar las fórmulas de Delaunay y ha- 
cerlas de más útil generalización, me pareció oportuno sus- 
tituirlas por otras que, aunque deducidas empíricamente, 
fueran de más fácil aplicación. Después de muchas tentati- 
vas infructuosas encontré algunas de aproximación bastante 
para la mayoría de los casos, pero que no son, sin embargo, 
de la exactitud matemática que se requiere. Desde luego, en 
los intentos que hice, y como puede observarse en el cuadro 
siguiente: 


Amos dele: Lu Potencias |Potencias|Potencias|Potencias da NEON 
> Y A | e 
Valores de n.|de isómeros; dee | As e iaa: asa MUA TZ 2 (M0) 
A | gi El mar A A 
1 1 
2 1 
3 1 
4 2 2 IZ DD 2,01 1,1 
5 3 | 4 9 4,41 4,84 4,2 Zool 
6 5 8 27 | 9261 | 10,648 | 871 6.3 
7 9 16 81 | 19,4481| 23, 42501 17,85 14,4 
8 18 32 243 | 40,841 Silo 5363| 36, 99 AA 
9 35 64 129 | 87,47 75,009 72,0 
10 15 128 2187 |179,48 153, iS 159,8 
11 159 256 ¡376,92 315,19 345,6 
12 309 312 | ¿91,55 | 187,97 748,8 
13 802 


me persuadí de que el número de isómeros estaba com- 
prendido entre las potencias sucesivas del número dos y las 
análogas del número tres; traté de interpolar eritre unas y 
otras, pero no conseguí resultado: ideé entonces calcular las 
potencias de 2,2, que, como se observará, dan resultados no 
enteros, y, además, superiores á los verdaderos. Lo mismo 


sucede con las potencias sucesivas de 2,1; la escasez de da-= 


tos fijos, pues el número de isómeros no está calculado mas 
que para un valor máximo de n = 13, aumenta la dificultad. 
Eché mano entonces de la teoria diferencial y calculé las di- 
ferencias finitas, consignadas en el cuadro siguiente: 


Valores 
de nm><m=a 


Det ta= M0). 


DR ID! 


L, 
EA 8) 
1 0 0 
2 | 100 1 1 
E a O leo 
Dal Zo 1 1 2 4 
O E 1 0|— 2|— 6 
18 y 9 5 3 Z 2 4 10 | 
A Y 8 S DA E IS MUS 
Toy 40 23 15 12 12 14 18 20 44 
159 84 44 21 O SO E SZ SU 124 Sl 
355 196 112 68 47 31 S7 55 STA ST 209 |+325 
802 1 447 | 231 115 51 4 [= 27 |= 04 | 119 [206 | 343 | =552 
de E SS 4,2 Di 6.2 ES SE Ly 10.2 e 
1] A A? A3 pt 45 A6 A7 AS A9 ALO An 


y aplicando un teorema relativo á estas series, y que dice que 
un término cualquiera de la serie [1] se obtiene en función 
del primer término K y de las diferencias sucesivas, median- 
te la ecuación simbólica UY, =(1 +A)” n,, en la que U, 
representa el término buscado de la serie [1! que ocupa ej 
lugar 1, y 1, el primer término de esa serie que vale 1; y 
utilizando además para el desarrollo de la potencia enésima 
de 1 + A la fórmula del binomio de Newton deducida de la 
teoría coordinatoria, tendremos: 
ie le n) 

Pip 00 Mp) 


AP >< 192 


O, 


ó sea la suma de los términos que resultará dando á p todos 
los valores posibles de O á n. Veamos, como ejemplo de apli- 
cación de lo expuesto, la determinación del número de isó- 
meros para ocho átomos de carbono. Tendremos: 
p=8 81 

Y ————— Mos 187? = 
=p 07 6. 

8! 


! 8! 
oe) 


NOS 2 0701 Bn SL SA 
O E A 


a 
31 on 8! Se 15= 
SL Ss”2 3 S | 
a MEA NE 
8 EA 8 ab 
Es < ]S É 2» IST 
EN 51(8 -- 5)! da 
8! 8! ENE 
Ju AS ]S>6 EN AV Sd 1531 =— 
CAE E MEM 
8! | 
A A SS 
a MESE A ño e 


+ 56 — 140 | 224 | 168 + 80 — 18 = 35 
1+8x0+28<0+ 50 <1+70<-—2 +56 4 + 
+ 28x—6+8x10—1 > 18 = 35. 


Aparentemente, resulta esta deducción demasiado comple- 
la; pero si se tiene en cuenta que los coeficientes de A” van 
siendo iguales dos á dos, y que el otro factor que acompaña 
á A” es siempre la unidad, y si á esto se añade que el pri- 
mer término del desarrollo anterior es siempre la unidad, y 
que el segundo y tercero son igual á cero, la cosa se simpli- 
tica muy mucho; el inconveniente mayor,.y que hace recha- 
zar las anteriores deducciones, estriba en que es necesario 
conocer los primeros términos de las series de diferencias, 
que, si bien son números sencillos, con relación á los que 
buscamos, no dejan de tener su complicación. Si separamos 
las series formadas por los números pares é impares, ten- 
dremos las series de diferencias siguientes: n impar y n par 


A —_——_ A Eq 


1 n = impar — DAR 
O impar n = pat 
3 2 2 2 1] 
9 6 4 | 2 5 3 21 
35 26 20 16 14 18 13 10 S 
159 124 98 78 62 48 75 57 44 34 | 26 
su2 643 519 | 421 343 281 | 233 SUN) 280 223 179 ¡ 145 119 
A A? AS NE A5 AS Al A? A3 AS A5 


me Crd 


IA 


HALA RRA 


— 19 — 


en donde se deducirá un término de cualquier serie, por aná- 
logos razonamientos á los anteriores, mediante la fórmula 
general ya dicha: 


U,= e OSEA DA A 
Ñ T=0 ¡DA 0) 


PO ES 
teniendo en cuenta que los valores de n corresponden al 
número de orden que ocupe en su cuadro respectivo y no á 
su valor absoluto. Estas fórmulas resultan mucho más sen 
cillas que las de Delaunay, y creo pueden sustituirlas con 
ventaja. Es de sentir que no poseyera más datos acerca 
del número total de isómeros para valores de n superiores 
á 13, pues hubiera calculado series de diferencias mayores, 
y las fórmulas deducidas hubieran tenido un gran carácter 
de generalidad. Aún podemos aplicar la fórmula de Lagran- 
ge que sirve para determinar una función entera de grado mm 
cuyos valores se satistagan por los correlativos de las va- 
riables en la expresión general n = f (2), y utilizar aún me- 
jor la fórmula particular de Newton aplicable sólo cuando 
los valores de la variable crecen en progresión aritmética; si 
en la expresión n= f (a) suponemos que rn representa nú- 
mero de isomeros y número de átomos de carbono, nos 
pondremos en dich> caso y tendremos: 


DATA a 
n=n, + a iia 
1 


en la que «es el valor de la variable, ó sea para nuestro 
caso = 1; n es el primer valor de la función, ó sea = 1; A 
es la razón de la progresión aritmética que forma los valo- 
res de a, y que también es =1; An, A?n, son los primeros 
términos de las series de diferencias cuyo cuadro ya dimos 


(página 5); sustituyendo y reduciendo términos, tendremos: 


ds 0 
n=1+(4=D=<0+(—1)6= 2 + 


uo 
PE == q =— A 

+= DEE 
A jr My 
(DA 2) o (a m) 
TIA 


y dando un valor á « tendremos, con el desarrollo de la an- 
terior expresión, el correspondiente de n, ó sea el del nú- 
mero de isómeros que buscamos. Esta fórmula no es sus- 
ceptible de mayor simplificación, porque las diferencias (ya 
conocidas y determinadas en el cuadro primero) no dismi- 
nuyen conforme aumenta /m en orden, ni son, por lo tanto, 
despreciables. 

Del estudio detenido de todas estas tentativas deduzco 
que la determinación de una fórmula que liga el número de 
isómeros con el de átomos de carbono es posible, lo cual tie- 
ne fatalmente que suceder, puesto que ha de atender á la ex- 
presión general n= f (a), en que el número de isómeros es 
la función y el de átomos de carbono la variable. 


11. —Clasificación de los hidrocarburos para el cálculo metódico 
de sus isómeros. 


Para el químico no tiene tanto interés la determinación del 
número total de isómeros como la deducción metódica de 
éstos y la investigación de los que pueda existir de cada cla- 
se. Según lo que ya dijimos, y considerando como grupos 
funcionales todos los eslabones de una molécula carbonada 
de forma (CH, CH, 6 CH), interesa mucho saber qué nú- 
mero de isómeros podrán obtenerse con n átomos de carbo- 
no, de modo que existan 2,3 ..... 1 de estos grupos funciona- 
les en cada isómero. Para ello podemos dividir los hidro- 
carburos del modo siguiente: 


pS 


1.2 Hidrocarburos de cadena normal rectilínea. 

2.2 Hidrocarburos de cadena con ramificaciones de pri- 
mer orden, es decir, con cadenas laterales engarzadas á la 
normal, pero cuyas cadenas laterales no son ramificadas. 

3.2 Hidrocarburos con ramificaciones de segundo orden, 
es decir, con cadenas laterales que á su vez están ramifica- 
das, siendo estas ramificaciones sencillas. 

p... Hidrocarburos con ramificaciones de p-*simo orden, 
es decir, con cadenas laterales ramificadas, y cuyas ramifi- 
caciones lo están á su vez en otras, y éstas en otras, hasta 
resultar de orden p. 


1. Hidrocarburos de orden normal (+). 


Todos los hidrocarburos de este grupo tienen dos átomos 
de carbono primarios, n — 2 átomos de carbono secundarios 
y ninguno terciario ni cuaternario. No habrá nunca mas que 
un cuerpo de este grupo para cada valor de 72. 


22 Hidrocarburos de cadenas con ramificaciones 
de primer orden. 


Podemos dividirlos en dos grupos: 1. Caracterizado por- 
que todas las cadenas laterales son grupos CA Caraca 
terizado porque todas las cadenas laterales son grupos más 
complejos que CH.. 


Primer subgrupo. 


Atendiendo al número y posición de cadenas laterales, 
podrán distinguirse las secciones siguientes: 
1% Derivados de la cadena normal mediante una bifur- 


(*) Convenimos siempre en representar por n el número total de 
átomos de carbono que tenga un hidrocarburo, y por Y el número de 
isómeros. 
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cación (monosustituidos). Todos los hidrocarburos de esta 
sección tendrán tres carbonos primarios, un terciario y n — 3 
secundarios. 

2. Derivados de la cadena normal mediante dos trifur- 
caciones (bisustituídos en el mismo átomo de carbono). Tie- 
nen cuatro átomos de carbono primarios, dos terciarios y 
n — 6 secundarios. 

3.? Derivados de la cadena normal mediante una bitur- 
cación (bisustituidos en el mismo átomo de carbono). Tienen 
cuatro átomos de carbono primarios, uno cuaternario yn — 3 
secundarios. 

4.* Derivados de la cadena normal mediante tres bifut- 
caciones (trisustituídos en distinto átomo de carbono). To- 
dos los de esta sección tienen cinco átomos de carbono pri- 
marios, tres terciarios y 1 — 8 secundarios. 

5.2 Derivados de la cadena normal mediante una trifur- 
cación y una bifurcación (trisustituidos, dos en el mismo 
átomo de carbono y otro en distinto). Tienen cinco átomos 
de carbono primarios, un cuaternario, un terciario y n — 7 
secundarios. 

6.* Derivados de la cadena normal mediante cuatro 
bifurcaciones (tetrasustituidos en distinto carbono). Tienen 
cada uno seis átomos de carbono primarios, cuatro terciarios 
y n— 10 secundarios. 

7.% Derivados de la cadena normal mediante una trifur- 
cación y dos bifurcaciones (tetrasustituidos, dos en el mis- 
mo carbono y otros dos en distinto). Tienen seis carbonos 
primarios, un cuaternario, dos terciarios y n — 9 secun- 
darios. 

8. Derivados de la cadena normal mediante dos trifur- 
caciones (tetrasustituidos dos á dos en el mismo carbono). 
Tienen seis carbonos primarios, dos cuaternarios, ningún 
terciario y n — 8 secundarios. 

9.* Derivando de la cadena normal mediante cinco bifur- 
caciones (pentasustituídos en distinto átomo de carbono). 
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Tienen siete carbonos primarios, cinco terciarios y n — 12 
secundarios. 

10. Derivando de la cadena normal mediante una trifur- 
cación y tres bifurcaciones (pentasustituídos dos en el mis- 
mo carbono y los demás en distintos. Tienen siete carbonos 
primarios, un cuaternario, tres terciarios y n — 11 secun- 
darios. 

11. Derivando de la cadena normal mediante dos trifur- 
caciones y una bifurcación (pentasubstituídos dos á dos en 
el mismo carbono y la quinta en distinto). Tienen siete car- 
bonos primarios, dos cuaternarios, uno terciario y n - 10 
secundarios. 


De cadena derivando de la normal mediante /m bifurca- 
ciones (m << n) (m sustituidos en distinto carbono). Tienen 
cada uno m -+ 2 átomos de carbono primarios, m terciarios 
y n—2(m + 1) secundarios. 

De cadena derivando de la normal mediante una trifurca- 
ción y m — 2 bifurcaciones (m sustituidos, dos en el mismo 
carbono y los demás en distinto). Tienen m + 2 carbonos 
primarios, un cuaternario, m — 2 terciarios yn — (2m + 1) 
secundarios. 

De cadena derivando de la normal con dos trifurcaciones 
y m— A bifurcaciones (m sustituidos dos á dos en el mis- 
mo carbono y m - 4 restantes en distinto). Tienen m + 2 
carbonos primarios, dos cuaternarios, m— 4 terciarios y 
n - 2 m secundarios. 


De cadena derivando de la normal mediante p trifurcacio- 
nes y m —2p bifurcaciones (11 sustituidos con p pares de 
cadenas laterales dos á dos en los mismos átomos de car- 
bono y los m— 2p restantes en distinto). Tienen m + 2 
átomos de carbono primarios, p átomos cuaternarios, m—2p 
terciarios y n — (2 m— p + 2) secundarios. 


SAN 


Segundo subgrupo. 


Caracterizado porque las cadenas laterales, siendo senci- 
llas, son grupos homólogos superiores del CH. 

Podrán distinguirse en este segundo subgrupo los mismos 
casos que en el primero; pero atendiendo á las considera- 
ciones siguientes: 

1.2 Que si hay una sola cadena lateral, su longitud de- 
penderá de la posición que en la cadena normal ocupe el 
átomo de carbono en el cual se engarce aquélla. 

Numerando los n' átomos de carbono de la cadena nor- 
mal de izquierda á derecha, y llamando / los que tenga la 
cadena lateral, resultará que si ésta se engarza en el carbono 
número 2, 1 tendrá que ser menor que 2; si se engarza en el 
carbono núm. 3, h será menor que 3, y así sucesivamente, 
hasta el carbono a (sin es par) ó A + (si 1 es impar), 


: Si . M—1 
en que h será menor que iS (si 1 es par) Ó 


(si n' es 


impar), y satisfaciendo, además, los números A y n' á la re- 
lación h+— 1 =n. 

Esto tiene por fundamento el que debe considerarse, para 
la simplicidad de los cálculos, como cadena normal la de 
mayor longitud, y si 1 superara los limites que acabamos de 
establecer, se consideraría como cadena normal la formada 
por la lateral, más el trozo de la primitivamente normal, 
contando desde el punto de entronque hasta el carbono más 
distante de él. Así, por ejemplo, el carburo 


CH. 0H. 2 CH OA aa A 
CH, 
CH, 
ch, 


deberá escribirse de este otro modo: 


Pera: JU 


O A CE OA CA CAES CA OH, 


De lo cual se deduce que la máxima longitud de la cade- 
na lateral vendrá dada por las fórmulas: 


¡== 1 
2 


* 
IN 


TL q 
a y h+1 =n, 


y sustituyendo en las primeras el valor de n', despejado en 
la segunda, tendremos: 


n=": O 


h O << 
E 2 


p) 


o 


y transponiendo términos y quitando denominadores: 


AMEN O AE ES MN 
SUENOS US 


y despejando: 


N 
a fue 
3 3 


en que h habrá de satisfacer siempre la condición de ser un 
M= 


¿ E 1 
número entero, aunque los cocientes = Ó puedan no 


serlo. 

2. Que si existen dos cadenas laterales de longitu- 
des h y Í1, tendremos, por una serie de consideraciones aná- 
logas, las siguientes expresiones como límites máximos de 
sus longitudes: 


hi << o y, además, h + h'<n'—1, sin es par, 6 A + 


| 
— 


! 


Un 2 sin ES IMpabk 1 


3." Que si hay tres cadenas laterales, A, h' y A”, tendre- 
mos, análogamente: 


NEON de , 
e +n=mn 


Y 


A 


a 

2 

pee aa 
2 


4.*% Que á lo sumo podrá haber n — 3 cadenas laterales, 


, 


Lis . : n 
cuya máxima longitud será menor que ——. 


3."—Hidrocarburos con ramificaciones de segundo orden. 


En estos carburos podrán presentarse los casos sSi- 
guientes: 


A) Una sola cadena lateral. 
1.2 Una sola cadena lateral bifurcada. 


2.7 Dos cadenas laterales bifurcadas. 


: a Cadenas laterales bifurcadas. 


En todos estos casos, y según lo establecido, el número a' 
de átomos de carbono de cada cadena atenderá á la expre- 


.” , . r . r . Y == 
sión A —1 on como límite máximo, 64” = 1 < -—— 
; ; n+42.,, n— 1 

y a 1 = ri de donde a <a <= 


2 


ESSE NN 


B) 1.7 Una sola cadena lateral dos veces bifurcada ó una 
vez trifurcada. 
2.7 Dos cadenas laterales dos veces bifurcadas. 


" b Cadenas laterales dos veces bifurcadas. 
El número b' de átomos ¿le carbono de cada una atenderá 
z dle DO ds nM —1 , 
á la relación b—-2 < o —nM=m; 


de donde bh ca 60D AZ según sea 1” par ó impar. 
y 
C) 1.2 Una sola cadena lateral tres veces bifurcada (0 
una triturcada y una bifurcada). 


2.2 Dos cadenas laterales tres veces bifurcadas. 


> C Cadenas laterales tres veces bifurcadas. 
El número c' de átomos de carbono de cada una atenderá 
A sE Ie O | A 
á la relación c—3< a aL = 


te dende e] o a 
3 
Z) 1. Una cadena lateral con z bifurcaciones (Ó una 
trifurcación y z — 1 bifurcaciones, Ó 2 trifurcaciones y 2 — 2 
bifurcaciones, etc.). 
2.” Dos cadenas laterales con z bifurcaciones. 


: z Cadenas laterales con z bifurcaciones. 
El número z' de átomos de carbono de cada una atende- 


A AS AS n—1 : A 

rá á la ol E +m 
y e a OS DADAS 

= n; de donde 22 X< —————06 zZ <Ú o 


Si el carburo, además de tener cadenas laterales ramifica- 
das, las tiene normales, serán aplicables á las primeras el ra=- 
zonamiento y fórmulas anteriores, y á las normales los idén- 
ticos del grupo segundo. 


ZO Ola 


P.—Hidrocarburos con ramificaciones de primer orden. 


Podrán aplicarse los mismos razonamientos de los grupos 
anteriores, partiendo de ¡a cadena lateral total, para ir á sus 
primeras ramificaciones, después á las segundas, y, por últi- 
mo, á las p ésimas. ' 

Y serán aplicables las mismas fórmulas anteriores para 
cada caso parcial de la cadena lateral. 


IN.- Cálculo metódico del número de isómeros en los carburos 
de hidrógeno. 


Para este cálculo metódico no es necesario mas que de. 
terminar el número de isómeros correspondientes á cada 
grupo de los establecidos anteriormente y ver de deducir por 
inducción la fórmula general que pueda conducirnos á la re- 
solución del problema en todos sus casos. Seguiremos, pues, 
el mismo orden preestablecido. 


Grupo 1. — Hidrocarburos de cadena normal rectilínea. 


Ya hemos indicado que sólo podrá existir un solo carburo 
de este grupo para cada valor particular de n. No es nece- 
sario demostrarlo con sólo considerar que la cadena sin ra- 
mificaciones ha de ser siempre única, y solamente variable 
por los valores sucesivos de 7. 


Grupo 2.—Hidrocarburo con ramificaciones del primer 
orden en sus cadenas. 


Primer subgrupo. Todas las cadenas laterales son gru- 
pos CH. 

Deduzcamos experimentalmente el número de isómeros, 
y para efectuarlo con método numeremos los átomos de 
carbono, de izquierda á derecha, hasta la mitad de dicha ca- 


A CO ELLA 


dena, y continuemos la numeración de modo análogo, pero 
en sentido inverso, hasta su terminación; hecho esto, ha- 
gamos emigrar primero un grupo CH,, y después varios, y 
veamos las posiciones distintas que pueden ocupar, según 
el número de orden del átomo de carbono de la cadena 
normal en el cual se engarce. Hagamos notar que los car- 
bonos extremos de la cadena normal no los consideraremos 
como puntos de engarce, porque originarían carburos tam- 
bién de cadena normal ó de menor número de bifurcaciones 
que los considerados, y cuyo cálculo estaría comprendido 
en grupos ó secciones anteriores. De aquí deducimos que 
serán necesarios, por lo menos, tres átomos de carbono en la 
cadena normal para que de ella puedan derivar isómeros. 

Dividiendo este grupo en secciones tendremos: 

Primera sección. Derivados de la cadena normal con una 
bifurcación.—Es necesario que la cadena normal tenga, por 
lo menos, tres átomos de carbono, ó lo que es lo mismo, que 
n valga cuatro como valor mínimo; si así sucede, solamente 
podrá presentarse un hidrocarburo con esta constitución: 


CH. GH CH 
| 
CH. 


Si la cadena normal tiene cuatro átomos de carbono, ó sea 
que n = 5, tampoco habrá mas que un solo carburo: 


CH CH CH CH 


| 
Ci, 


porque la posición 2 es simétrica de la 2”. Si tiene seis 
átomos de carbono la normal, ó sea n = 6, tendremos dos 
isómeros: 


CAMS CHECA. CH. LE CH 


| 
CH, 


es 


7 


CH EH EA a 


| 
CH, 


Si son seis carbonos en la normal, ó sea n — 7, resultará 
lo mismo, es decir, dos isómeros: 


CH CA OA A 


| 
EL 


CH. CHA Ca A 


CH,. 


Si la normal tiene siete carbonos, Ó sea si 1 = 8, se pre- 
sentarán tres isómeros: 


CH, ay CH O CH, EN CH A CH, O CH, 7 CHa; 
| 
CH. 
CH, CH == CH CA Cc 
| 


CH, 


CH, 


CUCA A O A 
lila 


Lo mismo sucederá si n=9: 


A, Se A A lla OL Ol 
CH; 


EE NO [A 


A CACA CH. + CH CHy EH, 


| 
CH, 


y) 


es loja ) ( o) y EMO E 
| 
CH, 


Vemos, por lo tanto, que el número de isómeros de esta 
sección lo da el número de carbonos de la cadena normal 
que pueden ser puntos de engarce, ó sea la mitad menos 
uno (si n es par) ó la mitad de n -— 1 menos uno (si n es 
impar). Podrá, por lo tanto, representarse el número A de 


. o” . 7 Y n A 3 . 
isómeros de esta sección por las fórmulas A = - SU 


4 n ; 
es impar, y A = , SI 1 es par. 


Demostremos la generalidad de esta fórmula por el mé- 
todo de inducción de Bernoulli den—1ámn, y para ello 
supongamos que sea cierta para un valor n, de 1, y veamos 
“silo es para n, +1; si á cada uno de los no Ó AA 
isómeros les añadimos en su cadena normal un grupo CH., 
se habrá aumentado un átomo de carbono, punto de engarce 
de cadenas laterales, y, por lo tanto, se habrá aumentado 
un isómero, sin era impar (porque la cadena normal que 
tenía n% par de carbonos tiene ahora n! impar, y el paso de 
par á impar en ella es lo que hace aumentar los isómeros), 
y habrá persistido el número de isómeros anteriores, Si 12; 
era par, en cuyo caso las fórmulas anteriores quedan redu- 
cidas á las siguientes: 


m3 q Ue ON (n, + 1) 2 


2 2 2 


TE 
si 1, es impar, y, por lo tanto, n, +1 es par, y 


A o e 
2 2 2) 


si n, es par, y, por lo tanto, n, + 1 es impar, que era lo 
que debíamos demostrar. 

Segunda sección. Derivados de la cadena normal median - 
te dos bifurcaciones. — Para que éstas existan son necesa- 
rios, por lo menos, dos átomos de carbono secundarios, Ó 
sea cuatro átomos de carbono en la cadena normal, ó lo que 
es lo mismo, que / = 6, en cuyo caso no habrá mas que un 
carburo: 


CHA a Al 


Si n vale siete, la cadena normal tendrá cinco carbonos y 
las laterales sólo podrán ocupar dos posiciones, y se engen- 
drarán dos isómeros: 

1 2 3 o 1 
| | : 


CH. CHICA CA eaS 
| 


¿ | 
CIL (E 2 a 


Si n vale ocho, la cadena normal tendrá seis carbonos y 
habrá cuatro isómeros: 


CH, ¿CH 50H GH. Gh A 
| | 
CH CHA 


sue O A 


ento nd ca Emén O n, 
CH, OH, 2-2 
a E a 
qa) CH, CH, 
e 


| | 
CH 2-2 GH: 
Obsérvese, antes de seguir adelante, que si hacemos con 
los números 2, 3, 3” y 2” todas las combinaciones binarias 
posibles, tendremos: 


2—3 33 3—2 
DS SO 
2-2 


y tachando las simétricas (porque 2— 3 lo es de 3” — 2”), 
tendremos el número de isómeros de esta sección. 

Si n vale nueve, la cadena normal tendrá siete carbonos y 
habrá seis isómeros: 


CA CACA. CH. CH, CH, CH, 
| 


| 
EIC. as 


CACHO. CH CH CH CH, 
| | 


ca. CA CH CH, 
| | 
a GH oe 


A O O. CH CA 


| 
CH, o CH, 


OA 


CH, 0H ECH 0H 2 CH EACH, 


CH, Cial 3—4 


CH2CA— OH CHA OEA. 


| | 
cur CH, 


y haciendo las combinaciones binarias posibles con los nú- 


meros 2, 3, 4, 3”, 2, tendremos: 


23 34 + 43 + 32 


24 33 - 4--2 
O ES A 
2-2 


33 


y tachando los simétricos, tendremos los isómeros ante- 
dichos. Continuando de modo análogo, se llegaá la tabla de 


valores siguientes: 


I n 


A y desdoblándola en dos con relación 


6 á que 1 sea par ó impar: 
9 

112 

16, en las que 1 


ll OLO —= (0 ==] 


251 I = número de isómeros, 
30NY B = valor de las combinaciones bi- | 
narias formadas con (1 — 4) cosas. ' 


r r / 
20/ 1 = número de átomos de carbono, | 1 


en las que se ve el modo fácil de obtener el número de isó- 
meros con relación al número de combinaciones binarias 
que pueden formarse con n —4 átomos de carbono. Si n es 


impar, tendremos que 


AGA Y orando 


e MI O)E Al. o 


l 
2 2 
A ce MN 
2 2 4 


y si n es par, observaremos que el número de isómeros se 
diferencia del de combinaciones binarias precisamente en el 
número de isómeros que corresponden al número impar in 
mediato inferior al valor de n considerado. Tendremos: 


a =1) da 


2) y A 
Mo ¡Ue a = 9) (1 0 Oe o (1-5) =(1 = 6)= 
a de A (e 


4 4 


de cuyas fórmulas podría demostrarse su gensralidad por el 
método de inducción de Bernoulli de 1 á 7. 


(Continuará.) 
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V. — Espacios radicales. 


Por EMILIO ROMÁN Y RETUERTO. 


Mediante fáciles consideraciones puede ampliarse el con- 
cepto de eje radical de dos circunferencias situadas en un 
plano y, como consecuencia, el de centro radical de tres. 
Nos ha parecido preferible, por abreviar, considerar desde 
luego las superficies esféricas, para ampliar los conceptos 
de plano, eje y centro radical. 

En el espacio lineal de n dimensiones E, podemos deli 
nir espacios esféricos de n — 1 dimensiones, los cuales per- 
miten obtener espacios lineales radicales de diversas dimen- 
siones y especies; entre los cuales pueden considerarse in- 
cluidos los planos, ejes y centros radicales, como espacios 
lineales de dos, una y cero dimensiones respectivamente. 

Estudiaremos, pues: 

A) Planos, ejes y centros radicales de especie superior. 

B) Espacios radicales en general. 

Hemos expuesto con independencia la primera parte, pro- 
curando hacer resaltar su carácter elemental, porque cree- 
mos que su estudio debe incluirse en nuestros cursos de 
Geometría. Así como se obtienen los centros, ejes y planos 
de homotecia de cuatro esferas, pueden también deducirse 
los planos, ejes y centros radicales de distintas especies de 
las mismas; y, por su medio, determinar fácilmente redes y 
haces de superficies esféricas ó bien un número limitado de 
dichas superficies. 


= 7 == 


A. —PLANOS, EJES Y CENTROS RADICALES 
DE ESPECIE SUPERIOR 


Gran número de cuestiones referentes á figuras relacio- 


líneas 


nadas con ds rmi S 
ra de segundo orden, permiten cono 


cer otras propiedades, sin más que relacionar las figuras con 


líneas | E OE 
ee Oo (0) 107 r sE 
das de segundo orden imaginarias y después sus 
re líneas $ NA a 
tituir estas | sa El , ze 
superficies ¡MASIMarias por sus confugadas (*) 


respecto de sus centros. Estas nuevas propiedades, que ya 


- líneas 
se refieren ál uc reales, pueden . 
=moo MSS , pueden exponerse elemen 


talmente. 

Un ejemplo característico de este procedimiento lo halla- 
mos en la transformación por radios vectores recíprocos. El 
suponer negativa la potencia de inversión equivale á referir 


circunferencia 
superficie esférica 


sustituye la directriz por su conjugada respecto del centro 
(que es lo que se hace, aunque no se diga), quedan referi- 


las figuras á una] ¡ imaginaria; pero si se 


a . A circunferencia | a 
das las fisuras inversas á una 2 -.. real, siendo 
5 superficie esférica/*” 


ce circunferencias 
analagmáticas todas las E Eo | ue la cortan 
5 S superficies esféricas q 
diametralmente; como en el caso de potencia positiva, 
ircunferencias 
lo eran todas las [e o a ue cortaban orto- 
superficies esféricas q 
gonalmente á la directriz, formando en uno y otro caso 


(*) Las definiciones de curvas y superficies de segundo orden 


conjugadas, pueden verse en las por tantos conceptos notables 
Obras: 


Torroja. - «Geometria de la Posición y sus aplicaciones á la Geo- 
metría de la Medida», pág. 593. 
Vesgas.—«Geometría Analítica» T. l, pág. 646 y T. !l, pág. 592. 


Rev. Acap. Dr Cirncias.—XIl.— Julio, Agosto y Septiembre, 1913. 7 


TES 


¡una red de circunterencias Ba ode ee 
jun complejo de superficies esféricas)" S o z 


que, de este modo, pueden exponerse las propiedades de la 
inversión cuando la potencia es negativa, en la misma for- 
ma elemental que se emplea cuando la potencia es positiva. 

En lo que sigue nos proponemos ampliar el concepto de 
plano radical de dos superficies esféricas, de eje radical de 
tres y de centro radical de cuatro. Lo cual no sabemos que 
se haya hecho y es solo un ejemplo*sencillo de lo que lle- 
vamos dicho. 


Es cosa sabida que dos superficies esféricas, no concén- 
tricas, determinan la posición de un plano que: primero, 
pasa por sus puntos comunes, siendo perpendicular á la rec- 
ta de los centros; segundo, pasa por los puntos medios de 
las tangentes comunes; tercero, es el lugar geométrico de 
los puntos de igual potencia respecto de ambas superficies; 
cuarto, lugar de los puntos cuyas diferencias de cuadrados 
de distancias á los centros es constante; quinto, lugar de los 
puntos desde los cuales se pueden trazar tangentes de igual 
longitud, y sexto, lugar de los centros de las esteras que 
cortan á las propuestas ortogonalmente. Le llamaremos pla- 
no radical de primera especie ó simplemente plano radical, 
- como es costumbre. 

Para simplificar los razonamientos nos valdremos del 
análisis algébrico, empleando coordenadas cartesianas rec- 
tangulares. Sean (a, b, c) las coordenadas del centro de una 
estera, R el radio y D la distancia variable de un pun- 
to (Xx, y, z) al centro; se tendrá 


D?= (x — 0 + (y — 0) + (2 0) 


y la superficie esférica tendrá por ecuación S =0, siendo 
S =D? — R?. La superficie esférica imaginaria, cuyo radio 


FOO es 


tenga por módulo R, queda determinada por la ecuación 
'“=0, siendo S” = S + 2R? = D? + R?. 
Consideremos dos superficies esféricas, no concéntricas, 
de ecuaciones S, = 0, S, = 0 y sus conjugadas 


S4=0, 0% == 0. 


4 Sa = Do 
Las ecuaciones s' aga ¡representan cada una un pla- 
E E 


no perpendicular á la recta que une los centros, lugar de 
los puntos cuya diferencia de los cuadrados de sus distan- 
Di — D3 — Ri —R5 
D¿— Di =Ri— Ro 

El plano de ecuación S, = $, es el plano radical de pri- 
mera especie. 

El plano de ecuación S, = S, es el plano radical de pri- 
mera especie. 

El plano de ecuación S,= S/,, ó sea Di+Ri=D3 +R 
goza de la propiedad de que cada uno de sus puntos dista 
igualmente de los puntos de las superficies esféricas situa- 
dos en los respectivos planos diametrales perpendiculares á 
las rectas que unen el punto con los centros, es decir, que 
es centro de una superficie esférica que corta á las dos pro- 
puestas según circunferencias máximas, diremos que las cor- 
ta diametralmente. Es evidente que los puntos de este plano 
son los únicos que gozan de dicha propiedad. 

Definición. — Al plano lugar geométrico de los centros 
de las esferas que cortan diametralmente á dos dadas le lla- 
maremos plano radical de segunda especie. 

: SO 

Las ecuaciones MS Sl 
no perpendicular á la recta de los centros, lugar de los pun- 
tos cuya diferencia de los cuadrados de sus distancias á los 
D¡—D3= Ri + Ri 
D¿—Di=Ri+ RS 


cias á los centros es constante] 


| representan cada una un pla- 


mismos centros es constante | 


-- 100 — 


El plano (9 da So goza de la propiedad de que sus 
LS» 


puntos son centros de esferas que cortan ortogonalmente á 


primera : . segunda 
la ea y diametralmente á la oa ] de las dos 


superficies dadas. 

Definición. — Planos radicales de tercera especie, de dos 
superficies esféricas, son dos planos que contienen los ceí- 
tros de las esferas que cortan ortogonalmente á una y dia-. 
metralmente á la otra. 

Vemos, pues, que dos esferas S, = O, S,= O, definen 
cuatro planos radicales: uno de primera especie, uno de se- 
gunda especie y dos de tercera especie: los cuatro perpen- 
diculares á la recta de los centros, simétricos el primero del 
segundo y los terceros entre sí, respecto del punto medio 
de la distancia entre los centros. 

Todo lo cual puede exponerse elementalmente, para lo 
cual basta partir de la propiedad de que el lugar geométri- 
co de los puntos cuya diferencia de cuadrados de sus dis- 
tancias á otros dos es constante, es un plano perpendicular 
á la recta que une los dos puntos (*). 

Claro que la propiedad planimétrica correspondiente per- 
mite deducir con gran facilidad el eje radical de primera es- 
pecie, el de segunda especie y los dos de tercera especie de 
dos circunterencias coplanarias, que es por donde debe co- 
menzarse. 


¡q 
Vamos á considerar tres superficies esféricas 
1 =.0, 09 =:0) 03 = O, 


cuyos centros no estén en línea recta, con sus conjugadas 
S',=0,8'%, = 0,S',= 00, y á determinar los planos ra- 


(*) Véase, por ejemplo, Torroja, obra citada, pág. 454. 
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dicales de los sistemas formados por cada dos de ellas. 

. Sy = So Sa =,0%) ISS = Ol 14 

Las ecuaciones a ss Se in $.) e 
tres planos radicales de primera especie 

tres planos radicales de segunda al 

de las tres esferas tomadas dos á dos, planos qne pasan por 


la recta de ecuaciones Us, aia E a la cual es per- 


presentan los | 


pendicular al plano de los centros y lugar geométrico de los 


ortogonal 


diametral | mente á las 


centros de las esferas que cortan 
tres propuestas. 
Defimciones. — El lugar geométrico de los centros de las 


ortogonal 
diametral 


una recta perpendicular al plano de los centros que llama- 
; : primera 
Y 
emos eje radical de cdo 
, =D =D 4 =0 
Las ecuaciones US SS 2 1) repre- 
S=S, S =Sp SS ¿=8, Í "P 
senten los seis planos radicales de tercera especie de las 
tres esferas tomadas dos á dos, todos los cuales son perpen- 
diculares al plano de los centros. 
Cada dos planos radicales de tercera especie concurren 


primera 
segunda 


esferas que cortan | | mente á otras tres dadas es 


especie. 


en una recta con uno de | especie, lo cual da en 


total seis rectas que tienen por ecuaciones | SS 


SN ao =. Se a e cuyas rectas son per- 
De DA 1> Capra 


pendiculares al plano de los cenos y constituyen el lu- 
gar geométrico de los centros de las esferas que cortan 
| ortogonal ¡dia- 

diametral  orto- 


metral 
sonal 


Definiciones. — 1. Ejes radicales de tercera especie de tres 
superficies esféricas son tres rectas que contienen los cen- 


| mente á dos de las tres esferas dadas y 


y mente á la tercera. 
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tros de las esferas que cortan ortogonalmente á dos de las 
tres superficies dadas y diametralmente á la otra. — 2. Ejes 
radicales de cuarta especie son tres rectas que contienen los 
centros de las esferas que cortan diametralmente á dos de 
las tres superficies dadas y ortogonalmente á la otra. 

Según lo dicho, tres superficies esféricas definen ocho 
ejes radicales: uno de primera, uno de segunda, tres de ter- 
cera y tres de cuarta especie. 

Representemos por p y e los números de planos y de ejes - 
radicales de tres superficies esféricas; por p,, Pa y Pz los 
números de planos radicales de primera, segunda y tercera 
especie; por €,, €,, €z y €, los números de ejes de primera, 
segunda, tercera y cuarta especie; es evidente que 


A A E At ds Ps 


En cada plano radical hay Por cada eje radical pasan 
dos ejes radicales, | tres planos radicales, 
luego 2p = 3e. 

Los tres planos radicales que pasan por un eje son: de 


dd primera 


nda especie los que pasan por un eje de cestas 


E rimera 
especie; dos de tercer - | SD 
specie; dos de tercera especie y uno de cold spe 


cie los que pasan por un eje de od especie. 
En cada plano radical de En cada plano radical de 


primera especie hay un eje | segunda especie hay un eje 
de primera especie y uno de | de segunda especie y uno de : 
tercera; cuarta; 

luego, teniendo en cuenta lo anterior, se tendrá 


pi=3€, Pp =€z. | P2=3€,  P2= €. 
En cada plano radical de tercera especie hay un eje de 


tercera especie y uno de cuarta; luego le 3 Sn 
PA 4 
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Elementalmente pueden obtenerse los mismos resultados, 
como decíamos al tratar de dos esferas. 

Considerando la cuestión en el plano (véase la figura), se 
deducirán fácilmente los tres ejes radicales de primera es- 
pecie, los tres de segunda y los seis de tercera; así como 


también el centro radical de primera, el de segunda, los tres 
de tercera y los tres de cuarta especie de tres circunferen- 
cias coplanarias (*). 


MI 


Si nos fijamos ya en cuatro superficies esféricas 
$ = 0, = 0, => 0) 91: (0% 


cuyos centros no estén en un plano, con sus conjugadas 


(E) Así lo he practicado este curso en mi clase de Geometría Mé- 
trica, estando hecha la figura que acompaño por el Sr. López Váz- 
g p p 
quez, alumno del referido curso. 
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SA = O, Dis == O, E = O, SY = O, 


comenzaremos determinando los planos radicales de cada 
dos de ellas. 
. SA — Das Se = 3) 93 = O Sa == SA 
Las ecuaciones | ye ISS SÓN 
S = So . ñ representan los seis planos radicales 
1 NA 


de primera especie y los seis de segunda especie de cada 
dos de las superficies propuestas. 
Hi = 00,0 =D) y y = My Dr =0 
> 2 2 3 2 4) A 15 
Las ecuaciones lE SS SS San 


SS db e 5 So ON ES representan los doce planos radicales 
1 y 


1> 


de tercera especie de cada dos de las superficies conside- 
radas. 

Combinemos tres á tres las superficies esféricas para de- 
terminar sus ejes radicales. 


primera 


Cada tres planos radicales de a 


| especie concu- 


E y rimera 
rren en una recta es un eje radical de de ' e- 
en en un que je ra segunda esp 


cie. Hay cuatro ejes de primera especie y cuatro de segun- 


da, cuyas ecuaciones son iS da Sy E El Se 
¿=083029=03=0 145 
AS SS 


; y 3 Y respectivamente perpen- 
A 
diculares á las caras del tetraedro que tiene por vértices los 
centros de las cuatro superficies consideradas. 


Cada dos planos radicales de tercera especie concurren 


primera 
segunda 


Dr 


en una recta con uno de | especie, que es un eje 


radical de Ml especie. Hay doce de estas rectas deti- 


cuarta 
¡ ¡ SY = $, = Sy, S', = S3 =81 
nidas por las ecuaciones 9, AS 
=> 0 == = Do 


E | las perpendiculares á una cara del tetrae- 


== 
dro formado por los centros, por las ecuaciones ES EAS 


5) 
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= ME =:S, = Bl: 1=% == 0 
iS 193 o as Jo las correspon- 


: y Si=8S, =S, £=S, 
dientes á la segunda cara, por le SS asa 


a a EN Sn E Si a las de la tercera y por ls E al 
Zo a q mm. Z el a sz | las de la cuarta. 

Representemos por P el número de planos radicales de 
las cuatro esferas y por E el de ejes; por P,, P,, Pz los nú- 
meros de planos radicales de primera, segunda y tercera es- 
PEE APO EEES ESOS mumeros de ejes de primeras 
segunda, tercera y cuarta. Es evidente que 


P =P, + Pad Ps y E= Er + Es + E3 + En. 


En cada plano radical hay Por cada eje radical pasan 
cuatro ejes radicales; tres planos radicales; 
luego 4P = 3E. 

Los tres planos radicales que pasan por cada eje son: de 


o primera | 


al especie los que pasan por un eje de a 


primera 


1 
dl especie 


especie; dos de tercera especie y uno de l 
tercera 
cuarta 
En cada plano radical de | En cada plano radical de 
primera especie hay dos ejes | segunda especie hay dos ejes 
de primera especie y dos de | | de segunda especie y dos de 
tercera; cuarta; 
lo cual, relacionado con lo anterior, nos dice que 


los que pasan por un eje de | especie. 


DA NANA E A a a 


En cada plano radical de tercera especie hay dos ejes de 
tercera y dos de cuarta; luego le 3 . | E 


Pasemos á determinar los centros radicales. 
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primera 
segunda 
rren en un punto cuyas coordenadas vienen determinadas 


por las ecuaciones lo E E DE ZE AE ZO | y por el cual 
(=> 9 = / 


Los seis planos radicales de | | especie concu- 


primera 
segunda 


Definiciones. — Existe un punto que es centro de una es- 


¡ortogonal 
Il diametral 


pasan los cuatro ejes de | especie. 


fera que corta | mente á cuatro esferas dadas, al 


primera 


especie de di- 
a P 


cual llamaremos centro radical de | 


chas esferas. 
primera 


Dd y tres de tercera con- 
fo) 


Tres planos radicales de 


primera 


curren en un punto por el que pasan un eje de a 


a a z 

y tres de o . Pudiendo determinarse ocho de estos 

puntos, cuyas coordenadas están dadas por los ocho siste- 
¡ S, = 8) =83 =8'¿,S, = S3 =8Sy4 

mas de ecuaciones! y), a a LS Sl ES 

=D S3 e a =% = e 

= Dig =D == 01 == o 


Definiciones. — Dadas cuatro o hay cuatro puntos 


que son centros de esferas que cortan (ortogonal mente á 
diametral 


tres y (dametral! mente á la cuarta, á los cuales llamare- 
O 


tercera 
cuarta 

Un plano radical de primera especie, uno de segunda y 
cuatro de tercera concurren en un punto, por el cual pasan 
dos ejes de tercera especie y dos de cuarta. Se pueden ha- 
llar seis de estos puntos, viniendo dadas sus coordenadas 


AS : == Sa == 0 
por los seis sistemas de ecuaciones de $e Ds a co 
== 


mos centros radicales de ' especie de dichas esferas. 


2 4) 
$ SOS == SN 
INBA AS O II 3 040 = 95 
Definición. — Pueden hallarse seis puntos que son cen- 
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tros de esferas que cortan ortogonalmente á dos y diame- 
tralmente á las otras dos de cuatro esferas dadas, á los cua- 
les llamaremos centros radicales de quinta especie de dichas 
esferas. 

Sean C el número total de centros radicales y 


Ci Css Cs, Ca; ¡en 


los números de centros de primera, segunda, tercera, cuar- 
ta y quinta especie. Es claro que 


EU = la se Un += Ca ar Casar Css 


En cada plano radical hay Por cada centro radical 


cuatro centros radicales; pasan seis planos radicales; 
luego 4P =6C. 
Los seis planos radicales que pasan por cada centro ra- 


primera 


especie los que pasan por un cen- 
nd a id p 


dical son: de 


primera E e : 
tro de do especie; tres de E especie y tres 


tercera 
cuarta 


especie, y, finalmente, uno de primera, uno de segunda y 
cuatro de tercera especie, los que pasan por un centro de 
quinta especie. 

En cada plano radical de En cada plano radical de 
primera especie hay un cen- | segunda especie hay un cen- 
tro de primera, dos de terce- | tro de segunda, dos de cuar- 
ra y uno de quinta. ta y uno de quinta. 

Se tendrá, pues, 


de tercera especie, los que pasan por un centro de) 


01 ES; 2D == 3Coz JE =D oo A SE 
P, =-C;. 2. = Cs 


En cada plano radical de tercera especie hay un centro de 


o 


p=36) 


tercera, uno de cuarta y dos de quinta. Luego de Se 
7 4 


Le Cs 

En cada eje radical hay 
dos centros, 
es decir, que 2E = 4C. 


Por cada centro radical 


pasan cuatro ejes, 


Los cuatro ejes radicales que pasan por cada centro, son: 


a 
segunda 


primera |. primera 
| É uo de o 


segunda 


pasan por un centro de | 


tercera 
cuarta 


especie los que pasan por un centro de 


y tres de Mea los que 


cuarta 


le y, finalmente, dos de ter- 


cera y dos de cuarta los que pasan por un centro de quinta 


especie. 

En cada eje de primera es- 
pecie hay un centro de pri- 
meta y tuno de tercera: an 
O Eno 

En cada eje de tercera es- 
pecie hay un centro de ter- 
cera y uno de quinta: E; 
E 


En cada eje de segunda 
hay un centro de segunda y 
uno de cuartas e es 
= En 

En cada eje de cuarta es- 
pecie hay un centro de cuar- 
ta y uno de quinta: E, =3C, 
= 2 Cy 


B. — ESPACIOS RADICALES EN GENERAL. 


Del mismo modo que para pasar del plano al espacio es 
preciso admitir que fuera del plano existe un punto, si ad- 
mitimos la existencia de un punto fuera del espacio, pode- 
mos deducir lógicamente un ente de razón E, que se llama 
espacio de cuatro dimensiones. Admitiendo la existencia de 
un punto fuera de E, se obtiene igualmente un espacio li- 
neal E,, y así puede procederse hasta llegar á un espacio 
lineal de n dimensiones E. 
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La distancia D entre dos puntos en un espacio E, viene 
determinada por la igualdad (*) 


n daa 
¡DA = Os Sl a 0) (Xx —Yx) COS Y ¡> £ 


de suerte que un espacio esférico de n—1 dimensiones, de 
centro (y;,) y radio R, tendrá por ecuación S= O, siendo 
S= D? — R?, y su conjugado (el que tenga el mismo cen- 
tro y cuyo radio valga R Y —1), vendrá definido por la ecua- 
ción S'= O, en donde S' = D? + R?. 

Dos espacios esféricos S, = O, S, = O y sus conjuga- 
dos S”,= O, S', = O permiten determinar un espacio li- 
neal radical de primera especie S, = S,, uno de segunda es- 
pecie S', = S”, y dos de tercera especie S,= S”», Y 4 = O 
los cuatro son de n — 1 dimensiones y se obtienen combi- 
nando los espacios dados y sus conjugados entre sí y unos 
con otros. Si representamos por N el número de espacios 
radicales con un índice que indique la especie y un subíndi- 
ce igual al número de espacios esféricos que se combinan, 


se tendrá N5 =(5)= Nó, N5 = le al 


Tres espacios esféricos definen tres espacios radicales de 
primera especie, tres de segunda y seis de tercera, todos 


3 
ellos de n—1 dimensiones, de modo que N) = N; =(-3) 


2 
=. Pero como podemos com- 


(E) 


/ 


binar tres á tres los espacios dados y sus conjugados, resul- 
tarán los siguientes espacios radicales de 1 —2 dimensiones 


1 2 3 3 4 3 1 
m5) 0-0=(5) (5) 


Cuatro espacios esféricos dan lugar á los siguientes espa- 
cios radicales: 


(*) Schoute.—<Mehrdimensionale Geometrie», T. I, pág. 125. 


siones. 


Ma == ( 


a 
> 
[IIS 
Z, 
¡SS 
| 

TAS 

o] 

A 

TS 

A 
Q 
(99) 
a) 
| 
N 


dimensiones. 


4 3 4 1 5 
e a 


E 3) ( | OUS dmeclones. 


Cinco espacios esféricos determinan los siguientes espa- 
cios radicales: 


mensiones, E,-;- 


1 2 e) ; h 5 S) 
A 


n—2 dimensiones, E». 


1 2 5 3 4 5 2 5 
o 


—= (+) (5) de 13 dimensiones 03. 


02 
1 2 3 3 4 3 Un 5 
a 
5 5 Z : . 
= N. =|[ — || — | de n—4 dimensiones, E_4. 
: SN 
Consideremos r espacios esféricos. Para obtener sus espa- 
cios radicales de n — 1, n—2, ..... n —r +1 dimensiones 
habrá que combinarlos 2 á 2, 343, ..... rár y se obtendrán 


los de primera especie, combinando del mismo modo sus 
conjugados se obtendrán los de segunda especie, y para ob- 
tener los de tercera, cuarta, quinta, ..... (r + 1) especie habrá 


— 111 — 


que combinar del mismo modo ¡os de un grupo con los del 
otro. Procediendo así hallaremos 


E O O ORO O OS OO ORO ONO ROO ROO O PO NO OR NO RR A 


do a Ni=| ) ==) cs pp 
1 a ñ S=2 2 


== a al - a leal (O 


sespar No = la, El si s es impar N? = 
S S 


al 


O OO OOO oO OO OOO BO Eo o MAR OO PO RH A 


Ni == (3) (5) . NN E ) 
, j E NSZ á r—t 
( cds as pa = la a si r es im- 
SÉ r/2 r/2 
ll (rl 
TEO AE 


Fijándonos ya en n espacios estéricos, por el mismo pro- 
cedimiento anterior obtendríamos 


OOOO AO O MO MONO O SONORO ARO OOO O aa OOO O O OOOO OOOO NOOO 


o Dl = (+) A 
S s—1 
A 1 No IN de ] 
1 s—Í 
e 4 de sis es par N?= Loa ol 
t : ; 5/2 IO 
si s es impar N* =NU=| E ) al 
TO a 


ONO SOO ONOODRO ORO NO ROO NO OO MORO SO MO OO ONO O O OO 0 0 0 0 0107010 0 0.90 00.000.000 0050 


a E El dE sin—1 es 
1 n—3 Ze 


y 1/ 
par Ni = ( dE ] E es impar 


PRA) Na 1/2 
Nal= NN". = 5) 1/2 ) 
n/2) Xn—2/2 


1 2 n 3 4 n 1 
E 
= (es ld o aa o == al 
2 Na 2 á n+1/2 


Finalmente, consideremos n +1 espacios esféricos; se 
pueden obtener los siguientes espacios radicales: 


LORO OO OOO O OOOO O OOO OO OO O O OSO OOO ON 


Ss s—1 
(+2) N === ) a de 
| 1 A SNS =D) A 2 dE 
NA NA ol e o 
a 2 sti t ) 
par NTF! = a ol sis es impar 
z Sa s/2 
y n - 1 2n-—s+1/2 
et (1) pera) 
s+1/2 s—1/2 
A n +1 
o a a > E ls! 
3 5 Ú n +1 4 2t+1 
El UN IN UE es) ES) ps AE 
2 n +1 1+2 a 
A dec si n— 1 es par 
n=—im—1 Í 
Mo. o si n—l es impar INE 
n—=1/2 n—1/2, 


EN = -) sal 
e70 A 


EN =M= (2). 0 =M= (2) (5) 


n m1 1 
NOS 6 MINS EPA A el 
1 (5) voca NN” =N, dz, 
- “n= ZA ll : 
2) a si n es par NA = o) ¡=> ASIN 
É Ñ O a 1/2 
2 
es impar N” Ea a = ll [sapos ] : 
O 


Rev. ACAD. DE CIENCIAS. —-XIT.—Julio, Agosto y Septiembre, 1913.- 8 


n +1 n 

1 al 2 241 2EY2 
[a 4 a le A oo... INE = ME 
a o que sin + 1 es par Ni al 
mee R=p iZ 
n+1/2 S n+1 mp2 h n+1 
A SA ES MOE IN E IN ——_— 
anual o al 
a 
ano 


Dos palabras para terminar. Si consideramos la cuestión. 
como puramente algébrica, podemos obtener un gran núme- 
ro de relaciones no exentas de interés; así, si por ejemplo, 
nos fijamos en la igualdad (a), fácilmente obtendremos las 
siguientes relaciones entre números combinatorios: 


a A 
(jale e 
li 

ia! 


Mas con esto no se agota la materia, sino que pueden ob- 
tenerse numerosas relaciones entre números combinatorios, 
hallando los espacios radicales contenidos en uno dado y 
determinando las igualdades que enlazan á los números de 
dichos espacios, de distintas especies, en forma análoga á lo 
hecho con todo detalle en el caso particular que se estudió 
en la primera parte. Preferimos proponerlo como ejercicio á 
quienes estas propiedades puedan ofrecer algún interés. 

En lo que atañe al aspecto geométrico, pudieran estudiar- 
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se las propiedades de estos espacios radicales con relación 
á los esféricos que los originan, y después, por sucesivas 
proyecciones sobre espacios de dimensiones decrecientes, 
llegar á obtener las propiedades de la figura proyección so- 
bre el espacio propiamente dicho; propiedades que en este 
caso conocemos en parte, pero no por eso pierde su impor- 
tancia el procedimiento, como método general de investiga- 
ción en las figuras geométricas. Lo cual por sí solo sería mo- 
tivo suficiente para que se estudie entre nosotros la Geome- 
tría de n dimensiones, dándola fundamentos puramente geo- 
métricos, con fines también geométricos, y no reduciéndola 
á ser una servidora incondicional del Análisis algébrico, sin 
otra finalidad que facilitar la exposición de propiedades ex- 
clusivamente analíticas. 


Salamanca 8 de Junio de 1913. 
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VI.-—Estudio sobre los Triarilmetilos. 


POR ANTONIO GARCÍA BANÚS. 


PARTE TEÓRICA 


CAPITULO PRIMERO 


Generalidades acerca de el trifenilmetilo y sus 
derivados, 


EL PROBLEMA DEL EXAFENILETANO 


Se sabe que los cuatro átomos de hidrógeno del metano 
y los seis del etano pueden ser sustituidos por variados ra- 
dicales, produciéndose los derivados correspondientes. 

En el metano se pueden sustituir los cuatro hidrógenos, 
por ejemplo, por cloro, metilos, etilos, metoxilos, etc. Se co- 
nocen igualmente el derivado exametilado y el exaclorado 
del etano. 

Tales sustituciones, que son fáciles con los radicales ex- 
presados, no lo son tanto con otros, como el iodo ó el radi- 
cal NO.,. El tetraiodometano es difícil de preparar; el exaio 
detano no se conoce, ni tampoco el exanitretano. 

Los derivados arilados de estos dos hidrocarburos, me- 
tano y etano, y especialmente los derivados fenilados, po- 
seen propiedades especiales. 

Los tres primeros derivados del metano, fenilmetano (to- 
lueno), difenilmetano (benzhidrol) y trifenilmetano, se cono- 
cen desde hace mucho tiempo y son fáciles de preparar. El 
cuarto derivado, tetrafenilmetano, se ha encontrado hace 
poco, relativamente. Haciendo actuar el tetracloruro de car- 
bono y el benceno según la reacción de Friedel (1) no 


(1) Gomberg-Ber 33, 3147 (1900). 
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se obtiene el tetrafenilmetano, sino el trifenilclorometano 
(C¿H;)¿ CCl. Haciendo actuar sobre éste el ioduro de 
tenilmagnesio no se introduce el cuarto fenilo, sino que 
reacciona en el sentido anormal que se dirá más adelante. 
Lo mismo hace el trifeniliodometano; el trifenilbromometa- 
no da sólo un 5 por 100 de tetrafenilmetano (Gomberg). El 
tetrafenilmetano es un hidrocarburo muy estable que se 
puede preparar por un camino indirecto (1). 

Esta relativa resistencia que presenta el metano á la feni- 
lación al máximo es verdaderamente extraordinaria en el 
etano. 

El feniletano, los dos difeniletanos, trifeniletanos y tetra- 
feniletanos se conocen desde hace tiempo. La introducción 
de un quinto fenilo en la molécula del etano ya presenta 
grandes dificultades; el pentafeniletano lo obtuvieron Gom- 
berg y Cone (2) con el propósito de llegar al exafeniletano 
por sustitución del último hidrógeno alifático por un halóge- 
no y éste por un fenilo. Pero este último hidrógeno 
(C,¿H;);, C—CH (C¿H;), está ligado de tal manera, que no 
es posible la sustitución. Si se emplea un medio enérgico 
de cloruración, como el Cl,P, se destruye la molécula, for 
mándose difenilclorometano y trifenilclorometano (3); el pen- 
tafeniletano se descompone á su temperatura de fusión, y 
calentada tan sólo á 150” su disolución bencénica con clor- 
hídrico produce tetrafeniletano, tritenilmetano y trifenilclo- 
rometano (4); el bromo á la temperatura ordinaria escinde la 
molécula como el C1,P (5). 

Schmidlin y Wohl (6) consiguieron preparar el pentafenil- 
etanol haciendo reaccionar la benzopinacolina 


(1) Ber. 30, 2045. 

(2) Ber. 39, 1463-2958 (1906). 

(3) Cone y Robinson, Ber. 40, 2166 (1907). 
(4) Tschitschibabin, Ber. 38, 2447 (1905). 
(5) Albrecht, Tesis de Ziirich (1912). 

(6) Ber. 43, 1445 (1910). 


MS 
(Cs H;)¿ € — CO — Cs H; 


con el ¡oduro de fenilmagnesio; es digno de citarse que el 
bromuro de fenilmagnesio no reacciona con la f benzopina- 
colina (1). No se ha podido conseguir hasta ahora la susti- 
tución del hidróxilo del pentafeniletanol, ni por un halógeno, 
ni por un fenilo (2). 

La fenilación al máximo del etano es prácticamente impo- 
sible: conforme aumenta el número de fenilos disminuye la 
estabilidad del enlace etánico, llegando á ser escasísima en el 
pentafeniletano. 

Gomberg (3) intentó obtener el exatfeniletano haciendo 
reaccionar con un metal (cinc) el trifenilclorometano: obtuvo 
un hidrocarburo de propiedades excepcionales y al que le 
dió el nombre de trifenilmetilo. 


OBTENCIÓN Y PROPIEDADES DEL TRIFENILMETILO 


Preparación y modos de formación.—Se obtiene tratando 
una disolución bencénica de trifenilclorometano con un me- 
tal finamente dividido (4). 

El cinc, la plata, el cobre, el mercurio reaccionan en trío 
más Ó menos intensamente. : 

El cinc posee la desventaja de que el cloruro de cinc for- 
mado en la reacción produce con el trifenilclorometano un 
compuesto de adición que recubre al metal y le impide re- 
accionar. Además, suele contener hierro y otras impurezas 
que dan disoluciones coloreadas en amarillo, como las del 
trifenilmetilo, pero que no se decoloran al aire como las de 
este Cuerpo. 


(1) Gomberg, Ber. 39, 1461 (1906). 

(2) Tesis de Wohl (Ziirich, 1909, y Albrecht (Zúrich, 1912). 

3) Ber. 33, 3150 (1900). 

(4) Según Wohl (loc. cit., pág. 28) y Schlenck, Ann. 372, 2 (1909), 
el cobre reacciona en caliente; pero hemos encontrado que lo hace 
también en frío. 
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El sodio y el hierro pirofórico reaccionan en caliente (1). 

El trifenilmetilo se obtiene igualmente por la acción del 
trifenilclorometano sobre el cloruro de trifenilmetilmagne- 
sio (2) y se produce por la acción de varios órgano-halóge- 
no-magnésicos sobre el trifenilclorometano (3). 

El cloruro de trifenilmetilmagnesio reacciona de un modo 
anormal con el acetaldehido, acetona, cloruro de acetilo, 
dando trifenilmetilo (4). 

Con el éter etílico del ácido ftálico da diftalilo y tritenil- 
metilo (5), con el éter oxaliletílico, con el tetracloruro de 
carbono y con el exacloretano produce pequeñas cantida- 
des de trifenilmetilo. 

El trifenilclorometano da instantáneamente y en trío con 
el ioduro sódico, iodo y trifenilmetilo (6). 

Según Schlenck (7), el trifenilbrometano, por la acción de 
los rayos catódicos, se colorea en amarillo, y supone que es 
debido á una descomposición en bromo y trifenilmetilo di- 
suelto. 

Por electrólisis del tritenilclorometano en anhidrido sulfu- 
roso se obtiene trifenilmetilo (8). 

Oxidando la bis-trifenilmetilhidrazina 


(CA ON NEO ESA 


se forma peróxido de trifenilmetilo, desprendiéndose nitró- 
geno (9). 
Propiedades. —Es un cuerpo sólido cristalino, blanco 


(1) Wohl loc. cit... 

(2) Schmidlin, Bar. 41, 423 (1908). 

(3) Schmidlin, Ber. 40, 317 (1907) y 43, 1137 (1910). 

(4) Schmidlin y Hodgson, Ber. 41, 432 (1908). 

(5) Wohl (loc. cit.). 

(6) Albrecht (loc. cit.). 

(7) Schlenck, Weickel y Herzenstein. Ann. 372, 14 (1909). 
(8) Idem íd. íd. 

(9) Wieland, Ber. 40, 3022 (1909). 
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cuando está puro, generalmente de color más ó menos amari-. 
llento. Funde de 145á 147” (1), coloreándose en pardo y 


o) 


descomponiéndose. 

Es muy sensible al calor y á la luz. Poco soluble en éter, 
soluble en benceno. 

Al aire se colorea rápidamente en amarillo intenso, tanto 
más cuanto es más impuro. 

El trifenilmetilo, cuerpo blanco al estado sólido, se disuel- 
ve en benceno, por ejemplo, con intenso color amarillo-ana- 
ranjado. Esto hizo sospechar, primero á Gomberg (2) y más 
tarde á Tschitschibabin (3), la existencia de dos formas, una 
coloreada y otra incolora. Schmidlin (4) pudo demostrar de 
una manera sencillísima la existencia de estas dos formas: 
si se agita en el aire una disolución bencénica coloreaca 
de trifenilmetilo, se oxida instantáneamente, formándose el 
peróxido de [rifenilmetilo (C¿ H;)¿ C- O - O - C(C;¿ H;)s, y 
la disolución se decolora; pero á los pocos momentos reco- 
bra su color primitivo, que puede hacerse desaparecer de 
nuevo agitando al aire; este fenómeno se repite hasta que se 
ha oxidado el trifenilmetilo existente en la disolución. 

Las dos formas están en equilibrio en la disolución; y su 
relación depende de la temperatura. 


Forma incolora. E Forma coloreada. 
(baja temp.) (alta temp.) 


A baja temperatura —60” (en disolución Cl¿CH) y al esta- 
do sólido predomina casi exclusivamente la forma incolora. 

A la temperatura ordinaria contiene una disolución de 
_trifenilmetilo, 1/10, próximamente de forma coloreada y 9/10 
de forma incolora. 


(1, Gomberg, Ber. 37, 2037 (1904). 
(2) Ber. 35, 2406 (1902). 

(S) Ber. 40, 367 (1907). 

(4) Ber. 41, 2471 (1908). 


AS 


La forma coloreada es mucho más oxidable que la incolo- 
ra, y á esto se debe el interesante fenómeno descrito. 

Combinaciones moleculares del trifenilmetilo. — El trifenil- 
metilo posee un carácter de cuerpo no saturado muy nota- 
ble, y da lugar á dos clases de combinaciones: unas muy 
inestables, fácilmente disociables, y otras (poco numersoas), 
perfectamente estables. 

El trifenilmetilo se une á casi todos los compuestos orgá- 
nicos, dando combinaciones moleculares de adición, de fór- 
mula general (C¿H;)¿C + 1 mol. de substancia correspon- 
diente. Estas combinaciones, aunque inestables, como se ha 
indicado, poseen sin embargo, una estabilidad mayor que 
las simples combinaciones de cristalización. Gomberg ha 
demostrado que el trifenilmetilo se une con las parafinas 
(éter de petróleo) (1), con las olefinas (amileno) (2), con los 
carburos aromáticos (benceno (3), tolueno (4), xileno (5), 
etilbenceno (6) ), con una porción de éteres de ácidos mono 
y dibásicos (7), con éteres (éter etílico y homólogos), con las 
cetonas (8), y con los nitrilos (9); da también combinaciones 
con el cloroformo y el sulfuro de carbono (10). 

Es digno de notarse que no produce combinaciones con 
los primeros términos de estas series. Así, por ejemplo, cris- 
taliza puro en una disolución de formiato de metilo ó de etilo; 
en cambio, cristaliza con 1 mol. de cristalización del formiato 
de propilo y de los éteres acéticos. Cristaliza igualmente puro 
en las disoluciones en acetona y acetonitrilo. 


(1) Ber. 38, 1338 (1905). 
(2) Ber. 38, 1342 (1903 . 
(31 Ber. 35, 1825 (1902). 
(4) Ber. 37, 2036 (1904). 
(5) Ber. 38, 1338 (1905). 
(6) Ber. 38, 1338 (1905) 
(7) Ber. 38, 135 (1905). 
(S  Gomberg y Cone, Ber. 38, 2447 (1905). 
(9) Ber. 38, 2450 (1905), 
(10) Ber. 38, 2451 1905). 
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Todas estas combinaciones se Oxidan al aire, dando pe- 
róxido de trifenilmetilo. 

Combinaciones del estables trifenilmetilo.—Son poco nu- 
merosas. Se une con los halógenos, formando los haluros 
(trifenilhalegenometano) (C¿H;), - C —R”. Se une con el 
oxígeno, dando el peróxido, que es la combinación más es- 
table de todas, exceptuando el trifenilmetano, producto en que 
se transforma adicionando hidrógeno. Calentado con fenol 
da p- oxi-tetrafenilmetano (C¿H;)z : € - C¿H, +: OH (1). 
Se combina con la quinona, dando el éter trifenilmetílico de 
la hidroquinona (2). de constitución semejante al peróxido. 


2 (Co), C+ 030 (Coli) C + 0 0 O (Cobo), 
A ED 


A 
(CAOS Or E OCC. 


SOBRE LA CONSTITUCIÓN DEL TRIFENILMETILO Y SOBRE LA 
COLORACIÓN DE LOS DERIVADOS DEL TRIFENILMETANO 


Después que Gomberg descubrió el trifenilmetilo encon- 
traron Ullmann y Borsum (3) un hidrocarburo que creyeron 
era el exafeniletano; esto hizo suponer á Gomberg que su 
hidrocarburo era un verdadero radical, y por eso le dió el 
nombre de trifenilmetilo; esta creencia se fortaleció cuando 
el mismo Gomberg (4) pudo transformar el trifenilmetilo 
en el exafenilmetano de Ullmann. Más tarde Tschitschiba- 
bin (5) demostró que ese exafenilmetano poseía la constitu- 
ción del benzhidriltetrafenilmetano 


(C¿H;) Ejals C;¿H, E C (CH), 


(1) Schmidlin.—Ber. 45, 3171-3182 (1912). 
(2) Thommen.—Tesis Ziirich, 1911. 
(SUBES 2 (1902) 

(4) Ber 35, 3918 (1902), y 36, 376 (1903) 
(5) Ber. 37, 4709 (1902) 
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y quedó de nuevo sin resolver la interesante cuestión de la 
constitución del trifenilmetilo. 

Tschitschibabin cree que el trifenilmetilo no es mas que el 
exafenilmetano mismo. Dada la gran inestabilidad que posee 
la molécula del pentafeniletano, supone que esta inestabilidad 
ha de ser mayor en el exafeniletano, de tal manera, que 'a 
molécula se manifiesta siempre como disociada, pero no ex- 
plica la causa de la coloración. 

Norris y Sanders (1) propusieron esta fórmula, que de- 
bía explicar la coloración por su constitución quinoidea 


el 
(Có Hs)» E C SS / NOE 


pero que es inadmisible, pues Gomberg ha demostrado que 
el trifenilmetilo se forma del trifenilclorometano por elimina, 
ción del halógeno (pero no de hidrácido). 

Cuando Gomberg demostró que el trifenilmetilo poseía 


el peso molecular del exafeniletano Heintschel (2), propuso 
la fórmula. 


o a 
EN AS 


| 


Willstaeter (3) ha demostrado que en las bifenoquinonas 
el enlace del grupo bifenilo es muy estable; de manera que 
esta fórmula no explica las propiedades características del 
metilo en cuestión. 

Jacobson (4) ha propuesto la fórmula siguiente: 


===> y 7 H 


e 
(C¿H;) Es NA NS C (GC; Ho)s 


(1) Jour Am. Soc, 25, 54 (1901). 
(2) "Ber 36,322 (1903). 

(3) Ber. 38, 1234 (1905). 

(4) Ber. 38, 196 (1905 , 
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Esta fórmula, que corresponde á la da los quinoles de 
Bamberger, explica fácilmente la co'oración, la formación d>2 
peróxido y la transtormación en benzhidriltetrafenilmetano. 

Hasta ahora no se ha podido demostrar directamente esta 
constitución, y se han hecho una serie de investigaciones 
en tal sentido con cuerpos próximos al trifenilmetilo. 

El compuesto más próximo es el trifenilclorometano, que 
ya se ha dicho da con los cloruros de aluminio y hierro com- 
binaciones dobles; de esto dedujo Kehrmann (1) que en esas 
combinaciones el trifenilclorometano debía poseer esta cons- 
titución: 

(CM 


y el sulfato de trifenilcarbinol la análoga: 


ao 
SO 


Baeyer (2) trató de comprobarlo del modo siguiente: se- 
gún esa teoría, el sulfato del tri-p - clorotrifenilcarbinol debe 
poseer un cloro * 

A NS 

ES E 
(CCA ISSO 
en una posición muy inestable y fácil de eliminar; pero Bae- 
yer demostró que agitando con. acetato de plata el sulfato 
ácido de este triclorotrifenilcarbinol 


(CI C¿H,),C,SO,H + SO,H,) 


en disolución sulfacética, dicho compuesto no abandonaba 
cloro. A un resultado totalmente opuesto llegó Gomberg 


(1) Ber. 34, 3815 (1901). 
(2) Ber. 38, 1556 (1905). 
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empleando sulfato neutro en vez del sulfato ácido: agitándo- 
lo mucho tiempo con sulfato de plata demostró que abando- 
naba un átomo de cloro. Esto dió lugar á una discusión en- 
tre ambos investigadores: Baeyer opina que en los ensayos 
de Gomberg la agitación prolongada con sulfato de plata 
produce una destrucción profunda de la molécula, y Gom- 
berg cree que el exceso de sulfúrico en los experimentos de 
Baeyer impide la separación del cloro. 

Baeyer (1) ha seguido otro camino para resolver la cues- 
tión; el bromuro del tri-p - clorotrifenilcarbinol y el cloruro 
del tri-p - bromotrifenilcarbinol dan con el cloruro férrico 
sales dobles coloreadas: 


Cl ASE 

0 laa Ole Ole. 0 Cala as ls 
== / Ol => / Br 
CsHa XBr tc 


y sí se admite su constitución quinoidea hay que asignarles 
las fórmulas anteriores, en las que las partes quinoideas son 
idénticas: estos compuestos dobles, con la sosa se descom- 
ponen dando los carbinoles, y de admitir la anterior consti- 
tución, es lógico esperar que los dos halógenos se sustitu- 
yeran indistintamente, de tal manera, que la primera combi- 
nación daría una mezcla de tri-p - clorotrifenilcarbinol y de 
di-p -cloro-p- - bromotrifenilcarbinol, y la segunda una mez- 
cla de tri p - bromotrifenilcarbinol y de di-p - bromo-p - clo- 
rotrifenilcarbinol; pero, en realidad, se obtienen tri-p - cloro- 
trifenilcarbinol en el primer caso, y de tri-p - bromotrifenil- 
carbinol en el segundo; con esto creyó haber demostrado 
Baeyer la imposibilidad de la constitución quinoidea. 
Gomberg (2) ha conseguido, trabajando con anhídrido 
sulfuroso como disolvente, la isomerización del cloruro del 


11) Ber. 40, 3084 (1907). 
(2) Ber. 42 409 (1909). 
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t1i-p - bromotrifenilcarbinol en el bromuro del di-p - bromo- 
p - clorotrifenilcarbinol; esto no se concibe sin admitir un es 
tado quinoideo intermedio. 


/C, H, Br /C; H, Br /C, H, Br 
NC E. H Br OCIO o 

e HB O 1,a 

ES 4 1 o El Cl E DUE Jl C 


Schmidlin (1) ha podido demostrar que un derivado del 
trifenilmetilo, el. cloruro de trifenilmetilmagnesio, existe en 
dos formas, á las que asignó las fórmulas siguientes: 


E Da SS e H A A 
(Sí HE . EUEGUE A XMgCl (Es NE € 3 Mg Cl 


(forma 2) (forma $) 


que han sido muy discutidas, y de ello nos ocupamos más 
adelante. 

En favor de la constitución quinoidea del trifenilmetilo 
están aún: el hecho que Gomberg (2) ha demostrado de 
existir el derivado potásico del trifenilmetano (C, H;)¿ € - K 
en dos formas, que reaccionan con el cloruro de benci- 
lo C1 CH, - €, Hs, dando, una, tetrafenilemetano asimétrico 
(€; A.) + CACA yala otra; po DenzMtctenimetano 
CH, : CH, +» C¿ HH, CH (€, H,), y, por último, la tacule 
tad del trifenilcarbinol de dar, según R. Fosse (3), con el ácido 
cianacético dos ácidos trifenilcianacéticos diferentes. 

En resumen, existen estas tres hipótesis para explicar la 
constitución del trifenilmetilo: 

La primitiva de Gomberg, que suponía al trifenilmetilo un 
radical libre; la de Tschitschibabin, que admite que el tri. 
fenilmetilo es el exafenilemetano; y la de Jacobson, que asigna 
al trifenilmetilo la constitución quinoidea citada. 


(1) Ber. 39, 4186 (1906), y 40, 2317 (1907). 
(2) Ber. 40, 1860, 1873 (1907). 
(3) C.R. 145, 196 (1907). 
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¿ISOMERIZACIÓN Ó DISOCIACIÓN DEL TRIFENILMETILO ? 


Desde el momento en que Schmildlin (1) demostró la 
existencia del trifenilmetilo en dos formas, una incolora y 
otra coloreada, las tres hipótesis indicadas se redujeron 
á dos. 

Se puede suponer, en efecto, que el trifenilmetilo incoloro 
es el exateniletano, que al disolverse se isomeriza par- 
cialmente en el cuerpo de la constitución indicada por Ja 
cobson: 

O E (Eo E 
E 
Ó bien, puede admitirse, de igual manera, que el trifenilmetilo 
incoloro es el exafeniletano, que al disolverse se disocia. y 
da el trifenilmetilo coloreado: 


(OC; Hs); C-C (C;H5) 23 2 (C; Hs); C, 


La primera hipótesis está apoyada por todos los hechos 
que hablan en favor de la constitución quinoidea, y ya cita- 
dos. El peso molecular, cuidadosamente determinado por 
Gomberg, no da ninguna luz en el asunto. Determinado 
empleando nattalina como disolvente crioscópico, se obtie- 
nen valores muy bajos; pero Gomberg ya indicó que se des- 
compone el metilo. 

La intensidad del color de las disoluciones de trifenilme- 
tilo aumenta considerablemente con la temperatura; este au- 
mento de la coloración debería ir acompañado de una diso- 
ciación, y Wieland (2) supuso que las determinaciones he- 
chas á temperatura elevada, empleando la naftalina y el 
fenol como disolventes, deben dar el trifenilmetilo como mo- 


(MAL oc cit: 
(2) Ber. 42, 3028 (1909). 
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nomolecular ó radical, y encontró efectivamente números 
muy bajos. 

Schmidlin (1) ha demostrado que una disolución de trife- 
nilmetilo en naftaleno apenas da peróxido, es decir, se ha al- 
terado; y que el metilo reacciona con el fenol dando p - Oxi- 
tetrafenilmetano (C¿H;), - € - C¿H, - OH” Esto mide el 
valor de las determinaciones de Wieland. 

Schmidlin (2) trató de resolver la cuestión determinando 
colorimétricamente á €” y á 80” el equilibrio entre las dos 
formas, y encontró que á 80” la cantidad de forma coloreada 
es cinco veces mayor que á 6”; por otra parte, determinó el 
descenso del punto de congelación y el del punto de ebulli- 
ción de una misma disolución de trifenilmetilo en benceno 
y encontró que eran casi iguales. 

Esto sería contrario á una disociación, si no existiera el 
hecho de que una disolución de trifenilmetilo calentada s2 
altera rápidamente tomando intenso color, que no disminu- 
ye al entriarse la disolución, y, por tanto, las determinaciones 


colorimétricas tienen poco valor. 
(Continuard.) 


(1) Ber. 45, 3171-3182 (1912). 
(2) Loc. cit. 
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VIl.—Conferencias sobre Física matemática. 
Ecuaciones de la mecánica. 


Por José ECHEGARAY. 
Conferencia decimaséptima. 


SEÑORES: 


A dos tipos clásicos hemos reducido las ecuaciones di- * 
terenciales que hoy van á entrar en nuestras inmediatas ex- 
plicaciones. ; 

Y eran éstos: 


25 9Z IZ 
E A a +X".==0 (1) 
9X; IX, 9Xy 
ve . 
E (2) 
o a 


El primero expresaba una ecuación. en diferenciales par- 
ciales de primer orden, lineal y homogénea, con una función 
única z y n variables independientes X,, Xa ..... a 

El segundo tipo representa un sistema de n— 1 ecuacio- 
nes diferenciales ordinarias de primer orden, con n—1 fun- 
ciones simultáneas X,, X ..... Xn—, y una variable indepen- 
diente, que para la simetría la hemos representado por X;. 

Los coeficientes X,, X; ..... X, de la ecuación (1) son fun- 


ciones de las variables independientes X,, X> ..... Xp; pero 
no contienen z. 

Los coeficientes X,, AX, ..... X, también son funciones de 
o qe 


Si nuestro objeto fuera únicamente presentar el tipo (1) 
de ecuaciones en diferenciales parciales y otro tipo (2) de 
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ecuaciones diferenciales ordinarias (ó simultáneas), los coe- 
ficientes X de la segunda ecuación ninguna relación ten- 
drían con los de la primera, y hasta habríamos empleado 
una notación incorrecta empleando la misma letra X, por 
que esto podría inducir á error á los alumnos. 

Pero como nosotros nos proponemos enlazar los dos pro- 
blemas, el de la integración de la ecuación diferencial (1) 
con el de las ecuaciones diferenciales (2), el empleo de la 
misma letra X en (1) y en (2) es intencionado. 

Es más: como luego veremos, para resolver la ecuación (1) 
se establece el sistema auxiliar (2) y se emplean exacta- 
mente los mismos coeficientes, mejor dicho, coeficientes de 
la misma forma en X;,, X) ..... o 

Mas al llegar á este punto, y aunque la forma de X,, A; ..... 
X, en la ecuación (1) sea la misma que [dea Le 
en la fórmula (2), no podemos asegurar que son iguales, ni 
hay derecho, si vale la palabra, para suponer que lo sean. 

Es una nimiedad ésta que apuntamos; pero conviene qus 
en ella se fijen mis alumnos. 

Y bien vale la pena de que aquí abramos un pequeño pa- 
réntesis. 


Supongamos que en un problema entran X,, X, en esta 
forma: 


aX; => bX, > O, 
siendo 
A, = M1? —X1? Mo + ÍXg 
Xy = Xg? $ Xy Xg — X45 
de modo que tendremos: 


a (1 — x,2x2 + 5X3) + b (x28 + Xx, X3 —Xx,) =0. (a) 


Y es claro que escribo estas fórmulas á capricho. 
Ahora supongamos, que en otro problema distinto del an- 
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terior entran las mismas expresiones algebraicas en esta otra 
combinación: 
X; = (En AE = 9, 


Xx? — XP Xa + ÓxX, = 
Jan + 4 == 


(c) 


(Sa) 


Pues bien, sería un error igualar las X del primer proble 
ma á las X del segundo con carácter de identidad. 

Porque aunque la forma algebraica sea la misma, repre- 
sentan expresiones de todo punto distintas, y laS X,, X,, X, nO 
expresan de ninguna manera el mismo sistema de valores 
para la ecuación (a) que para el grupo (c). 

Como que en el primero, dos de las cantidades x,, X,, X, 
son completamente arbitrarias, y la tercera es una función 
de las dos primeras. 

Si se quiere, puede decirse que su representación geo- 
métrica es una superficie. 

Y en el sistema (Cc), como x,, xXx», x¿ están enlazadas por 
dos ecuaciones, sólo una de estas variables es independien- 
te, xz, por ejemplo, y las otras dos, x,,x», dependen de 
aquélla. : 

Geométricamente, puede representarse este sistema por 
una Curva. 

Queremos decir con esto que el campo á que se extien- 
den los diferentes valores de x,, x», xz en la ecuación (a) es 
completamente distinto del campo á que está limitado el 
sistema (C). 

En suma: las ecuaciones (4) y (Cc) no representan el mis- 
mo campo de valores para X,, X», X3; luego las X de la pri- 
mera fórmula no coinciden idénticamente con las de la se- 
gunda, aunque por tener la misma forma algebraica se les 
haya dado la misma notación X. 
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Pues una cosa análoga, y casi me atrevería á decir que 
idéntica, sucede con los tipos diferenciales (1) y (2). 

Afirman todos los autores, y afirman bien, porque su atit- 
mación se demuestra, que la integración del sistema (1) es, 
en el fondo, el mismo problema que la integración del sis- 
tema (2). | 

Integrado por completo el sistema (2) de ecuaciones en 
diferenciales ordinarias, queda integrado el sistema (1) cons- 
tituído por una ecuación en diferenciales parciales. 

Esto cuando los coeficientes X de la primera ecuación y 
de las segundas tienen la misma forma en X, , Xo ..... Xp . 

Tanto que, como decíamos antes, para resolver la ecua- 
ción en diferenciales parciales (1) se forma, se construye, 
en una palabra, se establece el sistema auxiliar (2), con las 
mismas X que entraban en la ecuación (1). 

Pero la experiencia me enseña — una experiencia de hace 
muchos años, cuando yo enseñaba cálculo en la Escue- 
la de Caminos — que más de un alumno, y no de los me- 
nos inteligentes, quedaban al pronto desorientados y con- 
fusos. 

Y la razón era ésta; y he procurado darle forma en el 
ejemplo anterior. 

La ecuación en diferenciales parciales (1) contiene una 
función z y 1 variables independientes X,, X>..... Xp - 

La ecuación (2) en diferenciales ordinarias, inversamente 
pudiéramos decir, á la ecuación (1), tiene una sola variable 
independiente, Xy, y n— 1 funciones X,, Xo2..... ista : 

¿Cómo han de ser equivalentes ambos problemas? ¿Cómo 
las X han de tener la misma significación? ¿Cómo el mismo 
sistema de valores para X,, X>..... Xp y para sus diferenciales 
han de satisfacer al mismo tiempo ambas ecuaciones? 

Hasta en una escritura correcta se diferencian, puesto que 
en la ecuación (1) se emplea 9 y en el sistema (2) se emplea 
y debe emplearse d. 

Y, sin embargo, la objeción no tiene fuerza, porque es una 


— 133 — 


objeción, como vulgarmente se dice, á bulto, sin precisar los 
términos de ambos problemas. 

En la ecuación (1), en efecto, X,, X>..... Xx son variables 
independientes; todas ellas pueden tomar valores arbitrarios; 
y otro tanto podemos decir de sus diferenciales. 

Si acudiésemos á la representación simbólica del espacio 
de n dimensiones, este conjunto de valores arbitrarios de 
a X , puede decirse que simbolizaría un punto de este 
espacio, y que las expresadas cantidades x serían las coor- 
denadas de dicho punto. 

Tal espacio de n dimensiones es el dominio, el campo 
- por decirlo de este modo, en que pueden variar X,, Xo..... Xp 
en eleprimer problema... 

Cierto es también que en el sistema (2) no hay más que 
una variable independiente x,, y que las demás son funcio- 
nes de ésta; pero hemos dicho que las integrales generales 
contienen n— 1 constantes arbitrarias; de suerte que las 
Xi) Xo.... Xp —, Se expresan de este modo: 


1 == a (Ely UA y (lo cocos Olga) 
Xo = Da (E (0, (l, ....o. (AL) 


0010 00 010 2 010 0001000 010 00 0 0 D/0 


siendo las a las constantes arbitrarias. 

Luego todas las x en este problema pueden tomar valores 
arbitrarios, como en el primero. La x,, porque es la variable 
independiente; las restantes, porque podemos darles, en 
etecto, valores arbitrarios, y estos valores satisfarán á las 
ecuaciones precedentes, determinando las constantes a,, 
Uy... On —1, de modo que dichas ecuaciones queden satis- 
fechas. 

En suma, todas las variables X,, Xo ..... X» son arbitrarias, 
como en el caso anterior. Todas tienen el mismo campo ó el 
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mismo dominio que tenían aquéllas, es decir, el espacio de 7 
dimensiones. Todas pueden considerarse simbólicamente 
como las coordenadas de un punto de dicho espacio. 

No hay, pues, incompatibilidad, hasta ahora, en ambos 
problemas. E 

Y vamos á demostrar precisamente, que integrando las 
ecuaciones (2) queda integrada la ecuación (1), y que inte- 
erando la ecuación (1) toda integral de ésta será una integral 
del sistema (2). | 

A las explicaciones que preceden, algunos autores les 
dan otra forma que, en el fondo, es idéntica á la que queda 
expuesta, porque consideran que la variable x, es el tiempo 
que las constantes arbitrarias expresan valores del instante 
inicial; que estos valores son arbitrarios, según resulta. del 
método de integración, y que como cualquier instante puede 
ser el instante inicial, para cualquier valor de x, pueden ser 
ADIOS a 

Ahora pasemos á la demostración de los teoremas que 
acabamos de indicar. 


Teorema. — Hemos dicho ya en otras conferencias, que 
las integrales generales del sistema 


UE SS OS 


X, Xx so == Xo 


se podían expresar, según hemos recordado hace un mo- 
mento, por este sistema: 


OPO STO 0 0 0 09 00 0 0 0.00 900 010/00 


Xa-1 = Pn-1 Amy A) Az ccoo. Pos) 
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Pero también dijimos que este sistema se puede sustituir 
por otro equivalente, que es el que, por lo regular, se em- 
plea en esta teoría. 


Este nuevo sistema se obtiene despejando las n — 1 cons- 
tantes Q;,, Q3..... An — 1, que vendrán naturalmente expresadas 
en función de las x; y tendremos este sistema de integrales: 


cs 0 


AO ni 35) = Da 


(2) 


eo... ...0..1.0..0.. . 000 


Pues bien; el teorema es el siguiente, 
El primer término de cualquiera de estas ecuaciones 


47 (e X 00000 a) 


es una función que satisface á la ecuación (1). 


Es decir, que 


Ei peas 20) 


es una solución de la ecuación precedente. 
En efecto; si 


AO 2) a 
es una integral del sistema (2), 


E E de AS 


= = oo = —= 2 
a ad (2) 


4 


O 


diferenciándola, el resultado vendrá á quedar satisfecho 
idénticamente por los valores dx,, 0d X»..... dx, deducidos de 
estas últimas ecuaciones. 

Diferenciemos, pues, con relación á todas las variables x 
la ecuación a;, y tendremos 


a) 
(o, OL 


re de 
Xx DL) =P 00000 
IN 9 


y sustituyendo en vez de 
UI Ae as can dades A o E 


que les son proporcionales, según indican las ecuaciones (2), 
tendremos 


Ó bien, para hacer más evidente y que salte más á la vista 
la identidad que vamos á poner en evidencia, 


du; 0%, du; 
Dn z + AX» = q sd a A, == => 0), 
Xy 9X> ox 


1 


Pero esta ecuación es la siguiente, en que se ha sustituido 
á la variable z la a ;: 


luego 


fo == OL; (Ste X> co... O) 


es una solución de dicha ecuación diferencial, puesto que, 


O 


a 
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según hicimos observar antes, podemos considerar á X;, 
ES Xp como variables independientes. 

De aquí resulta que todas las «a del sistema (a) que cons 
tituyen las integrales del sistema (2) son otras tantas solu- 
ciones del sistema (1). 

Integradas las ecuaciones en diferenciales ordinarias por 
completo, tenemos resuelto el problema de la integración 
de la ecuación en diferenciales parciales de la manera más 
general. 

Todas las « son otras tantas soluciones de la ecuación (1), 
y es más: otra solución cualquiera tiene que ser una función 
de las funciones «, suponiendo Que 4;, a, Ugo... Ln, Seal 
distintas, es decir, que no exista ninguna relación entre 
ellas, y que, por lo tanto, no se pueda expresar ninguna de 
estas a en función de las otras. 

Y vamos á establecer respecto á la integración de la ecua- 
ción en diferenciales parciales este nuevo 

Teorema.— Si las funciones 4,, %> ..... 4, SON indepen- 
dientes entre sí, y constituyen la solución general del siste- 
ma (2), una solución cualquiera 2= 0 (X,,X» ..... Xn) de la 
ecuación en diferenciales parciales (1) será una función de 
las inteyrales 4. 

La demostración es inmediata. 

Todas las « hemos dicho que son soluciones de la ecua- 
ción (1); luego tendremos sucesivamente: 


ou 

XX e o Xi 0 
O Xy 9Xo ae 
du 0%, da, 

e O) 
ES EN Av 
O Xy NS 0 Xz 
0 da Ea du ES 

y AO Us XA = z 0 
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y además 


Este cuadro contiene rn ecuaciones y contiene las n canti- 
CELES AGO 2 soon X,, que no todas son cero, porque enton- 
ces no existiría el problema. 

Como los segundos miembros, de estas ecuaciones linea- 
les en las X, son cero, sabemos, por la teoría de las ecua- 
ciones de primer grado, que para que dichas ecuaciones 
sean compatibles, es preciso que la determinante (6 el deter- 
minante, como también se dice) de los coeficientes sea idén- 
ticamente nula. 

Decimos idénticamente, porque no se trata de números 
determinados, sino de funciones de las variables indepen- 
OETWES Sn Sos DÍ cocoa ; y la compatibilidad de las ecuacio- , 
nes debe verificarse para todos los valores de las x. 

Expresando la condición de que dicha determinante sea 


cero, porque aquí los coeficientes de las X son precisamen- 
te las derivadas, tendremos la condición 


da, da, day 
o da 7% 
Sa 90, 
a 3%, 
O 110% 
9 Uy 1 9 dy 1 9 Uy 1 
9Xy 9X> Lo 9Xy 
96 90 90 
2 E sn 


Pero esta determinante es, como explicábamos en una de 
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las conferencias precedentes, la Jacobiana Ó determinante 
funcional de las funciones 


Y demostramos también que, cuando dicha determinante 
era nula idénticamente, estas funciones no eran indepen- 
dientes: unas se expresaban por otras; mas, por hipótesis, 
entre las « no existe ninguna relación, son integrales distin- 
tas, luego la única relación posible es que % sea función de 
las a: 


Por lo tanto, como enuncia el teorema, toda nueva solu- 
ción 9 de la ecuación en diferenciales parciales (1) debe ser 
función de las integrales distintas 2%, , %a ..... Ade eexe 
presarse analíticamente por una combinación de éstas. 

Además el teorema se completa por una proposición recí- 
proca que presentaremos también en forma de 

Teorema.—Si a,, %, ..... son integrales de la ecuación en 
diferenciales parciales 


será solución de dicha ecuación (1). 

Para simplificar la escritura, supongamos que no se trata 
mas que de dos funciones, y la demostración sería idéntica 
para un número cualquiera de funciones « distintas Ó no dis- 
tintas. 


—= MID) == 


En forma concreta, si 


satisfacen á la ecuación diferencial (1), 
CE vo (0, 0.) 


siendo Y una función arbitraria, satisftará también á dicha 
ecuación 


9Z 902 90Z 


Xy 
Ox 
En efecto; sustituyamos en vez de z este valor de q, y 


veamos si la ecuación queda satisfecha. 
Verificando la sustitución, resultará: 


Xx 96 (2, E 9 (a, 2 dE A 9 (u, %)_-0 


IXy OXo 357 


Y desarrollando estas derivadas, tendremos 


MA a, do 0 do 0u, 
a al 


da, 9X, 90) Se, 


7 Den da JE Y) 9 
UE Xp | as a 0; 


EE lala 03 


que ordenando de otro modo y sacando factores comu- 


90 90 y 
nes —— y — dará: 
ou DM, 
90 da da 2 
E x pa al 
00; 9Xi OX> Xn 
90 90, 90, 90, 
1 A A [o 
o, 0X; 0Xo lo A 


= 14 —= 


y como x, y a, son dos soluciones, ó sea dos integrales de 
la ecuación (1), los paréntesis se reducirán á cero y la ecua- 
ción quedará satistecha. 

Luego queda demostrado, que una función de varias solu- 
ciones es una solución á su vez. 

Por eso, existiendo, como hemos demostrado, 1 — 1 solu- 
ciones distintas para la ecuación en diferenciales parciales, 
soluciones que representaremos por 4, , %a ..... Uy 1, la SO- 
lución más general será, como queda indicado, 


siendo « una función arbitraria. 


Vemos, según lo expuesto, que la solución de la ecuación 
en diferenciales parciales (1) depende de la solución de las 
ecuaciones en diferenciales ordinarias (2), aun cuando en 
ocasiones el problema de integración se presenta en sentido 
inverso, es decir, que la integración de las ecuaciones en 
diferenciales ordinarias (2) se hace depender de la integra- 
ción de una ecuación en diferenciales parciales; y esto hemos 
visto que sucede en el teorema de Jacobi aplicado á las 
ecuaciones de la Mecánica, porque, según dicho teorema, 
la integración de las ecuaciones canónicas de Hamilton de- 
pende de la determinación de una integral completa para la 
ecuación de Jacobi. 

De todas maneras, por ahora, fijémonos un momento en 
las ecuaciones en diferenciales parciales, lineales y homo- 
Séneas 
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Ya hemos dicho, que aparte de los métodos de Cauchy 
y de métodos particulares, en casos particulares también, 
no existen procedimientos generales de integración, que se 
apliquen á todos los casos; pero existen muchos métodos 
para simplificar el problema, y existe uno que ocurre desde 
luego y que es el que vamos á exponer ligeramente. 

Los métodos en matemáticas, para las diferentes teorías, 
tienen á veces relaciones y semejanzas, que son, en cierto 
modo, hilos conductores, ya para resolver, ya para simplifi- 
car los problemas. 

Por ejemplo: se sabe en Algebra, que si se conoce una 
raíz a de la ecuación 


A Do A ba + Pin =0 


dividiendo por x —a, las m-- 1 raíces restantes pueden obte- 
nerse resolviendo la ecuación que resulta después de haber 
eliminado el factor x — a; ecuación que será desde luego del 
erado m—1. 

Y si se conocen 1, 2, 3, cierto número de raíces, en otras 
tantas unidades se puede reducir el exponente. 

Esto es elemental. 

Ahora bien; hemos dicho que la ecuación en diferenciales 
parciales 


tiene n—1 integrales 


A A sos) 


dE Us er) den cabe den) 
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Conocer estas n — | funciones es haber resuelto el pro- 
blema por completo, del mismo modo que conocer las 7n 
raíces de una ecuación x" + px" 1+ ... =0 es haberla 
resuelto. Pero si por cualquier medio se llega á conocer 
una integral Z = 2, (X;, Xo ».... X n), se podrá simplificar la so- 
lución del problema, haciéndola depender de otra ecuación 
diferencial de la misma forma que la primitiva, pero con un 
término menos y con una variable menos. 

Y si se conocen 2, 3, un número cualquiera de integrales 
particulares Z= 4,, 2 =4)....., en otros tantos términos y 
en otras tantas variables se puede disminuir la ecuación 
propuesta, haciendo depender la solución de otra ecuación 
diferencial de la misma forma, Ó sea del mismo tipo, pero 
con menos términos y con menos variables, como acabamos 
de decir. 

Y esto constituye un teorema de reducción que vamos á 
explicar inmediatamente. 

Pero antes vamos á indicar, mejor dicho, vamos á recor- 
dar una notación que hemos empleado al tratar del teorema 
de Poisson, que abrevia los cálculos y, sobre todo, la es- 
critura. 

Si tenemos la ecuación homogénea, lineal, en diferencia- 
les parciales 


a Aa a 
dE oz OZ 
O E a A E (o a) 
EX 0X, Xy 


en el primer miembro hemos de efectuar sobre la función 2 
de las variables independientes Xx ,,Xo.....Xn la siguiente serie 
de operaciones: 

Diferenciar z con relación á x, y multiplicar el resultado 
por X,; diferenciar z con relación á x,, multiplicar lo que 
resulte por X, y sumar este resultado con el anterior; y así 
sucesivamente, hasta el último término del primer miembro. 

Pues toda esta serie de operaciones las vamos á expresar 


AA, Se 


abreviada y simbólicamente por el simbolo X (2); de modo 
que la ecuación diferencial anterior la expresaremos con 
mucha más sencillez en esta forma: 


AE) 07 

en la que, como hemos dicho, X no es una magnitud, es un 
símbolo de operaciones; y como todos los coeficientes los 
hemos expresado por X,, X....., designamos el símbolo de 
las operaciones indicadas por la misma letra X, pero sin 
subíndice. Del mismo modo, que en el teorema de Poisson, 
cuando los coeficientes de las derivadas eran A,, Ao....., el 
símbolo de la operación compleja se representaba por A, y 
cuando los coeficientes eran B,, Bo..... se representaba 
por B. 

A veces los símbolos tienen una gran ventaja en los 
cálculos, y por las leyes que se descubran para sus combi- 
naciones puede abreviarse la demostración de muchos 
teoremas. 

Pero no nos separemos de nuestro objeto. 


Decíamos, que cuando para la ecuación diferencial 
X(2)=0 (1) 


(y ya empleamos el simbolo para abreviar la escritura) se 
conocían k integrales, podía reducirse la integración de 
dicha ecuación diferencial á otra más sencilla con / términos 
menos y k variables menos; y esto es lo que ahora vamos 
á demostrar, y á esta propiedad la hemos dado el nombre 
de teorema de reducción. 
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Supongamos que se conocen k soluciones de la ecuación 
diferencial: 


(A) 


Es decir; que las «son funciones perfectamente conocidas 
ASAS E 

Por ejemplo: las ecuaciones diferenciales ordinarias auxi- 
liares (2) no han podido resolverse por completo hallando 
n — 1 integrales; pero se han encontrado k integrales. 

Pues esto nos da el modo de simplificar la ecuación en 
diferenciales parciales X (2) = 0. 

Para conseguirlo, vamos á cambiar de variables. 

En el cuadro (4) hemos puesto, en términos generales, 
en el primer miembro, z para todas las ecuaciones. En 
rigor, esto no es correcto, porque las k integrales conocidas 
son distintas. 

Pues representémoslas por y,, Ya..... Yx, y el cuadro (A) 
que expresa las k integrales conocidas de la ecuación dife- 
rencial (1) se escribirá de este modo: 


Yi == Oy (65m Xo 00000 a) 


o = Us NS eco) co... Xa , 
Ya % (Xy 2 ) (45) 


.....o....0.0..0.0.0..,. 0.0.0... 


Ve = Up (Xy) Xg co... Xy) 


Ahora vamos á tomar, en este cambio de variables, como 
variables independientes y,, Yo»... Y £- 

Además, agregaremos á las y otras variables independien- 
MEUS ae Y n hasta completar n variables. 

Estas variables últimas son completamente arbitrarias, 
aunque es claro que en cada problema las escogeríamos de 
modo, que nos proporcionaran la mayor simplificación. 
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Estableceremos, pues, 


EIA TO (a, Lo noes. Xp) 


Mao Up) 08 aso E) 
(B) 


Las + son también conocidas, puesto que nosotros las es- 
tablecemos á voluntad. De modo que en los cuadros (4”) y 
(B) las funciones « y 4 son conocidas. | | 

Las primeras, porque son las integrales que conocidas se 
suponen. 

Las segundas, porque las establecemos á voluntad. 

Y sólo agregaremos que á las funciones «4 les ponemos 
los subíndices + 1 ..... n, sólo por razones de orden y si: 
metría. 

Por lo demás, que podemos establecer los cuadros (A”) y 
(B), es evidente, porque esto sólo supone un cambio de va- 
riables independientes; en número f eran las x y en nú- 
mero n son las y. Independientes eran las primeras é inde- 
pendientes son las segundas, con los mismos grados de li- 
bertad, por decirlo de este modo. 

Tomando arbitrariamente las x en los cuadros (4”) y (B), 
las y quedan determinadas y recíprocamente. 

Efectuemos ahora el cambio de variables sustituyendo en 
la ecuación X (2) =0, ó sea en 


las nuevas variables 


Yi) Ya eo... Vhs Yk+t 0. Jp- 


A 


Para ello observemos, que una integral cualquiera de la 
ecuación diferencial X (2) = 0, que siempre la representa- 
mos por z, es una función de X,, Xa ..... Xn que puede ex- 
presarse así: : 


O (E A EG) 


Si ahora, por medio de las ecuaciones (4') y (B), des- 
pejamos Xy, Xo ..... Xx» en función de las nuevas variables 
Yi) Ya «Jn, y Sustituímos estos valores de las x en la fun- 
ción «, una integral cualquiera de la ecuación diferencial pro- 
puesta, vendrá expresada en función de las nuevas varia- 
bles y, y podrá escribirse: 


2 =P (91, Yo ..... Yk> Y 1 ==“ Y nm), 


en que f representará la nueva forma de la integral, y en 
que, para mayor claridad, expresamos dónde acaban y dón- 
de empiezan las variables de los cuadros (4”) y (B). 

Sustituyamos este valor de z en la ecuación diferencial 
X (2) =0, ó sea en 


Y como la z, en su último valor, está expresada en función 
de las y por la función $, y las y, á su vez, están expresa- 
das en función de las x, en los cuadros (A”) y (B), tendremos 
que aplicar el principio de la diferenciación de funciones 
compuestas y de funciones de funciones, y hallaremos, suce- 
sivamente, poniendo enfrente de cada derivada de z su co- 
eficiente X: 


X 0Z PEN op 9yy op Ys aL ela op oYk 
Da Xy 9Y, 9X, Y, 9X; Ñ DY 9; 
08 DYe+y1 9 9yxg 


7 e A 
0X> 0Y, 9Xz 0Y9 9Xz 0Yg 0X> 

a 9 Via A Ae 98 Y, 

Y k+ 1 9Xz Y, OXa 
qe 22 o e eS 
Xy 9, 9Xy Y, Xp Vx Xy 

aL of Y k+1 op 9), 

Yk+ 1 Xy Y e Xy 


Multiplicando ahora la primera por X,, la segunda por X, 
y así sucesivamente, y la última por X,, que por eso hemos 
escrito dichas cantidades al margen, y sumando, habremos 
hecho una operación equivalente á sustituir las derivadas 
de z con relación á x, del primer miembro en la ecuación di- 
ferencial X (2) =0, por las derivadas de z con relación á y. 

La suma de todos los primeros miembros del grupo ante- 
rior será, en efecto, 


Xy 


o 


Xy DS, JS 


que es evidentemente igual á cero, porque suponemos que z 
es una integral. 

En el segundo miembro, la suma de los términos que for- 
man la primera columna dará este resultado: 


298 2 lo) Po) e) Po) 
Ka 1 Yi al Xx B Y; =L. e a ? Yi 
9y, 9Xy 9Y, 9X, 9Y, 9Xz 
, OS 
ó sacando el factor común 
9, 
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y aplicando al paréntesis la notación abreviada, que antes 
explicábamos, y recordando que la X no es mas que símbo- 
lo de operaciones, precisamente de las que están expresadas 
en el paréntesis, tendremos para la suma de los términos de 
la primera columna: 


6 
A 


1 


Y como podemos repetir otro tanto respecto á las demás 
columnas, que son análogas á la primera, sólo que en vez 
des y entran enellas Yo... Ve Ve e os Ya) ODtendtemos 
para la suma total: 


dl 


XX) EX OO 


Al X (Ve + 1) 


k+1 


Ahora bien; los coeficientes de los k primeros términos 
son iguales á cero, puesto que y,, )>..... Yx SON, por hipó- 
tesis, integrales de la ecuación diferencial X (2) = 0: son 
en efecto los k valores conocidos de z. 

De modo que: 


X(Y1) =0, X (12) =0..... X (ve) =0, 


con lo cual la ecuación quedará reducida á los últimos tér- 
minos, desde el término que corresponde á yg, hasta el 
que corresponde á y»: 


XOíe) dE 


de FX 0. (5) 


Esta es la ecuación que ahora debemos integrar: ff es la 
función; las derivadas de $ son de primer orden y se refie- 
ren á Yx +1 »<.-- Yn y entran bajo forma lineal. Por último, y 


O a 


esto es lo importante, no son en número rn, como en la pri- 
mera ecuación, sino en número n — k, de suerte que hemos 
simplificado aquélla. Hemos reducido una ecuación dlferen- 
cial lineal, homogénea, con n variables independientes, á 
otra con n — Kk; porque fíjense mis alumnos en que con las 
Vo ue y, no hay que contar, pues sus derivadas han 
desaparecido; para esta nueva integración: es como si fueran 
constantes. 

No debe olvidarse que variables independientes que en- 
tran en una ecuación diferencial sin que entre ninguna de- 
rivada con relación á ellas, deben considerarse como cons- 
tantes. 

Pero veamos si los coeficientes son funciones conocidas, 
es decir, de forma conocida. 

Fijémonos en el primero: lo que de él digamos podría- 
mos repetir de los restantes. 


X (Yx+1) 


hemos visto que tiene esta forma: 


9 9 9 
peo EL La y ER 1 ida ah q EOL (Y) 
3 IX) DE, > 


Pero X,, X3..... An son funciones de forma conocida en 
Xi, Xa..... Xp; son precisamente los datos. 

Por otra parte, yz , ,, que es una de las variables, que he- 
mos introducido, es una función de forma también conocida, 
puesto que la hemos establecido nosotros, en valores de x,, 
Xg 0... Xp; es precisamente 0 yy 1 (Xy) Xz «ic. Xin ), COMO Pue- 
de verse en el cuadro (b). 

Luego su derivada con relación á x podrá obtenerse sin 
dificultad, y resultará una función de forma conocida en va- 
lores deco A 


o) 
En resumen: todo el coeficiente X, _— de la expre- 
X1 
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sión (Y) es una función de forma conocida de X,, Xo ..... Xp. 

Y por fin, como estas variables, según los cuadros(A”) y (B), 
se expresan en función de las y, podemos decir que todo el 
término X (y,,) es una función determinada y conocida 
de Y,, Ya»... Y que representaremos abreviadamente, y po- 
niendo el subíndice k + 1 para la simetría, por 


DAS oO leal Malo 


Y, en rigor, como para la integración, J,) Ya» ....- y¡no en- 
tran en juego, porque son variables independientes, que no 
afectan á ninguna derivada parcial, y deben considerarse 
como parámetros arbitrarios, pero constantes, en la nue- 
va ecuación diferencial, resulta que no han variado; sólo 
han variado Y g, 1 ..... J,,, los cuales afectan á derivadas de $. 

De modo que podemos prescindir de y,, Ya ..... Y x, Ó Me- 
jor dicho, podemos no especificar su existencia en (Y), la 
cual, para nosotros, tendrá esta forma: 


MEET Vs pdas: 0) 


ó abreviadamente 


Ves 


Repitiendo esto mismo para la nueva ecuación diferencial 
reducida ($), resultará: 


que es la ecuación diferencial que debemos integrar ahora y 
que tiene la misma forma que la primitiva. 

La que allí llamábamos z aquí la llamamos f, y la z se re- 
fería á todas las integrales, y la $ sólo á las que quedan por 
determinar. 
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Allí las variables independientes eran 


E ss al NEO /0s 


aquí son 


Yr 1) Yo 0». Y en número n—K. 


Allí los coeficientes los designábamos por X,, Xa ..... XA 
porque eran funciones de las variables independientes 
O is 

AquÍtlOS representamos por aia Y,,, porque 
son funciones de las variables independientes de este caso, 
ASEO US al raloy oso DY pe 

En suma: no hemos resuelto el problema, pero lo hemos 
simplificado, y si podemos integrar la ecuación ($) quedará 
resuelto por completo; pues si bien las integrales fP ven- 
drán en función de las y, las y por los cuadros (4”) y (B) se 
expresan en función de las x. 

Dijimos, que al integrar la ecuación (B) deben conside- 
rarse las y,, J» ..... Y, como constantes para la integración, 
y en esto no deben tener mis alumnos ni sombra de duda; 
por ejemplo: si z es función de x, y, la diferencial par- 


= 9 (x, y) de la cual se deduce 


Z E (Xx, y) 9x 


se integra como si la y fuera una constante y como si la úni- 
ca variable fuera x. Como que, al obtener dicha derivada 
parcial, se consideraba á y como constante, y esto es lo que 
sucede, en nuestro Caso, COn J,, Ya ..... Yk: 

Terminaremos estos recuerdos de teorías elementales, que 
deben conocer mis alumnos, con la proposición recíproca de 
la que antes establecimos. 


, 92 
ena. == 
9X 
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Hemos dicho que la solución de una ecuación diferencia 
lineal homogénea de primer orden cuyo tipo es 


y la solución de un sistema de ecuaciones diferenciales li- 
neales ordinarias, que también pueden llamarse simultáneas, 
del tipo 


ASS, a e 


E 0 (2) 
2 2 Dé 
siendo expresiones de forma idéntica las X de una y otra, 
ambas soluciones, repetimos, están enlazadas de modo, 
que hallar las integrales de la primera ecuación es hallar 
las integrales del segundo sistema, y recíprocamente. 

Y así, hemos visto en esta conferencia que, conociendo 
las n— 1 integrales «a = a del sistema de ecuaciones dife- 
renciales, queda integrada la ecuación en diferenciales par- 
ciales primitiva. 

Y que aunque no se integre el último sistema por com- 
pleto, si se conocen algunas de sus integrales, se simplifica- 
rá notablemente la ecuación diferencial primera. 

Y ahora, como acabamos de indicar, vamos á demostrar 
las proposiciones recíprocas por el que hemos llamado 

Teorema recíproco. - Supongamos que se conoce una in- 
tegral 


de la ecuación X (7) = 0; pues, en este caso, la ecuación 
e) (Eo Xo o...» E) = a, 


en que a es una constante arbitraria, será una integral del 
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (2). 


a 


En efecto; puesto que 6 es una solución en la ecuación (1), 
tendremos la identidad 


Mas pata que deci ca sea ina intesralael 
sistema (2), la que llamábamos en otras conferencias una in- 
tegral primera, es necesario y suficiente que, diferenciándo- 
la, esta diferencial sea satisfecha por las enuaciones (2). 

Diferenciándola, pues, tendremos: 


96 96 96 


puesto que la diferencial del segundo miembro, que es 
constante, es igual á cero. | 

Y sustituyendo, en vez de dx,, dXz ..... AX, las cantida- 
des proporcionales X,, X» ..... X,, resultará: 


96 90 90 
2 Ar 


9X; OX> Xp 


que, como hemos visto antes, es una identidad. 
Si hemos resuelto la ecuación primera por completo, y no 
sólo conocemos una integral 0, sino n — 1 integrales 


£= QU, £ —= 0) 00000 2 = Un -1 


el sistema (2) de ecuaciones diferenciales quedará resuelto 
por completo por el sistema de ecuaciones 


Oy (53% Xa corsa 2) — (> Ag (Cra Xa eo... 2) = Aa o... 


Eo espa ae) == Do Lo 
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Esto ya lo sabíamos: lo hemos repetido para enlazarlo 
con lo que sigue, completando la relación entre (1) y (2). 
Así por último: si hubiéramos simplificado la ecuación (1) 
poniéndola bajo la forma que antes vimos, - 


YE CA Po... añ Y, ——=0, 


habríamos también simplificado el sistema (2), que se re- 
duciría al sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias con 
n — k variables independientes: 


DY ko, 1 o EP AY 


Vez Yo. Y, 


Queda, pues, en evidencia, la relación íntima, pudiéra- 
mos decir, que existe entre las ecuaciones (1) y (2), que vie- 
nen á constituir un problema único. 

En la conferencia próxima recordaremos la teoría del mul- 
tiplicador de Jacobi; teorías todas estas, elementales, pero 
que creo conveniente resumir para que no encontremos 
tropiezos de cálculo en nuestras conferencias de Física Ma- 
temática. 
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VIII. — Algunas consideraciones sobre el cálculo del 
número de isómeros de posición en las moléculas 
Orgánicas. 


(Conclusión.) 


POR JosÉ GIRAL PEREIRA. 


Tercera sección. Derivados de la cadena normal median - 
te una trifurcación. — Para que puedan existir isómeros de 
esta sección es necesario que la cadena normal tenga, por lo 
menos, tres átomos de carbono, ó sea que nr valga cinco, en 
cuyo caso se presentará un solo isómero: 


| 
e o 
| 


CH. 


Si la cadena normal tiene cuatro átomos de carbono, ó sea 
si n vale seis, tampoco se presentará mas que un isómero: 


porque la posición 2” es simétrica de la 2. 
Si la cadena normal tiene cinco átomos de carbono y, por 
lo tanto, n vale siete, se presentarán dos isómeros: 


CH, 
| E : 
CH. —C-UC0H CHA. 


(lab == 


o 
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O 
| 
En 00- CH, (CH: 


| 
CH; 3-3 


Si n vale ocho, tendrá la cadena normal seis átomos de 
carbono, y también se presentarán dos isómeros: 


CH 
| 
cae CA CH Ca. 


| 
CH oo 


(Ej 
| 
E O Aa e O E LO 


| 
CH, q 


Si n vale nueve, tendrá la cadena normal siete átomos de 
carbono, y se presentarán tres isómeros: 


ak 


[a a 
CA ete CUCA CH, 

| : 

CH, do 


CH, 
| 


CM 6H CAE En — CH, 
| 
CH, qe 
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Ch, — 6H, 0H. O OA Ca 
| 
E q 


y lo mismo sucederá si n vale diez: 


CH, 
aa y E 
CH CCA CH Ca CUE Gu Ona 
| 
CH, pao, 


CH, 
| | : | 
CH. —.CH, CEA CH ON 


a) 


l 
CH, SS 


CEL 
| 
CH, — CH, — CH, — Cu CH, — CH, CH) CH; 


| 
CH, AA 


y continuando por el mismo peo tendremos la 
tabla de valores siguientes: 


N 


Z 
a] 


do 
OO 0 == O) Ol 
SASTASANS 
-— 
> 
Dd) Dd) UO1 Ol q 
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en la que fácilmente salta á la vista la relación que liga n á l, 
y que es la siguiente: 


MAS . DA - 
O sin es par Ó a si 1 es impar. 


La deducción de estas fórmulas puede efectuarse partiendo 
de las establecidas para los isómeros de la primera sec- 
ción 


avión! 


y teniendo en cuenta que los de la sección que nos ocupa 
se originan y desarrollan del mismo modo, pero con un 
átomo menos de carbono en la cadena normal (que tiene la 
segunda cadena lateral), y resultará entonces que las fór- 
mulas aplicables anteriores se transtormarán en las si- 
guientes: 


A O es 


2 


(n—1)-—2 a=3 . 
== —Á = —— sin es impar. 
2 
Cuarta sección. Derivados de la cadena normal median- 
te tres bifurcaciones. — No podrán presentarse isómeros para 


un valor de 1 menor que ocho; si n = 8, no podrá haber más 
de un isómero: 


OE — 64) CH) — CH) CH. 


| | | 
CH, CH, CH, AS Eo 
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Si n vale nueve, la cadena normal tendrá seis átomos de 
carbono, y se presentarán dos isómeros: 


CH. 0H CH CH CA EH 
| | 
CH, CHACH. ete 


CH, ACA caca A 


| | | 
CH, CH, CH... 2 So 


Si n vale diez, la cadena normal tendrá siete átomos de 
carbono, y se presentarán seis isómeros: 


CH CH CACA EACH CHN 
| | | 
CH. GH CH o A 


CH. HS CH E CACA. 0 AA 


| | | 
Cll. Cll. CH, JA 


CH, CH CHE CH, En Ca A 


| | | 
CHINCH. 19 So CAL 


CH, CHA Ca CA e e 


| | | 
CH, CH, CH, pea: 


CH. CH GA CHLOE cl 
| | | | 
GE CHECA CHA o 


1 


CH. — CH CA O e O EA 


| | | 
CH, (CH, CH; e 
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Estos isómeros pueden deducirse de las combinaciones 
ternarias hechas con siete elementos suprimiendo las simé- 
tricas: 


E A a a SO: 
A aos 
DANS O e A 


e a A 
A 
DE o 


Continuando del mismo modo, se tendrá la tabla siguiente: 


N I T N I de N I Tr 
Sra 1 

2 4 

10 6  10fquedesdoblare- 8 1 11 0.) 4 
11 10  20| mosparalamás| 10 6 10/17 10 20 
ISO Macilcompara= 2 ON Sa 


151287 156 ción en las dos / 14 A SA 
14 44 84) siguientes: (0 ES 109, 


Y asi veremos que las fórmulas que relacionan n con l serán: 


pe MU O O y 
E si n es impar 


n — 5) (n — 6) (n — — 6)... 
== o O 0) e P100 10) si n es par. 
RCA NE 
Quinta sección. Derivando de la cadena normal median- 
te una trifurcación y una bifurcación. — Hacemos caso omi- 
so del método seguido para la deducción de la fórmula, pues 


REV. ACAD. DE CIENCIAS. — XII. —Octubre, T913. Tr 


Saja qe 


es el mismo que el seguido en casos anteriores, y encontra- 
remos que i 


pos WOW) 


a ya sea n par ó impar. 


Sexta sección. Derivando de la cadena normal mediante 
cuatro bifurcaciones. — Siguiendo el método ya dicho, en- 
contraremos: 


10) a) a) e 8) 
DS A 


PLE si 11 es impar 


A a nes par. 
DIO A 


De! mismo modo, y por idéntico procedimiento, iríamos 
derivando todos los isómeros de las demás secciones, y 
cuyo desarrollo omitimos porque es pura repetición de lo 
ya expuesto y no presenta ninguna dificultad. 

Segundo subgrupo. Caracterizado porque las cadenas 
laterales son grupos más complejos que CH. 

Este segundo subgrupo puede dividirse en las mismas 
secciones que el primero, y el cálculo de isómeros será 
idéntico, atendiendo á las consideraciones referentes á él 
que expusimos en el lugar correspondiente. 

Si existe una sola cadena lateral de h (ya sabemos que h 


ha de ser < ER que aa a átomos de carbono, la cade- 


na normal tendrá n— h átomos de carbono y n—h— 2, sus- 
ceptibles de ser puntos de engarce de la lateral. No se pre- 
sentarán isómeros con una sola cadena lateral para un valor 
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de n menor de siete, en cuyo caso se presentará un solo 
j¡sóÓmero: 


CH, A Ché a CH FEA (lol E ak. 
| 
CH, 


CH, 


[a] 


Si n vale ocho, se presentará un solo isómero: 


CACA ca CH CH CH. 


Si n vale nueve, se presentarán dos isómeros: 


Sul SE Ch Paya CH a CH, NE ab O Sot ES Eak 


Sin vale diez, se presentarán tres isómeros: 

Arch CH. CH CH CH. CH. 
Ch. / 

CH, 


So. CHA CH 0H) OH. CH), CH, 
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Si n vale once, se presentarán cuatro isómeros: 


caca o A o 


CH, CH, CH. + CH CH. CH Acad 


A al a 0, — 0%, 


CH 


y así sucesivamente se tendrá que el número de isómeros de 
esta categoría será l = n — 7. 

Si las cadenas laterales son dos, podrá suceder que una 
de ellas sea un grupo CH, y la otra un grupo más comple- 
jo, ó que las dos sean grupos homólogos superiores del CH.. 
En el primer caso se deducirán los isómeros aplicando la 
tórmula que acabamos de hallar para los anteriores y sus- 
tituyendo n por n— 1 (por el átomo de carbono que forma 
la otra cadena), y se tendrá (n — 1) — 7 = (n — 8), y ha- 
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ciendo ahora emigrar la otra cadena (monocarbonada) por 
los (1n—1) —3—h=mnm - h— 4) lugares de engarce que 
originará n — h — 4 isómeros por cada uno de los n— 8 
anteriores, ó sea, en total, Il = (n — 8) (n — h — 4) para los 
de esta sección. Si las dos cadenas laterales son grupos más 
complejos que el CH,, sabemos que el número de átomos de 
carbono de cada una podrá variar según el punto en que se 
engarce, pero sin pasar del valor máximo correspondiente á 
la mitad del número n de átomos de carbono (ó de este nú- 
mero menos — 1), que tenga la cadena normal de la cual 
derive. Importa, por lo tanto, derivar los isómeros con arre- 
elo á la longitud de esta cadena normal, la cual tendría que 
tener seis carbonos para que haya isómeros, que serán en 
número de uno y que corresponderá al valor diez de 7. 


CH0H. ea Oui EACH! 


CH; | 

No pueden existir más isómeros de la clase del presente, 
porque teniendo la cadena normal seis átomos de carbono, 
las laterales no pueden tener más de dos, y tampoco menos, 
porque entrarían en el caso antes considerado. 

Si la cadena normal tiene siete átomos de carbono, se 
presentarán dos isómeros correspondiendo á n =11: 


A a ape CH CH CH CH, 


A On OH 00H. 


Fo) 
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y un isómero correspondiente á n = 12: 
CH, — CH, — CH — CH — CH, — CH, — CH; 
Ch, Ch, 


| | 
| 
CH; 


o 


y así sucesivamente iríamos derivando los demás isómeros 
para valores superiores de 7. 

Fácilmente se comprende el método que debe seguirse 
para determinarlos; las únicas posiciones de engarce son 
n —8 átomos de carbono, como máximo, porque las cade- 
nas laterales han de tener, por lo menos, dos (y, por lo tan- 
to, siendo dos estas cadenas, 2 <2 = 4), y de la normal, 
los dos pares de átomos de carbono extremos no originan 
por sustitución de su hidrógeno hidrocarburos de esta clase. 
El caso se reduce al de los carburos del segundo grupo, pri-- 
mer subgrupo, segunda sección, si las dos cadenas laterales 
“son iguales, y serán aplicables las fórmulas de allí; pero sus- 
tituyendo n por n — 4 (puesto que allí había dos átomos más 
de carbono en la cadena normal y dos menos en las latera- 
les), tendremos: 


(1 AS) O 


sivies mar a dl 
4 4 
y 
PSA JE 2 ONO 
SÓ ) A si nes impar. 


Una vez obtenidos estos isómeros, se destaca un átomo 
de carbono de la cadena normal (que quedará ahora con 
n — 9 puntos de engarce) y se le añade á una de las latera- 
les (que tendrá con esto tres átomos de carbono), y la late- 
ral aumentada no podrá ocupar mas que n— 11 posiciones, 


y la antigua n — 9; luego el número de isómeros de esta 
especie será i 

(n — 9) (n — 11) 

TOTO 


Destácase ahora otro átomo de carbono de la cadena nor- 
mal (que quedará con n — 10 puntos de engarce) y se le 
añade primero á la cadena lateral menos carbonada (con lo 
que se iguala con la otra) y luego á la más carbonada; en 
el primer caso se obtendrán un número de isómeros dado 
por las fórmulas conocidas 


(n — 10)? 


(n — 9) (n — 11) .. 
e Ses par iiayo o si n es impar. 


A 


En el segundo caso, la cadena larga (que tiene cuatro áto- 
mos de carbono) no puede ocupar mas que n — 14 posicio- 
nes, y la cadena corta podrá ocupar n — 10, y el número de 
isómeros será 


(O) 
o 


Si se destaca un nuevo átomo de carbono podrán hacerse 
los mismos razonamientos y deducir fórmulas análogas has- 
ta llegar á un límite en que la cadena normal tenga sola- 
mente el duplo de átomos de carbono que la lateral más 
larga. 


Grupo tercero. 


Los isómeros de esta sección se cacularán exactamente 
lo mismo que los anteriores, aplicando las consideraciones 
ya expuestas á las cadenas laterales. Así, por ejemplo, si 
existe una sola cadena lateral ramificada, el número total de 


, - SANS 
atomos de carbono que contenga será menor que ER si 7 


OS 


es par, ó que si n es impar. Los isómeros que origina 


dependerán de la posición de la cadena con respecto á la 
normal, y de la posición de sus ramificaciones con respecto 
á ella; los isómeros dependientes de su posición Ó engarce 
en la normal serán los mismos que si la cadena no fuera ra- 
mificada, y vendrán dados por la fórmula 1 =n — 7, y los 
isómeros dependientes de la posición de las ramificaciones 
en dicha cadena lateral vendrán dados por las fórmulas de- 
ducidas para el segundo grupo, primer subgrupo. Multipli- 
cando ahora las dos clases de isómeros se tendrá el total, 
para el caso en que haya una sola cadena lateral ramificada. 
Si existen varias de éstas, se deducirán de análogo modo sis 
isómeros, teniendo en cuenta que siempre han de venir da- 
dos por estos tres factores: número de isómeros originados 
por la naturaleza y posición de las ramificaciones en estas 
cadenas laterales y número de estas cadenas laterales. 


P. — Hidrocarburos con ramificaciones de p ésimo orden. 


Generalizando lo dicho anteriormente, se deducirán los 
isómeros de este erupo teniendo en cuenta el número de 
átomos de carbono de la cadena normal, las posiciones ocu- 
pables en ella, el número y naturaleza de las cadenas latera- 
les y sus ramificaciones. Si la cadena normal tiene p átomos 
de carbono, las laterales tendrán entre todas n — p; en la 
normal habrá, á lo sumo, p — 2 puntos de engarce, que 
podran ser ocupados por una sola cadena, por dos ..... por 
Pp — 2; si son ocupados por una sola cadena, ésta podrá te- 
ner p — 2 posiciones; si son ocupados por dos cadenas, po- 
drán éstas ocupar p — 2, p — 3 posiciones, y en general, el 
número de posiciones vendrá dado por el número combi- 
natorio con repetición, cuya base es p —2 y Cuyo índice es 
necesariamente 1 -2-3-.... p —2 Representando éste por 


=2 


— n SUZDP 
REA DADOS 0 
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la suma de posiciones ocupables, tendremos: 


Sa A REÍ E RC3).05 E AS LO: REM 


== 0 : 
MRS) Mes aa 2002. HE 
ANA EA 
(p=2  p= 3! 


A cada grupo de posiciones ocupables corresponderá, en 
primer lugar, tantos isómeros como combinaciones del mis- 
mo orden que en el grupo de posiciones puedan hacerse con 
los n - p átomos de carbono que tienen las cadenas latera- 
les; á cada isómero de éstos corresponderá tantos como en- 
eendre las ramificaciones de sus cadenas laterales multipli- 
cado por el número de éstas, y así sucesivamente. Obten- 
dríamos así una suma de productos de factores óÓ, mejor, 
una suma de productos de factoriales que nos expresaría el 
número de isómeros de orden p ésimo en función de n y 
de p; no habría mas que ir dando valores á estas variables 
para obtener los isómeros buscados. De aquí deducimos que, 
siguiendo este orden lógico para la deducción de isómeros, 
la fórmula que los exprese será un polinomio de grado p—2, 
á lo sumo, y de gran complicación, por lo tanto. 


IV.—Cálculo del número de isómeros-alcoholes en los casos 
sencillos (*). 


El número total de alcoholes depende del número de isó- 
meros carburos, y la variedad del alcohol, del número y po- 
sición de los eslabones CH,, CH,, CH. Para los carburos 
seguiremos la clasificación anterior, y dentro de cada grupo 
calcularemos el número de alcoholes de cada variedad que 
origine. 


(*) A,= alcohol primario (número de isómeros), Á, secundario, 
y A, terciarios. 
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Primer grupo. Alcoholes de cadena normal rectilínea. — 
Ya sabemos que no puede haber mas que un solo carburo de 
este grupo para cada valor de 7. 

Como no tienen estos carburos mas que grupos CH, 
y CH,, no podrán derivar de ellos alcoholes terciarios, y sólo 
habrá primarios y secundarios. Cada carburo de éstos tiene 
dos átomos de carbono primarios (CH), que son los extre- 
mos de la cadena, que podrán transformarse en grupo alcohol 
primario, pero no originando mas que un solo isómero, port- 
que los dos grupos CH; ocupan posición simétrica en la 
molécula. Cada carburo de este grupo tiene n — 2 átomos 
de carbono secundarios (grupos CH,), que son dos á dos si- 
métricos; de manera que transformados en grupo alcohol 


MERA Al 
(si n es par) ó 


engendrarán (si n es impar) isó- 


meros alcoholes secundarios. 
Por lo tanto, para cada valor de n habrá un alcohol (mo- 


2. n— 


nol) primario y E Ó alcoholes secundarios de ca- 


dena normal. 
Segundo grupo. Alcoholes de cadena con ramificaciones 
de primer orden: primer subgrupo con cadenas laterales mo- 
nocarbonadas. 
Primera sección. Cadena derivando de la normal me- 
a 


Da 
si 
a 


diante una bifurcación. — Como cada uno de los 


: A AR 
n es impar) Ó 


(si n es par) isómeros-carburos tiene 


tres átomos de carbono primario podrá engendrar tres al- 
coholes primarios, excepto aquel isómero que tenga la cade- 
na lateral en el carbono número 2 de la normal, que no en- 
gendrará mas que dos isómeros, y si n es par, aquel otro que 
tenga la cadena lateral en el átomo de carbono central de la 
cadena normal, que tampoco engendrará mas que dos isó- 
meros alcoholes primarios, en lugar de tres. Tendremos, por 
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lo tanto, que el A p, número de isómeros alcoholes prima- 
rios de este grupo vendrá dado por las fórmulas: 


== 5 3n= 11 
Ap = — 1 =————= si n es impar 
p ( > ) > p 


a es par. 


—3 


- n—2 ee 
Ó carburos-isóme- 


n 
Como cada uno de los 


ros tiene n—4 átomos de carbono secundarios, suponien- 
do fija la cadena lateral podemos hacer emigrar el grupo a'- 
cohólico secundario por las demás posiciones, sin que haya 
inversiones, y tendremos los isómeros. Así, para n = 8, que 
el carburo 


CH, TEN CH ART CH, EA CHE CH, CH, CH, 
| 
CH, | 
engendrará cuatro isómeros alcoholes (2 — 3, 2 — 4,2—3 
y 2 — 2'); el carburo 


O CH. CH CH, 0H, ¡0H CHs 


| 
CE, 


engendrará tresisómeros alcoholes secundarios (34, 3 — 3' 
y 3— 2”); el carburo 


A a OE. CH, 
| | 
CH, 


engendrará un isómero (3 — 2”), resultará un total de isó- 
meros alcoholes secundarios A,=1 +2+3 - 4; y gene- 
ralizando el número de alcoholes secundarios de esta sección, 
vendrá dado por la fórmula general: 


O 


A A A an 4 


0 a ya sea n par ó impar. 


El número de alcoholes terciarios será fácil de calcular; 
serán tantos como isómeros-carburos de esta sección haya, 
porque cada uno tiene solamente un átomo de carbono ter- 
ciario; vendrán, por lo tanto, representados por las fórmulas: 


== E ES pario si n es impar. 

Segunda sección. Derivados de la cadena normal me- 
diante dos bifurcaciones. — Calculemos prácticamente el nú- 
mero de alcoholes primarios que engendran, y tendremos 
que n tendrá que valer, por lo menos, seis; si vale este nú- 
mero, habrá un solo isómero: 


CHO OS 
Ce 


Si n vale ocho, los carburos generadores serán: 


» r 
pl 3 2 


CH. ¡CHE CH AE AA 
| | 
CH, CH, NS 


CH. 00H = 0H OH Ce Oh: 
| | 
CH, CH, pa 


CH, = CH CH CHA CA CHA 


| | 
CH) os CH, 


CH. CH CHE CAC oO 


| | 
Cho Ca 
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1 2 3 a Y L 

LE | 
y fácilmente se ve que el primero, segundo y quinto en- 
gendrarán cada uno tres isómeros alcoh es primarios, el 
segundo engendra dos, y el tercero uno sólo. Continuando 
dando valores á n, he encontrado para valores pares el si- 
guiente cuadro de isómeros alcoholes: 


P=0 ¡==8S 2 = 109 n= 12 
A = 1 3 3 S) 
3 3 3 
2 3 3 
1 3 3 
——— 4 3 
yd 4 3 
2) 1 
2 4 
1 4 
an 4 
Ap= 25 4 
2 
4 
4 
2 
Z 
Ap= 49 


en el que se ve fácilmente la relación que liga á n con Ap, 
y que es la siguiente: 


o 
iio creo eo 


+ (n:-6)+1=3n—18+ 2n—16 + n? —16n + 
(1 = 0 BS 01 
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si n es impar, por el mismo razonamiento obtendríamos la: 
siguiente serie de valores: 


n=1 n=9 == 18 
S) 3 3 3 
1 3 S) 3 
—— 3 3 3 
Av=4 1 3 3 
4 3 3 
a 1 3 
UNT 4 3 
Ap=16 A 1 
4 4 
zo 4 
4 4 
2 4 
———— 4 
Ap=36 2 
4 
A 
4 
2 
4 
e 


en las que se ve que n está ligado á Ap por la fórmula si- 
guiente: 


=D 


Ap=3| =0- y 


Calculemos ahora el número de isómeros alcoholes secun- 
darios. 

Siguiendo un método análogo á los anteriores se llega á 
los cuadros de valores siguientes: 


A vas 


am 
| 
(25) 
O 
00D 00D O0DODOooosoSa 


o 


> 1 
(7 
NS 

PSSS EAS ESSE AS 


A=1P 


en los que se ve las relaciones que ligan á n con As y que 
son para 1 par: 


| 
pd 
N 
00 


ON 


n 


ll a 


Es) (=3) 


= (n — 6) —_——_ + == a 


a +) 
) 


Za Ba 
ll LSO E) 
2 4 
y KZ + 
2(n—6 — 6) —6 -4 2 (n —6) — (n — 6) 
E os do e )_2(1 ar EN 
(A AO 
4 4 
AE UI IA AO 10) 
= z a 7 
O A O) ZO SA 
4 a 4 
CS O (1 4) (15) (10) 
4 4 : 


= (n —6) 


— 


si n es impar, se tendrá de análogo modo: 


A 1 2) - 


n— 1 


a 2 
2 + =2) ES 
oo) (n — 5) (n — 5) | (O 
4 2 > 
VS e e 11 == 129 
E + Mi. ALGO pee 


= (n — 6) 


SMS 


Calculemos, por último, el número de alcoholes terciarios; 
siguiendo análogos razonamientos, llegamos á las tablas de 
valores siguientes: 


1N= == 10) == 1:2 
2 2 O5<P2 
2 2 1 
1 2 
Ao a 1 1 
he == 6 2 MSN 
2 
1 1 
1 1 
Añ=10 ZO 
Y 
¡iz Y O an 
2 2 2 
1 2 2 
A 2 2 
rl 1 2 
2 2 
1 1 
A,= 0 > 
2 
1 
2 
1 
INE == | 


y se verá que las fórmulas correspondientes serán: 
A O o 2 


e 


2 
ná O 2 
_  (n —4) (n — 6) Ye Meteo e Ml 
Y 2 2 
HA nes par, 
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A 


y 
LE E n0 4452 
A 
= 5 == pa. —2= 
| 2 2 
A o O 
2 AN 2 2 
ME AO 
2 , 


es decir, la misma fórmula anterior, si n es impar. 

Tercera sección. Derivados de la cadena lateral median- 
te una trifurcación. — Calculando el número de alcoholes 
primarios por un procedimiento análogo y comparando los 
resultados obtenidos, se llega á las fórmulas siguientes: 


—1) 3n=21+8 
Ap 20 ac 
a 2 A 2 
3n— 13 . A 
= =————— si n es impar 
y 
a 


Para los alcoholes secundarios las fórmulas son: 


n—5 MERIDA ARO 

As = (n — 5) | —=— A NS A 

os E 
= (NM) = po EN ya sea n par Ó impar. 

2 2 

Los carburos de esta sección no engendran isómeros-al- 
coholes terciarios, porque no tienen grupos CH en su mo- 
lécula. 
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Del mismo modo, y siguiendo este orden metódico, po- 
drían calcularse los isómeros-alcoholes de las tres varieda- 
des derivando de los respectivos carburos. Nuestro objeto 
en este capítulo no era otro que señalar la marcha para con- 
seguirlo é indicar algunas fórmulas fáciles para los casos 
sencillos. 

Esta misma teoría, este mismo desarrollo y este mismo 
cálculo podrían aplicarse con ventaja para calcular los isó- 
meros de posición en todos los casos de funciones simples 
ó repetidas, homogéneas Ó mixtas. 


La isomería de posición como propiedad aditiva. 


Réstanos, para terminar este bosquejo, hacer algunas con- 
sideraciones fundamentales con todos los datos anteriores y 
relativos á la isomería que nos ocupa, como propiedad adi. 
tiva de las moléculas orgánicas y su representación gráfica. 

Bien es sabido que se entiende por propiedades aditivas 
de los cuerpos aquellas propiedades que, como dice Pozzi- 
Escot (*), son, en cierto modo, atómicas, es decir, que son 
inseparables de la masa de los átomos, independientes del 
fenómeno de la combinación química, y cuyo valor en un 
compuesto es el de los correspondientes á los cuerpos que 
entren á formarles. Realmente, sólo puede considerarse como 
propiedad aditiva absoluta el peso atómico de los cuerpos, 
pues con frecuencia el valor de la propiedad aditiva está in- 
iluenciado por otros correspondientes á propiedades consti- 
tutivas, concomitantes con la primera y que enmascaran su 
verdadero carácter, impidiendo averiguar su ley de variación 
en las series homólogas de cuerpos por lo difícil que es el 
discernimiento entre unas y otras de dichas propiedades. 

Tal sucede, á nuestro juicio, con el número de isómeros de 
posición en una molécula orgánica; es propiedad aditiva, 
puesto que cumple con las condiciones expresadas en la de- 


($) Traité elémentaire de Physico-Chimie. 
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finición antes expuesta, aun cuando su ley de variación sea 
irregular y no determinada; pero es, además, el número de 
isómeros una propiedad constitutiva de los cuerpos, puesto 
que depende de la constitución de su molécula, del agrupa- 
miento de los átomos que la integran, del cambio de afinid:- 
des y de energías en el complicado edificio molecular orgé- 
nico. De este doble carácter nace, sin duda, la dificultad de . 
relacionar el número de isómeros de posición con el número 
de átomos de carbono de la molécula orgánica en las series 
homólogas de los cuerpos; en efecto, se ve, observando los 
valores crecientes de n y de l en el cuadro primero que va 
al comienzo de esta Memoria, que existiendo una diferencia 
constante entre los valores sucesivos de n,no existe la misma 
constancia entre las diferencias de los valores de l; que esta 
diferencia va progresivamente aumentando sin ley hasta 
ahora conocida, y que esta diferencia es cero para los tres 
primeros valores de l. Veamos si algo de esto sucede con 
otras propiedades aditivas. Si comparamos los puntos de 
ebullición de los carburos saturados de una misma serie 
homóloga, observamos que las diferencias entre dos térmi- 
nos consecutivos no es constante, pero tiende hacia un va- 
lor límite é igual á 20” conforme aumenta el valor de n; en los 
hidrocarburos el valor de la isomería de posición presenta 
diferencias nc constantes, pero que van aumentando, aunque 
sin tender hacia un valor fijo, como én el caso anterior, si 
bien es muy probable que tiendan hacia un valor constante 
siempre comprendido entre las potencias sucesivas de dos y 
de tres. Como consecuencia de esta irregularidad en los in- 
crementos de l con relación á los de n, se deduce que no es 
posible relacionar ambas variables, por lo menos, de modo 
sencillo. La isomería de posición es, indudablemente, función 
de dos variables n é 1 y puede, por tanto, representarse por 
la expresión f (n, I) = 0, pero es una función implícita (aun- 
que muy probablemente sea racional, entera y algébrica) y, 
por lo tanto, es desconocida la relación que liga las varia- 
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bles. Esto mismo sucede en la mayoría de las propiedades 
aditivas, pues, salvo el calor de formación, la densidad es- 
pecífica y alguna otra de relaciones determinables y deter- 
minadas, de las demás sólo se sabe que son aditivas por las 
observaciones experimentales, pero sin que de los hechos 
puedan deducirse valores para la propiedad conforme 
aumenta la complejidad del compuesto. En la isomería de 
posición preséntase además la particularidad de que la pro- 
piedad, aun siendo aditiva, no se muestra como tal sino á 
partir del valor 3 para n; casos análogos encontramos tam- 
bién en otras propiedades aditivas. El peso específico y el 
volumen molecular en los alcoholes de una misma serie ho- 
móloga presentan anomalía algo parecida: el primer término 
se destaca siempre por romper la regularidad aditiva de la 
propiedad; el peso específico del metanol es mayor que el 
del etanol y va después aumentando á partir de este término; 
la diferencia del volumen molecular entre estos dos alcoho- 
les es de 17,7, y entre los demás términos de la serie oscila 
entre 16,3 y 16,4; y hasta en la misma serie baroatómica se 
destaca el hidrógeno, porque su introducción trastorna por 
completo el desarrollo armónico de ésta. Vemos, pues, que 
todas estas anomalías que presenta la serie que podemos 
llamar ¿somerométrica tienen parecizos en otras propieda- 
des aditivas. Lo obscuro, á nuestro entender, para dilucidar 
el verdadero carácter aditivo de esta propiedad, está en que 
ignoramos en qué proporción se la reparten los átomos de la 
molécula; no solamente desconocemos lo que aumenta el 
valor de la propiedad por la adición del grupo CH, para 
términos superiores á n= 13, sino que, aun conociéndolo 
para los primeros términos, no sabemos cuánto de esa varia- 
ción corresponde al carbono y cuánto á los dos hidrógenos; 
verdadera piedra de toque para el estudio completo de la 
propiedad en cuestión. Y si hacemos intervenir otros ele- 
mentos en la molécula, sólo sabemos que el aumento de un 
oxígeno alcohólico hace aumentar considerablemente (sin 
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que sepamos cuánto) el valor de la propiedad; pero ignora- 
mos en absoluto lo que suceda por la introducción de otros 
elementos. ; 

Y terminamos aquí consignando sólo á título de curiosi- 
dad, y porla ventaja que las representaciones gráficas poseen, 
que he construído la curva que marca la isomería de posi- 
ción en función de sus dos variables en sistema de coorde- 
nadas cartesianas ortogonales. El eje de las abcisas marca el 
número de átomos de carbono del hidrocarburo saturado 
(que para mayor comodidad está en escala de 10:1), y el de 
las ordenadas el número de isómeros. Fácilmente vi, por la 
forma de la curva, que ésta tiende á ser sensiblemente recta * 
para valores elevados de n; si tal predicción se cumpliese, se 
llegaría á la proporcionalidad entre los valores de n y de l y 
podría establecerse con exactitud la ley de variación de es- 
tas dos cantidades; es decir, podría llegarse á la resolución 
de la ecuación f(n, I) = 0, objeto principal de nuestras in- 
vestigaciones. 


Salamanca, Octubre 1912. 
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IX. —Sur les surfaces algébriques contenant un fais- 
ceau irrationnel de courbes hyperelliptiques de 
genre supérieue a deux. 


PAR LUCIEN GODEAUX. 


Les surfaces algébriques possédant un faisceau irrationnel 
de courbes hyperelliptiques ont fait l'objet, ces derniers 
temps, de plusieurs notes publiées par M. Rosenblatt et par 
moi. M. Rosenblatt a étudié les surfaces contenant un fais- 
ceau irrationnel de courbes de genre deux (*). J'ai publié 
tout d'abord une petite note sur la surface contenant un 
faisceau elliptique de courbes de genre deux et dont le 
systéme canonique est irréductible (**), surface que j'avais 
recontrée dans un travail antérieur (***), Ensuite, j'ai consi- 
déré les surfaces contenant un faisceau irrationnel de cour- 
bes hyperellitiques de genre trois (****). Dans ce travail, je 
vais étudier les surfaces contenant un faisceau irrationnel de 
courbes hyperelliptiques de genre quelconque, supérieur á 
deux, et dont le systéme canonique est irréductible et au 
moins simplement infini. Précisément, j'établirai le théoreme 
suivant: 

Sí une surface algébrique de genres géometrique et linéaire 
supérieurs 4 un et dont le systéme canonique est irréductible, 


($) Sur les surfaces alsébriques qui possedent un faisceau irration- 
nel de courbes de genre deux. Prac. Matematyczno-Fizyenyck. 1913. 
Vol. XXVI. 

(+) Sur les surfaces algébriques possédant un faisceau elliptique 
de courbes de genre deux. Mathem. Annalen. 1913. Bd. LXXIV. 

(e) Sur les surfaces algébriques dont les courbes canoniques 
sont elliptiques doubles. Mathem. Annalen. 1912. Bd. LXXII. 

E) Sur les surfaces possédant un faisceau irrationnel de cour- 
bes hyperelliptiques de genre troís. Comptes-Rendus de la Société des 
Sciences de Bohéme. 1913 
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posséde un faisceau de genre p'>>0 ae courbes hyperellipti- 
ques de genre p > 2, ses genres géométrique, arithmétique 
et linéaire ont respectivement les valeurs 


1 , 
Pee => 11) ==, 


1 14 
pa 
2 2 1 a 1 le 
y et x étant des entiers positifs satisfaisant aux inégalités 


0S y Sp, 
(o —3)x > (p—6)(p" — 1) + y. 


De plus, x est pair si p est impair. Chaque courbe cano- 
nique contient une involution «d'ordre deux et de genre 


¡D =+ 7 (0-2: 


On a démontré depuis longtemps que seules les courbes 
hyperelliptiques ont la série canonique composée avec une 
involution. La méme question, pour les surfaces, n'a pas 
encore été abordée. Les seules surfaces connues, dont le 
systéme canonique est composé avec une involution, sont 
les surfaces étudiées dans ce travail, celles qui possedent un 
faisceau irrationnel de courbes de genre deux, les plans 
doubles, et la surface représentant les couples de points 
d'une courbe de genre trois. Sont-ce les seules? C'est lá une 
question quí reste en suspens. 

1. — Soit F une surface algébrique satisfaisant aux con- 
ditions suivantes. 

a) ses genres géométrique py et linéaire pY sont supé- 
rieurs á un, 

b) son systéme canonique est irréductible, 

c) elle est dépourvue de courbes exceptionnelles. 
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d) elle posséde un faisceau |C/ de genre p'>0 de cour- 
bes irréductibles hyperelliptiques C de genre p>2. 

Sur chaque courbe C il existe donc par hypothése une 
série linéaire y a d'ordre deux et de rang un. Ces oo ! y , dé- 
terminent, sur F, une involution /, Soit F” une surface re- 
présentative de cette involution, c*est-á-dire une surface dont 
les points et les couples de /, se correspondent un á un. 

A une courbe C correspond, sur F*, une courbe rationnelle 
C? qui engendre un faisceau |¡C|, de genre p', en corres- 
. pondance birationnelle avec 10”). La surface F possédant 
' un faisceau de courbes rationnelles, peut étre ramenée, par 
une transformation birationnelle, á une réglée de genre p' (*). 
Les genres géométrique, arithmétique et l'invariant de Cas- 
telnuovo-Enriques de F” ont donc respectivement pour 
valeur p ¿=0,p O SI 

Soit |L| le systéme canonique (irréductible) de F, C' une 
courbe adjointe a (C |. De linégalité fondamentale d'adjonc- 
tion 

CONOS 


on déduit que (/C, étant de degré zéro) les courbes ca- 
noniques de F rencontrent une courbe C en des groupes ca- 
noniques, c'est-4-dire en des groupes composés de p — 1 
eroupes de la y á appartenant a cette C. 

Les courbes C découpent donc, sur une courbe £, une in- 
volution d'ordre 2 p — 2 et de genre p”, dont chaque groupe 
est composé de p — 1 couples de /,. Par conséquent /, dé- 
termine sur une courbe £, une involution y”, d'ordre deux 
et d'un certain genre <p”. A une courbe L correspondra 
donc sur la surface F% une courbe L% de genre T. Cette 
courbe recontrera une courbe C% en p — 1 points et elle en- 


(+) ENRIQUES. Sopra le superficie algebriche che contengono un 
fascio di curve razionali. Mathem. Annalen. 1899. Bd. LII. 
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gendrera un systéme linéaire de degré > (pO _ 1) de genre r 
et de dimension p¿ — 1, correspondant au systéme cano- 
nique de F. On aura 7 > 1, car les surfaces pour lesquelles 
7 =l ont été déterminées dans mon travail déja cité; aucu- 
ne ne posséde un faisceau irrationnel de courbes hyperellip- 
tiques de genre supérieur á deux. 

Le théoréme de Riemann-Roch, appliqué au systéme [L0], 
donne une premiére inégalité 

al 

D'autre part, les C% découpent sur une involution y”p — 1 
dWordre p— 1 et de genre p'. Cette involutíon possede, 
d'apres la formule de Zeuthen, 2 (7—1)—2 (p—1) (p'—-1) 
coincidences. Ce nombre est certainement supérieur á zéro, 
car, sans nuire á la généralité, on peut prendre une L0 
touchant une C*%. On a done une deuxiéme inégalité. 


A 


2.—Entre les surfaces F0, F, nous avons par construction, 
une correspondance (1, 2). Cette correspondance possede, 
sur F%, une certaine courbe de diramation D dont on peut 
aisément obtenir une expression fonctionnelle. 

Nous savons tout d'abord que le nombre-base d'une 
surface réglée (ou référable á une réglée) est égal á deux (*), 
D'autre part, une courbe C/ étant de degré zéro, une cout- 
Denbde degré > (p'"— 1), et ces deux courbes ayant en 
commun p — 1 points, elles sont indépendantes. En effet, 
on a 


0 p=1 


MPa, 
pr pp e 


(*) SEVER!. Sulla totalita delle curve algebriche tracciate sopra 
una superficie algebrica. Mathem. Annalen. 1906. Bd. LXII. 
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Ces courbes forment donc une base et on a une relation 
de la forme 


kD=KkK LY k” Co, (1) 


k, Kk, k” étant des entiers. 

Paur déterminer k' et k”, il suffit de considérer successi- 
ment les correspondances existant entre une C% et la C 
homologue, entre une L% et la L homologue. 

Denotons, suivant l'usage, par [4 B] le nombre de points 
communs á deux courbes A, Bb. De la relation fonctionnelle 
(1), on déduit 


INEA AE A NOSE 
c'est-á-dire, puisque [L% C] =p— 1,[C% C*] =0, 
k[DC*%]=(p—1)k 


La y , existant sur une courbe C possede 2 (p+1) points 
doubles, donc D recontre une courbe C* en 2(p+1) points* 
On aura donc 


[DC%]=2(p +1) 
et 


== LE 
Pal 


De (0, on déduit encore 
A E 
c'est-á-dire, puisque [L0L%] => (p” —1), 
[DL => (91) (0 —1)2". 


Considérons la correspondance existant entre une courbe 


MO 


LY et la courbe L homologue. On a, par la formule de 
Zeuthen, 


4(r—1)+[DLI =2(p"= 1). 


Moyennant les deux derniéres relations écrites et (2), on a 
by k —3 
pri al pe pl as (ql m| (3) 


Désignons respectivement par € et v le genre et le degré 
virtuels de D. De la relation (1), on déduit 


k(E=1)= (=D) + 3: (k—D).>(p —1) 35 k(k—1)+ 
| +KKk"(p—1)—k”, 
y == DR 


Au moyen des formules (2) et (3), ces expressions de- 
viennent 


¿-1=2( mty EPA A A (4) 
2 (e y 
(0 Da 


3.— M. Severi a établi des formules liant les invariants 
de Castelnuovo-Enriques et les genres arithmétiques de 
deux surfaces en correspondance algébrique (*). Dans le 
cas actuel, ces formules s'écrivent 


v—=1—2(w0—1)=£-1+ ¿(2 2—v), (6) 
24(pa+ 1) —48(p7 +1)=6(E—1)+3(28-2—3). (7) 


(**) SEVERI. Sulle relazioni che legano i caratteri di due superficie. 
Rend. Ist. Lomb. 1903. s. 2. Vol. XXXVI. 
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Actuellement, on awv%=9—8p”, p; = —p'. La surface 
F étant dépourvue de courbes exceptionnelles, on a de plus 
O 

= 05 

Dans la formule (6), remplacons ¿ et v par leurs valeurs 
(4) et (5). O, obtient la relation 


2 al 


(01) 2 +4(9=1)-42=0. (8) 
(p—1D* Pa 
Substituons la valeur de p? —1 donnée par (8) dans les 
formules (4) et (5), nous obtenons 
7 PAD AO 
E el y, ed Ei as O) 
p=2 —2 
Ao A 1) e A) O) 
p=2 p=2 


4.—Remplacons, dans la formule (7), € et » par leurs va- 
leurs (9) et (10). On obtient 


pet o 
De = E e lol) (11) 


aa p—2 
D'apres le théoréme de MM. Castelnuovo, Enriques et 
Severi sur les intégrales de Picard de premiére espéce appar- 
tenant a une surface algébrique, la surface F posséde p — 
Pa de ces intégrales. p” de celles-ci sont constantes le long 
d'une courbe C, les autres donnent des intégrales abéliennes 
de premiére espeéce de cette courbe. On a donc 


PESXPe =P SPP: 


Posons P¿ = Pa + Pp" +, y satisfaisant á la double iné- 
galité O < y < p. 
En tenant compte de (11), on trouve 


P 2p?-3p,., 
= 2 = 11) = HH e] E 12 
2 0 (=—1) Ea MY 2) 
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5.—Supposons que | Lo| soit composé avec une involution 
d'ordre n. Considérons les L% ayant un point double en z 
points fixés á priori, Ces courbes auront en outre (n — 1) z 
points doubles fixés et seront donc de genre T7—11Z. Les C' 
marquent sur une de ces courbes une involution d'ordre 
p—1 et de genre p”, possédant d'aprés la formule de 
Zeuthen, 


plana 2 0 0D) (13) 


points doubles. Ce nombre est certainement positif, car on 
peut toujours prendre un £% touchant une C2. 

Si par suite nous prenons pour z une valeur ne rendant 
pas positive l'expression (13), il ne doit pas y avoir de cour- 
bes L? ayant z points doubles (et par conséquent nz) assig- 
nés. Pour cela, il suffira d'avoir 


P¿— 320, 


car p¿— 1 est la dimension de | Lo] 
En particulier, si nous prenons 


a (Dd) (Pido, 
nous devons avoir 
SS a A OL 
c'est-á-dire, á cause de (12), 
(Pp 093-691) (9 52) y 2 (p 321)" 018) 


6.—Reprenons l'expression (11) de p¿. Nous voyons que 
p(r=— 1) -2(p? —p— 1) (p' — 1) doit étre multiple de 
p=2.0Ona 


PAT UP SADA DB SD 2 A (mol 
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Pons done 
=—1=(p=1)+>(0=2)x, (15) 


x étant un entier qui est nécessairement pair si p est impair. 
Moyennant (15), les expression de Py, Pa, po deviennent 


Pe=3px—2p(p —1)+), 
Pa=>3px=(2p+1)(p—1)—1, 
Pp ==) = 0 => 00 ==) Sel 


L'inégalité (14) devient 
(OD 0 3) 
x est donc positif. 


Liége, le 10 Septembre 1913 


OZ 


X. — Estudio sobre los Triarilmetilos. 
(Continuación.) 
POR ANTONIO GARCÍA BANÚS 


La segunda hipótesis, según la cual debería producirse 
una disociación en las disoluciones del metilo, está apoyada, 
en primer lugar, por razones de analogía. El caso quizá más 
sencillo de una disociación acompañada de un aumento en 
la intensidad del color se tiene en el peróxido de nitrógeno. 

Pero en particular están en este caso los compuestos ni- 
trosos. Según observó Piloty (1), estos derivados incoloros 
y dimoleculares, al estado sólido, se disocian, fundidos ó di- 
sueltos, tomando color azul intenso. J. Schmidt (2) ha estudia- 
do numerosos casos; pero es interesante, en particular, el 
nitroso butano estudiado por Bamberger (3); al disolverse da 
disoluciones incoloras, se encuentra al estado dimolecular y 
poco á poco se disocia, á la vez que adquiere el color carac- 
terístico de estos compuestos. 

J. Piccard (4) ha encontrado, no ha mucho, que aumenta 
la intensidad relativa del color de las disoluciones de trife- 
nilmetilo conforme se diluyen. Esto indica una disociación. 

Hace poco descubrió Schlenck (5) un hidrocarburo aná- 
logo al trifenilmetilo, el tribifenilmetilo, cuyo peso molecu- 
lar, determinado primero por Schlenck y comprobado después 


(1) Ber. 37, 220 y 256 (1898), 34, 1967 (1901), y 35, 3114, 3116 
(1902). : 
(2) Ber. 35, 2323, 2336, 2727 (1902). 
(S) Ber. 37, 687 (1903), y 34, 3877 (1901). 
(4) Ann. 381, 347 (1911). 
(5) Loc. cit. 
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por Sehmidlin (1), corresponde, dentro de los límites de error 
experimentales, á la formula (C, H;, - C¿H,), C. 

Schlenck cree que al trifenilmetilo debe corresponderle la 
fórmula análoga (C¿ H,), C. 


CAPITULO SEGUNDO 


Parte teórica especial. 


Como puede juzgarse por lo que queda indicado, no hay 
una prueba decisiva que demuestre la constitución del trife- 
nilmetilo. 

Por una parte, la transtormación del trifenilmetilo en ben- 
zidriltetrafenilmetano, la coloración, y los experimentos de 
Gomberg, Fosse, Schmidlin, hacen probable la fórmula de 
Jacobson. 

Por otra parte, todos los ensayos de Schlenck, Baeyer, 
pero, sobre todo, los recientes de Schlenck sobre el tribife- 
nilmetilo, están en contradicción con la fórmula dicha y más 
en favor de la teoría del radical libre. 

Creímos que eran aún posibles algunas investigaciones 
que pudieran dar luz en este complicado problema: 

1.) El trifenilmetilo, como ya se ha indicado, es muy 
sensible á la acción de la luz; los productos de esta reac- 
ción fotoquímica podrán dar alguna indicación sobre su cons- 
titución. 

2.) La diferencia tundamental entre la teoría quinoidea 
y la del radical libre es que la primera admite como posible 
la existencia de un trifenilmetilo, cuya fórmula 


CA mn 
(E, Hs), X= lala 


1 JLOSs Ce 
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hace prever la existencia de un derivado mixto de dos tri- 
arilmetilos; su fórmula sería 


CHN EA 
5) NE CANE, 


siendo Ar un arilo cualquiera. 

3.) Era interesante averiguar cómo se hidrogenaría el 
trifenilmetilo empleando el método de hidrogenación catali- 
tica de Fokin-Wilstáetter. 

4.”) Como se ha admitido que el trifenilcarbinol en diso- 
lución sulfúrica, es decir, el sulfato de trifenilcarbinol posee 
la constitución de un quinoideo, era necesario averiguar si 
la eterificación que producen pequeñas cantidades de ácido 
sulfúrico en una disolución de trifenilcarbinol en alcohol, se 
modificaba por un exceso de ácido. 

5.2) Y quedaba, por último, comprobar la existencia de 
los magnesianos de Schmidlin, muy discutida por cierto, y 
ver si era posible encontrar algún caso análogo. 


ACCIÓN DE LA LUZ SOBRE EL TRIFENILMETILO Y EL TRIBI- 
FENILMETILO 


Las disoluciones de trifenilmetilo son muy sensibles á la 
acción de la luz. Una disolución diluída se decolora al cabo 
de pocas horas de exposición á la luz difusa de una ha- 
bitación. 

Si se emplean disoluciones concentradas se observa lo 
siguiente: expuesta á la luz difusa (luz Norte, durante el in- 
vierno) una disolución de 9,5 g. de trifenilmetilo puro 
en 350 c. c. de benceno contenido en un matraz lleno de gas 
carbónico, cerrado á la lámpara, comienza al cabo de veinte 
días de iluminación á depositar cristalitos muy bien forma 
dos, incoloros y muy refringentes; la cantidad de cristales 
aumenta progresivamente, sin que la intensidad de la colora- 
ción disminuya. Al cabo de cuarenta días se observa una 
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decoloración brusca, y en pocas horas queda el líquido de 
un color de agua de cloro. Este color es debido, probable- 
mente, á pequeñas cantidades de hierro y es persistente al 
aire. 

La decoloración sólo se puede observar en una disolución 
de trifenilmetilo ópticamente pura; estas disoluciones se 
preparan en frío con trifenilclorometano puro y plata mole- 
cular; si se emplean metales como el cinc, ó si al obtener el 
metilo se calienta la disolución, se obtiene ésta coloreada 
del mismo color amarillo-anaranjado que las del trifenilme- 
tilo puro; pero el color es permanente al aire y á la luz, 
debido á los cuerpos ó impurezas que se forman. Esto 
explica la contradicción entre las investigaciones de Gom- 
berg (1) y las actuales; las disoluciones que éste empleaba 
quedaban un año á la acción de la luz difusa «sin notar 
mas que indicios de descomposición»; también insolaron 
Gomberg y Cone (2) disoluciones del metilo y obtuvieron, 
al lado del trifenilmetano y de un aceite incristalizable, dos 
cuerpos muy difíciles de separar, de P. F.” = 237 y 134”, y 
que no analizaron. El mismo Gomberg estudió la acción de 
los rayos solares sobre una disolución del metilo en tetra- 
cloruro de carbono, y como no obtuvo trifenilmetano, de- 
dujo que el benceno empleado como disolvente en los otros 
casos era quien actuaba como reductor del metilo. 

Se ha podido establecer que el trifenilmetilo disuelto en 
benceno se transforma cuantitativamente en trifenilmetano y 
di-bifenileno-difeniletano. 


6 (C. H5)s C == 4 (C¿Hs)3 CH 4 


(1) Ber. 37, 3545 (1904). 
(2) Idem íd. 
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El otro metilo estudiado, el tribifenilmetilo 
(Are ñ Cajal Es 


se comporta de una manera totalmente distinta. La oxida- 
bilidad y, en general, la reaccionabilidad de este metilo es 
mayor que la del trifenilmetilo. En cambio, la estabilidad de 
sus disoluciones bencénicas á la acción de la luz es sot- 
prendente. Los tubos que las contenían han estado dos 
años á la acción de la luz difusa, sin que disminuya la in- 
tensidad del hermoso color verde malaquita. Después de 
mes y medio de insolación permanecen igualmente inal- 
terables, al menos aparentemente, pues se puede demostrar 
la decoloración empleando disoluciones diluidísimas. Una 
disolución que tenga, aproximadamente, la coloración de una 
disolución saturada de sulfato ferroso, se decolora al sol en 
muy pocos segundos. Es verdad que á estas disoluciones 
corresponde una dilución infinitesimal. 

Se ha podido observar que, de los dos tribifenilmetilos, el 
rojo es mucho más estable que el azul á la acción de la 
luz (1). 

La interpretación de los tenómenos expuestos supone la 
exposición de una teoría apoyada .en una serie de hechos 
interesantes y que describimos á continuación. 

Se han indicado las propiedades excepcionales que po- 
see el hidrógeno alifático del pentatenilmetano; el hidrógeno 
metánico del trifenilmetano y los radicales que lo sustituyen 
también poseen propiedades especiales. 

Ya se ha indicado que es difícil su sustitución por un 
cuarto fenilo. 

Posee, tanto él como los radicales que los sustituyen (siem- 
pre que no sea un fenilo), una gran movilidad; fundido, por 


(1) Respecto á la existencia de estos dos metilos cempárese 
Schlenck. Ber. 46, 1475-1481 (1913). 
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ejemplo, el trifenilmetano con potasio, se desprende hidró - 
geno, formándose (H, H;), - CK (1). 

Baeyer demostró que el trifenilcarbinol se condensa fácil- 
mente, debido al carácter de su hidróxilo, con el fenol, ani- 
lina, fenilhidracina. 

Se deja reducir fácilmente como se indica más adelante. 

Con clorhídrico reacciona este hidróxilo casi como el 
ión - (OH), de una base débil, dando fácil y cuantitativa- 
mente trifenilclorometano. 

En éste posee el cloro gran movilidad; con agua se des- 
compone rápidamente, produciéndose una hidrólisis (sapo- 
nificación) que hizo que Baeyer (2) lo asemejara á una sal 
de base débil, al cloruro de aluminio. 

Con el alcohol y el mentol da el trifenilclorometano los 
éteres correspondientes. 

Por la facilidad con que se une á la urea, dando una fenil- 
urea, á la piridina y á la quinoleína, se ha comparado con un 
cloruro de ácido (3). 

Werner (4) ha explicado del modo siguiente la movilidad 
de los radicales unidos por la cuarta valencia del trifenilme- 
tilo. Supone que cada uno de los fenilos satura más de una 
cuarta parte de la cantidad total de afinidad que posee el 
átomo de carbono, de tal manera, que por la introducción 
de tres fenilos se emplea «casi toda> la afinidad del carbo- 
no, quedándole tan sólo una cantidad menor que la corres- 
pondiente á una valencia. Esto se podría representar gráfica- 
mente del modo siguiente: La valencia de carbono, ó sea la 
cuarta parte de la cantidad de afinidad (tomando por uni- 
dad de afinidad la del hidrógeno), la representamos por 
cuatro puntos. Cada fenilo satura una cantidad de afinidad 


(1) Ins. Pierre y Heriot. Bull. Soc. Ch., 1, 773 (1889). 
(2) Ber. 35, 1195 (1902). 

(3) E. von Meyer. Jour. f. pr. Che. 82 521 (1910). 
(4) Ber. 39, 1278 (1905). 
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equivalente á cinco puntos; queda, pues, á disposición del 
cuarto radical 1/4 de valencia. 


C;H, 

Esta imagen es aplicable á una porción de hechos. 

No siendo suficiente el resto de afinidad que le queda al 
átomo de carbono metánico en el radical (C¿ H;), €” para 
saturar la valencia del cloro, del hidrógeno ó de cualquier 
otro radical, les quedará á éstos un «residuo de afinidad» 
que les permitirá combinarse con otros cuerpos. Por ejem- 
plo, podríamos representar gráficamente el trifenilrmetano: 


C;¿H, 


De este modo se explica la facilidad con que el trifenilme- 
tano da compuestos de adición con el benceno, anilina, et- 
cétera, y la facilidad con que el trifenilclorometano produce 
con los cloruros metálicos los compuestos dobles deseu- 
biertos por Norris y Sanders (1) y estudiados por Kehr- 
mann (2). 

Si se generaliza esta teoría á otros casos se encuentra 
notable concordancia. Por ejemplo, en el cloruro del ácido 


(1) Jour. Am. Soc. 25, 54 (1901). 
(2) Ber. 34, 3815 (1901). 


On 


trifenilacético, al estar saturada tan sólo parcialmente por el 
carbono metánico una de las dos valencias del carbonilo, se 
acumulará en la segunda valencia la cantidad de afinidad 
que el trifenilmetilo no satura; es decir, que en este com- 
puesto el enlace entre el carbono metánico y el carbono del 
carbonilo será débil, y, en cambio, particularmente estable el 
enlace entre el cloro y el carbonilo. Esto se ha expresado 
oráficamente en la fórmula 


(Cr) (A C = Cl 


El cloruro del ácido trifenilacético se descompone al fun- 
dirse en óxido de carbono y trifenilclorometano; y el cloro 
del cloruro ácido está tan fijo, que no reacciona con agua fría; 
con agua hirviendo no se descompone totalmente, y calenta- 
do no mucho tiempo con una disolución alcalina, aún retiene 
parte de su cloro. Schmidlin y Hodgson: han estudiado otros 
derivados del acido trifenilacético (éteres, amida, nitrilo, etcé- 
tera), y siempre encontraron que es muy débil el enlace entre 
el carbono metánico y el radical R, y muy estable el enlace 
entre los radicales R y R'. 


Se puede comprender por qué el radical fenilo sustrae del 
átomo de carbono una cantidad de afinidad superior á la nor- 
mal, sí se admite que no se produce solamente equilibrio en- 
tre una valencia del carbono del núcleo bencénico y otra del 
carbono metánico, sino que éste satura al mismo tiempo y 
parcialmente una valencia central del núcleo bencénico: esto 
no está en contradicción con la tendencia que tienen los de- 
rivados del trifenilmetano para transformarse en derivados 
quinoideos. 

Si suponemos que la estabilidad de la molécula bencénica 


A 


está determinada por el equilibrio entre las valencias centra- 
les, al saturarse parcialmente una de ellas se pierde la sime- 
tría y el equilibrio del sistema (1), tendrá gran tendencia á 
pasar al (I!): 


H 
E SO Al 
OS DS SS 
AS SS MESS 
vi E! 
> A SA A 
E | [ 
> A Ea CE 
R=C= a 
(D (ID) 


He aquí la aplicación de esta teoría al fenómeno de la de- 
coloración: Por acumulación de núcleos bencénicos en la 
molécula del etano se produce una disociación parcial en la 
molécula del exafeniletano; en la parte no disociada, ó sea en 
trifenilmetilo incoloro 6 exafeniletano, se debe consumir par- 
te de la afinidad de los carbonos alifáticos en el enlace etá- 
nico; entonces ya no queda á disposición de los núcleos 
bencénicos una cantidad suficiente de afinidad: esto influye 
en la estabilidad del anillo bencénico y se produce una re- 
lajación de algunos de los átomos de hidrógeno, seguramen- 
te de preferencia los correspondientes á las posiciones orto 
y para. 

Como los hidrógenos en para no pueden reaccionar fá- 
cilmente entre sí, se origina la separación de los hidrógenos 
en orto, formándose el dibifenileno-difeniletano. Una vez se- 
parados los hidrógenos, fácilmente disociables por la luz, se 
produce entre los dos núcleos bencénicos correspondientes 
al complejo fluoreno una mutua y parcial saturación, á con- 
secuencia de la cual sustrae el nuevo radical formado por 
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la luz una cantidad menor de afinidad de los átomos de car- 


bono etánicos; esto da una estabilidad mayor al dibifenileno- 
difeniletano que al exafeniletano. 


OS: 
UE 4 SA ; 
| e a 
H H 
H si a H Ñ 
| OS o | 
De So | | ee S 
5 14 | ¡Al SS Le 
OSA O 
+ 4(C;Hy)a C= 4(C,H)a CH + 
/ SS 4 De 
Sy OS / ÚS L 
Cc -C | 
NA TES 
No A A So 7 SE So SO 1 
A 
0 


En esta reacción fotoquímica, el trifenilmetilo coloreado 
actúa como sensibilizador. 

Con ciertas reservas, y teniendo en cuenta lo muy difícil 
que es fundar una teoría con pocos hechos experimentales, 
podría ampliarse ésta y explicar el comportamiento del tri- 


bitenilmetilo. 
AA 3 2 IO 
; Y SS LIA E SA A 
pes ZE vE= 4 > Al 4 => o (a 
E ii a AA 
SS / 2 e SCAN AA 
5 5 5 6 5 6 
(1) (10) 


Comparando las fórmulas del fenilmetano (1) y del bife- 
nilmetano (II) se observa lo siguiente: aunque en el (1) el 
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carbono metánico satura parte de la valencia central (1), esta 
saturación ha de estar hasta cierto punto limitada por la va- 
lencia (4) central. En el bifenilmetano puede suponerse que 
las dos valencias centrales (1%) y (4) se saturan entre sí 
(cosa que explicaría la extraordinaria estabilidad de este en- 
lace en el bifenilo). De esto se sigue que las valencias cen- 
trales (1) y (4%) libres han de mostrar su presencia, es decir, 
que el radical bifenilo ha de saturar una cantidad de afinidad 
del carbono metánico mayor que el radical fenilo. Siendo, 
por tanto, suficiente tres bifenilos para saturar las cuatro va- 
lencias del carbono, no es posible, por una parte, la exis- 
tencia del exabifeniletano, ni aun al estado sólido, y, como 
consecuencia, no es tampoco posible su transformación por 
la luz, pues ésta depende de la inestabilidad de la molécula 
etánica. 

He aquí la representación gráfica que podemos dar á las 
fórmulas de estos Cuerpos. 


A E e A AS E as AS 
A OS NS PASAN 
a de o e LE: 
N 7 TA OOOO — NN 7 oe. ... SS 7/4 
E Ñ AS Dc 
y XA Y NA AN OS 
E ESA A 
Trifenilmetilo. Exafeniletano. 

OS SN 
AS SS Le 
| CRA e | 


Dibifenileno-difeniletano. 


ASS AS C sd o A RIRS 
EA CALA ATA 
A 
SSA 
NS 

| 
Xx 


El número de puntos dentro de cada núcleo mide la frac- 
ción de valencia del carbono metánico saturada por la va- 
lencia central. 


CAPITULO III 


Tautomería en los derivados Órgamo-magnésicos. 


Se ha intentado obtener durante mucho tiempo el deriva- 
do magnesiano del trifenilclorometano. Este cloruro ó no 
reacciona con los metales Ó reacciona de un modo anormal. 

Elbs (1) intentó la reacción con el sodio, que no actúa. 

El trifenilorometano fundido con magnesio, da fenileno- 
difenilmetano 

Cala 
Eo O (Cie 
> ml 
que se produce por sola calefacción del bromuro. 

Gomberg (2) empleando el cinc, obtuvo el trifenilmeti- : 
lo. Ullmann y Borsum (3) obtuvieron con cinc y ácido acéti- 
co en presencia de clorhídrico y cloruro de cinc, un hidro- 
carburo que creyeron era el exafeniletano, y que Tchits- 


(1) Ber. 17, 700 (1884). 
(2) Ber. 33, 3162 (1900). 
(3) Ber. 35, 2877 (1902). 
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chibabin (1) identificó con el difenilmetiltetrafenilmetano. 

Gomberg y Cone (2) intentaron la reacción Grignard con 
el trifeniliodometano, pero sin resultado. 

Schmidlin (3) consiguió hacer entrar en reacción el trife- 
nilclorometano con el magnesio, empleando pequeñas Can- 
tidades de iodo para iniciarla regulándola por la cantidad de 
iodo añadida. 

Si la reacción se conduce de manera que el éter se man- 
tenga en suave ebullición, comienza á precipitarse casi 
enseguida el compuesto magnesiano que es muy poco so- 
luble en éter; y si una vez terminada se añade al producto 
obtenido benzaldehido, resultan unas resinas de las que se 
puede extraer cantidad de p. benzoiltrifenilmetano 


(Cs H;)» ( E Es ll E CO R Es H.. 


Si la reacción Grignard se lleva con gran intensidad (em- 
pleando mucho iodo), evaporando al fin el éter, redisolvien- 
do el magnesiano en benceno, haciendo hervir á reflujo cua- 
tro horas, añadiendo al fin benzaldehido, se obtiene como 
producto f. benzopinacolina (C¿ H;), C - CO - C¿ Hs. 

Esta diferencia en la marcha de la reacción la explicó 
Schmidlin (4) suponiendo que el magnesiano podía presen- 
tarse en dos formas, una («) inestable, de constitución qui- 
noidea, transformable por el calor en otra forma (8) estable 
1: constitución normal. 


MR AC BSGHO 
¿Se (C; H;)2 € ES Só > (C;¿H;)» CH - C¿H, - CO + CoHj 
EE NE ME Ol 
, (2) 4 
> 3 (forma 4) Pp benzoiltritenilmetano 
C; H;)a C CI + Mg E 
[«B)] 
5 S 
e Sy + C¿H,CHO 
a (Cs Hs)yC - MEC => (Co Hs)s € - CO - Co H, 
Se (forma f) B benzopinacolina 


(1) Ber. 37, 4709 (1904). 

(2) Ber. 38, 2454 (1905). 

(3) Ber. 39, 628 (1906). 

(4) Ber. 39, 4185 (1906), 40, 2318 (1907). 
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Esta diferencia en la marcha de la reacción sólo se ha po- 
dido demostrar con los aldehidos aromáticos (1). 

Tchitschibabin (2) se opuso á estas ideas, y dijo que la 
diferencia era debida á que el trifenilmetilo, que siempre se 
forma en cantidad mayor ó menor junto al magnesiano, era 
quizn se condensaba con el benzaldehido para dar el p . ben- 
zoiltrifenilmetano; afirmó que esta condensación podria, por 
ejemplo, efectuarse con cloruro magnésico. Schmidlin (3) 
demostró que esto era falso, es decir, que el trifenilmetilo no 
reacciona con el benzaldehido en presencia del cloruro de 
magnesio. Entonces apuntó Tchitschibabin (4) la idea de 
que era el mismo magnesiano quien actuaba como conden- 
sador; pero los ensayos que practicó demuestran todo lo - 
contrario. ; 

También ha dicho que, tanto en las disoluciones en que 
sólo debe existir el derivado «, como en aquellas que sólo 
deben contener el f, se obtienen siempre juntos p . benzoil- 
trifenilmetano y $. benzopinacolina. Es verdad que mucbas 
veces, al obtener el derivado « y hacerlo reaccionar con el 
benzaldehido, se obtienen pequeñas cantidades de $ . benzo- 
pinacolina, pues el derivado « se transforma fácilmente en 
el £ por el calor (aunque la transformación total exige varias 
horas), y esto ya lo hizo constar Schmidlin. Pero el otro caso, 
que se obtenga p . benzoiltrifenilmetano en las disoluciones 
que deben contener sólo el magnesiano f, es totalmente in- 
exacto. Se puede comprender la diferencía entre lo encon- 
trado por Tchitschibabin, y lo encontrado por Schmidlin y 
repetido por nosotros, si se tiene en cuenta que aquél, según 
las indicaciones que da en el trabajo citado, ni calentó á 
temperatura bastante alta ni tampoco suficiente tiempo. 

Falto de otros argumentos, ha tratado Tehitschibabin de 


(1) Hodgson, Tesis de Zurich 1908. 
(2) Ber. 40, 3970 (1907). 

(3) Ber. 41, 428 (1908). 

(4) Ber. 42, 3471 (1909). 


— 206 — 


recurrir á la analogía, por cierto con gran ingenio; explica 
la reacción entre el magnesiano y el benzaldehido conforme 
á estas reacciones: 


CH, nO ap CH; z C(MgCl) (C, H;)» E 
C¿H; Al (O H) , C¿H, e (Mg Cl) (C¿H;). A 
C¿H, - CH(OM£CI) - CH, - CH(C,H,), 


Según esto, el magnesio queda en la primera y principal 
fase de la reacción completamente- inactivo, y no puede uno 
menos de preguntarse por qué el trifenilclorometano ó el 
trifenilmetano no son igualmente aptos para esta conden- 
sación. 

Como argumento para apoyar su hipótesis cita Tchitschi- 
babin una excepcional é interesantísima reacción encontrada 
por Fitfteneau y Delange (1), y que interpretaron de una 
manera análoga. El cloruro de benzilmagnesio y el formal- 
delido dan, en vez del feniletanol previsto, su isómero el to- 
luilalcohol. Esto lo explicaron los autores citados, admitien- 
do que el formol se condensa de modo análogo á como lo. 
hace con las arylhidroxilaminas, los fenolatos alcalinos, etc.; 
es decir, que el grupo (CH, - Mg - Cl)” no entra directa- 
mente en reacción, como sucede en los otros casos con los 
grupos (MH - OH), (O Na), etc. 


CH. CMA co. a UN 
ER a ma NCH! 


o a 


Tchtschibabin ha repetido las investigaciones de Hells (2) 
y ha encontrado que por la acción del benzaldehido sobre 


1 Els EDS UA 
(2) Ber. 37, 453 (19041. 


— 207 — 


el cloruro de bencilmagnesio se forma, al lado del producto 
normal de la reacción, hidrato de toluileno 


CCAA O). Cana 


dos cuerpos que se encuentran en las aguas madres, pero 
que no pudo aislar; sólo demostró su presencia, oxidando 
con la mezcla crómica los aceites que formaban las aguas 
madres y pudo aislar antraquinona, y los ácidos benzoico, 
o- y p-benzoilbenzoico, el último en muy pequeña cantidad: 
de esto dedujo que los aceites incristalizables debían conte- 
ner fenil-o-toluilcarbinol é indicios de fenil p-toluilcarbinol, 
productos que debieron formarse por condensación anormal. 


C,H,CH, - MgCl + C¿H, - CHO 


o 0% (e CH /CH(OMgCI) Carlo 
qa NOS Me Cl 644 OB ; 


Hemos estudiado esta reacción cuidadosamente, y podemos 
asegurar que no se forma el fenil o-toluilcarbinol, sino que 
se pueden aislar de las aguas madres grandes cantidades de 
un cuerpo perfectamente cristalizable, que se produce de un 
modo anormal, que da por oxidación ácido o-benzoilbenzoi- 
co y que se ha demostrado ser un difenilisocromano. 

Para la formación de este cuerpo son necesarias 2 mol. de 
benzaldehido por cada una de magnesiano, una de las cua- 
les debe reaccionar con éste del modo normal y la otra ex- 
perimentar la condensación anormal de que se trata. 


O ÓN 
| CO | == Epa SO. 


E ——> 


¿SN NN 
CH, MgCl CH, - CH(OM£CI) C,H, 


— 208 — 


CA (OH) y Eh (in! z Ce Hz 
NÓ NS 
(OMg Cl) O 
> 
(e! A (7 IE CH > CHE 
NO AN 
CH, e 
(Difenilisocromano.) 


El aspecto particularísimo que se muestra en esta reacción, 
excluye en absoluto el supuesto de que se produzca una 
condensación en el sentido de Tchitschibabin, pues los re- 
sultados obtenidos dependen de la manera de operar, siendo 
la única condición necesaria para la formación del producto 
anormal un exceso de benzaldehido desde el comienzo de la 
reacción: si por el contrario está en exceso el magnesiano, 
se obtienen al lado del producto normal solo indicios del pro- 
ducto anormal. 

La concentracion al comienzo de la reacción, determina y 
tija la marcha de ella. 

Si se admite tan solo la existencia de un derivado magne- 
siano, el normal, resulta completamente inexplicable, porque 
por el empleo de reactivos cualitativa y cuantitativamente 
iguales, se llega á resultados diferentes, cuando la reacción 
debía pasar por los mismos grados intermedios. 

Se ha demostrado, en primer lugar, que el magnesiano 
reacciona, lo mismo si se calienta como si no, antes de la 
reacción, con el benzalheido, dando hidrato de toluileno. 


(Continuará.) 
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Informe de la Academia acerca de los «Apuntes 
sobre Mecánica social». 


Ponente: NICOLÁS DE UGARTE. 


En el tomo X de la Revista de esta Real Academia están 
contenidos nueve artículos especiales que, reunidos y he- 
chos reimprimir por su autor, forman un libro de 207 pági- 
nas y seis figuras, que el Ministerio de Instrucción Pública 
remite á informe de esta Corporación. 

En su cubierta se lee: Apuntes sobre Mecánica social, por 
Antonio Portuondo y Barceló, ingeniero de Caminos, Ca- 
nales y Puertos, antiguo profesor de Mecánica racional. 


Como Augusto Comte, el mencionado autor, admira el 
poder y alcance de la Mecánica racional á que ha dedicado 
muchos desvelos, contemplando con fruición la pureza en 
que estriba el valor de aquella ciencia. 

Empapado además, á juzgar por las numerosas citas que 
inserta, en estudios sociológicos principalmente y en los 
psicológicos, y aun fisiológicos precisos, se ve como impe- 
lido á ensayar una asimilación de las verdades de su ciencia 
predilecta, á las del equilibrio y movimiento de los indi- 
viduos y agrupaciones, que pueden constituir una Mecánica 
social. 

Para ello hubiera sido preciso, como preliminar necesario, 
el apoyo de una psicología experimental, que dejara perfec- 
tamente sentados los conocimientos, definiciones é hipótesis 
que indicamos á continuación. 

¿Puede asimilarse el individuo, como elemento insecable 
social, y las agrupaciones más ó menos complicadas, al punto 


14 
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material y á los sistemas de puntos de la Mecánica racional? 
El autor así lo supone, y, en ese caso, comprende que es 
preciso definir, sin ambigiiedad, lo que sea punto de aplica- 
ción, su posición, la dirección y sentido de las fuerzas psí- 
quicas; cómo se conciben y miden éstas; cuál es la masa de 
un individuo ó de una agrupación social. 

El autor mismo se asusta ante su proyecto, y la Academia, 
aunque familiarizada con ciertas ideas de Psicodinámica y 
Mecánica social, también se arredra al escudriñar su intento. 
Y es que, como paladinamente confiesa, si no temerario, pa- 
rece prematuro sumergirse en tales honduras, sin haber 
antes hecho firmes aquellas hipótesis y sentado aquellas de- 
finiciones, aquellos conocimientos. Porque, si alguien de- 
mostrase la imposibilidad de hacerlo, todo su trabajo sería 
baldío. 

Se anima, no obstante, con el gozo y el triunfo que pro- 
mete Maudsley, «para el día en que, con instrumentos deli- 
»cados, lleguen á medirse las energías que bajo forma de 
»ideas, sentimientos y voliciones se muestran en la con- 
»ciencia». Ahora se contenta sólo con el deseo de transtor- 
mar en medios lógicos de estudio de la Mecánica social los 
resultados científicos de la racional. 

La Sociología, en general, debe apoyarse en todas las 
ciencias y preocuparse de las cualidades de las fuerzas so- 
ciales, de sus tendencias, de sus fines económicos, morales; 
y la Dinámica social, estudiar la evolución de las estructuras 
sociales. 

No, no es eso lo que el autor desea; quiere sólo ver cómo 
actúan las fuerzas psiquicas; no ¡e interesan sus cualidades 
específicas. 

Mach califica de absurda la aplicación de la Mecánica ra- 
cional á otros conceptos para que no ha sido creada; no 
ceja, sin embargo, el autor en su empeño; cree que pueden 
amoldarse aquéllos á los fenómenos psíquicos en su aspec- 
to mecánico-racional. 


o 


No se sabe el alcance efectivo que en estos apuntes se 
da al psiquismo, pero con lo dicho queda sintéticamente ex- 
puesta la idea del autor. 

Ahora véase lo indispensable de sus preliminares en que 
están las definiciones y las hipótesis, que le sirven de punto 
de partida. 


La Sociedad es un todo constituido por individuos y co- 
lecciones de éstos, enlazados de un modo determinado en 
lo científico, artístico, jurídico, económico, religioso, moral, 
géneros de asuntos, que se dan en su psiquis colectiva, la 
cual es la síntesis de sus psiquis individuales. 

Es posible considerar un individuo ó un sistema de ellos, 
sobre que se ejercen fuerzas relativas á un asunto determi- 
nado, científico, económico, religioso, etc., é intentar la apli- 
cación de las leyes mecánicas al equilibrio Ó movimiento 
de los individuos ó de sus agrupaciones. 

En un instante dado habrá en un individuo ó en una agru- 
pación, un conjunto de ideas, conocimientos, voliciones, en un 
asunto. La posición en ese asunto del individuo ó de la agru- 
pación es algo parecida á la de un punto ó un sistema en el 
espacio. Por eso llama posición de un indivividuo ó de una 
agrupación, en un instante dado, á todo el conjunto psíquico 
existente en uno ú otra en ese instante. Esas entidades podrán 
decirse en reposo Ó en movimiento, según que aquel conjun- 
to psíquico permanezca invariable ó cambie con el tiempo. 

Fijándose en un individuo, si se mueve, en el concepto 
dicho, lo hará (figuradamente) en una dirección y sentido 
determinados. Se trata, por ejemplo, de un asunto religioso: 
estará éste constituído por un conjunto de ideas, verdaderas 
Ó falsas, que, si no cambian, acusará un estado de reposo. 
Mas podrá ser que, por influencias externas é internas, di- 
rectas ó indirectas, relativas, verbigracia, al providencionalis- 
mo, ese individuo se mueva en tal sentido ó en el opuesto. 


O 


Si nos referimos á una agrupación, la cosa será análoga; 
pero en este caso habrán de tenerse en cuenta los enlaces 
que la caracterizan. 

Bien se comprende la dificultad del problema, aun así res- 
tringido, por las acciones múltiples y de variada especie, 
que se ejercerán en uno ú otra, ya con las influencias del 
propio ser físico, ya con las ejercidas por otras agrupacio- 
nes ó por las que nazcan de los mismos elementos de la 
propia agrupación. 

Las agrupaciones pueden tener distintos grados: como 
familias, municipios, pueblos, naciones, etc. A cada elemento 
y á cada agrupación, habrá que simbolizarles por un centro 
especial; determinar su masa, velocidad, aceleración; lijar 
sus magnitudes, dirección y sentido; hacer, en fin, que en 
cada instante quede perfectamente definida la posición en el 
asunto de cada individuo ó de cada agrupación. Un indivi- 
duo ó una agrupación podrá pertenecer á dos ó más elemen- 
tos sociales de orden superior, y he aquí otra dificultad, 
para fundirlos en los centros respectivos, sin abandonar el 
propio, teniendo en cuenta los enlaces de los distintos indi- 
viduos ó grupos y las influencias mediatas Ó inmediatas de 
otros elementos sociales. 

El movimiento elemental de un individuo ó de una agru- 
pación, como los del punto y sistema, se definen por el 
cambio, muy pequeño, que tengan uno ú otra en sus posi- 
ciones relativas á un asunto, y podrán simbolizarse gráfica- 
mente esas variaciones en el tiempo, con la dirección y sen= 
tido de las velocidades y aceleraciones y aun fijar una tra- 
yectoria ideal, cual modelo mecánico, que diría Thomson, 
para simbolizar todas las circunstancias de ese movimiento 
en el asunto. 

Si se considera el movimiento en sí mismo, haciendo abs- 
tracción de las causas que le producen, se tendrá iniciada 
una Cinemática social. 

Fijándose sólo en éstas, sus leyes y relaciones, sin pro- 
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ducir movimiento, se da con la Estática social; y si le produ- 
cen y se relacionan las causas con sus efectos, que darán 
lugar á toda la secuela de cantidades de movimiento, impul- 
siones, fuerzas vivas, trabajos, etc., etc., estaremos en la Di- 
námica, en la verdadera Mecánica social; y, como la racional, 
encierra aquélla el problema completo y general de prede- 
cir, para un instante futuro cualquiera, la posición del indi- 
viduo y de las agrupaciones en un asunto dado, el cambio 
de forma de éstas y las reacciones de enlace, siempre que 
se conozcan perfectamente todas las circunstancias iniciales 
del problema. Así pretende Schaeffle que puede predecirse 
«cómo se conducirá una agrupación en un asunto político, 
artístico, religioso, etc., si se conocen todas las fuerzas ex- 
teriores é interiores que actúen sobre tal agrupación». 


En la Mecánica social hay que admitir los principios, le- 
yes Ó postulados fundamentales, como se verá, para conocer 
la masa, y en las agrupaciones hay necesidad de considerar 
conjugadas dos á dos las acciones y reacciones entre sus 
elementos. 

Para medir las fuerzas psíquicas confía en la Psicología 
experimental, que, ya queda dicho, ha de ser la base para 
dejar constituida la Mecánica social. Ella dirá cuándo y 
cómo actúan esas fuerzas, por hallarse excitada la actividad 
psíquica individual ó colectiva; de dónde vienen, adónde 
van y cómo se relacionan sus magnitudes con el excitante 
externo ó interno, con la atención recayente sobre aquellos 
individuos ó agrupaciones que le acogen con más interés, Ó 
por la adaptación mayor del influyente con el influido, etc.; 
todo ello, como es evidente, de una enorme complejidad. 

La Mecánica clásica refiere todo á puntos y sistemas fijos 
ó considerados como tales respecto á los demás. El tiempo 
tiene también su instante fijo inicial, y se adoptan unidades 
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convenientes de medida para las magnitudes de las coorde- 
nadas, velocidades, aceleraciones, etc 

En la Mecánica social no hay espacio ni coordenadas de 
esa especie, aunque el tiempo puede tomarse en concepto 
igual. Tampoco se tienen unidades propias de medida para 
las magnitudes psíquicas, que sirvan de coordenadas espe- 
ciales, y éstas pueden ser en número considerable, cual si 
pertenecieran á un espacio de n dimensiones. 

Tales dificultades se presentan para tener todo en cuen- 
ta, que el mismo autor, no pudiendo soltar ese intrincado 
nudo, lo corta, suponiendo para cada individuo y para cada 
agrupación un parámetro propio que simbolice todo aquello 
que, por ahora, no hay medio de expresar cuantitativamente 
de un modo satisfactorio. Ese parámetro simbólico le supone, 
en cada instante, con la parte escalar y vectorial que le co- 
rresponda, pasando de un valor al inmediato de un modo 
continuo en el tiempo. 

Recuerda las conocidas unidades fundamentales simboli- 
zadas por LMT y las unidades mecánicas derivadas de és- 
tas y expresadas como lo hace el sistema Cegesimal. Hecho 
todo esto, antes de seguir caminando con más rapidez so- 
bre las huellas estrictas ¿e la Mecánica racional, da un des- 
canso, que el lector toma con fruición, para sintetizar lo ex- 
puesto. 

La Academia lo hará así también, presentando un resu- 
men más estrecho aún, por creerlo muy bastante para un au- 
ditorio especial. 


Agrupaciones sociales de grado superior al primero.—Son 
consideradas como colecciones de individuos reunidos por 
enlaces que caracterizan la agrupación. 

Cada colección se individualiza y representa por un cen- 
tro, símbolo suyo, cuya posición en el asunto se conoce en 
cada instante. 
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Todos los elementos sociales representados van afectos 
de un parámetro que sintetiza su valor y posición. Esos pa- 
rámetros permanecerán invariables si los elementos repre- 
sentados se hallan en estado de reposo; serán continuamen- 
te variables si están en movimiento en el asunto conside- 
rado. | 

El movimiento de modificación de cada elemento social 
quedará indicado por el del parámetro, que tendrá un carác- 
ter psíquico vectorial. 


A partir de aquí marcha ya, con holgura relativa, en la 
Mecánica sacial, calcada sobre su homóloga racional, gra- 
cias al parámetro salvador y auxiliado con alguna que otra 
observación pertinente al caso. 

La lectura, antes lenta, por obligar á detenerse y á pen- 
sar, ahora es ya fácil. Hay á veces digresiones entretenidas, 
como 'a paradoja del famoso problema «Aquiles y la tortu- 
ga», del matemático griego, y el método de las medias del 
cálculo de probabilidades que pudiera necesitarse en la ob- 
tención de notas, que sirven para determinar la posición de 
un individuo en un asunto, si se llega á inventar algún me- 
dio de observación suficientemente aproximado para ello, 
recordando las hechas por Quetelet en otros conceptos de 
Física social. 

Menciona las conocidas funciones gráficas, tales como la 
curva hodógrata formada por los extremos de los vectores 
representantes de las velocidades en cada instante, trazados 
á partir de un mismo centro, y de idéntica magnitud, direc- 
ción y sentido que éstas. De ellas se deduce también, en 
cada instante, la magnitud y sentido de la aceleración total. 
Trata luego de la apreciación de las velocidades en una 
dirección dada, de la composición de movimientos y demás 
que omitimos por sabidos y para evitar prolijidad. 

Hace lo mismo en la Estática y Dinámica, llenas de obser- 
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vaciones amenas, marchando con la debida rapidez por los 
trillados senderos de la Mecánica racional. 

Se detiene sobre los conflictos que pueden originar inven- 
tos nuevos en las ciencias respectivas, pero asegura que no. 
debe temerlos la Mecánica racional, por el concepto abs- 
tracto y suyo sólo que ha dado al punto material. 

A propósito de esto recuerda las emociones producidas 
por los rayos X, por los del Urano y del Torío, por los a, f, y 
del Radio, que han provocado un nuevo concepto de la 
constitución de los cuerpos, y hace consideraciones sobre la 
transformación de éstos y otras consecuencias atractivas, en 
que la Academia no ha de entrar. 

En la Dinámica social sienta los tres principios fundamen- 
tales: de la Inercia, independencia de movimientos, acción y 
reacción, apuntando las relaciones conocidas que de ellos se 
originan: F= m/J; mj = m'j”, que dan: la primera el coefi- 
ciente m de masa ó de proporcionalidad entre la fuerza y la 
aceleración producida, y demuestra la segunda que para una 
misma fuerza actuante las aceleraciones están en razón in- 
versa de las masas. 

Todo ello lo adapta, como puede, á la Mecánica social; 
pero reconoce que en esta ciencia nueva m podrá variar en 
cada instante, y ésta es otra y no floja dificultad. 

Cuanto más avanza en su trabajo, se amolda más y más 
á la Mecánica clásica, haciendo sólo las observaciones in- 
dispensables de carácter social. 

Recuerda los teoremas principales del movimiento en 
ambas Mecánicas, como los de fuerzas vivas, trabajos mo- 
tores y resistentes, elementales y totales; variación entre : 
dos instantes dados de la energía cinética; cantidades de 
movimiento, impulsiones, etc., haciendo siempre observa- 
ciones, pero nada más que observaciones, en el concepto 
social. El teorema de la menor acción, llamando acción ele- 
mental al producto m - v - ds de la cantidad de movimiento 
por el camino elemental andado, etc., etc. Y después de todo 
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ello entra en la segunda parte de su libro, en que explana 
el equilibrio y movimiento de las Agrupaciones, principiando 
por explicar el teorema de los «Trabajos virtuales» para un 
sistema de puntos con enlaces, sin rozamientos ni adheren- 
cias, tomándole por norma para el análogo de la Mecánica 
social, y confiesa con ingenuidad la enorme dificultad del 
problema. 

Cosa parecida hace en la Dinámica social, recordando 
con claridad lo que es y significa el teorema de D'Alembert 
en la racional, que todo lo reduce al equilibrio ficticio, en 
cada instante, de todas las fuerzas, contando entre ellas las 
de inercia, indicando cómo puede adaptarse á la Dinámica 
social. Hace otro tanto con los conocidos teoremas del mo- 
vimiento del centro de gravedad, cantidades de movimiento 
é impulsiones, fuerzas vivas y trabajos, etc., sin olvidar para 
este caso el correspondiente de la menor acción y el de 
Gauss sobre el «menor esfuerzo», llamando así, cuando es 
elemental, á la suma de productos, m - ds? de la masa por el 
cuadrado del camino elemental efectivo corrido por cada 
punto, terminando este capítulo con una cita de Maudsley 
sobre la «maravillosa armonía, unidad y continuidad exis- 
tente en el todo misterioso llamado Naturaleza». 

Como conclusión dedica las páginas finales á la «Energía 
universal», hablando de la conservación de la misma en un 
sistema aislado, calcando las ideas de la social sobre las de 
la Mecánica racional, que ha tomado siempre por modelo 
mecánico de aquélla, insistiendo en el parámetro especial 
de n dimensiones psíquicas, como ejemplo del concepto 
abstracto de Cantor sobre las complejas de ese número de 
dimensiones. 

Algo añade también sobre la energía en general y sus 
transtormaciones, notando la diferencia entre las cinéticas y 
potenciales del mundo material y las del orgánico, llamadas 
vitales, que se manifiestan por un despliegue de ocultas ener- 
gías, como en las semillas, imposibles de explicar. 
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Abunda en citas de autores españoles y extranjeros, para 
demostrar cierto paralelismo entre las energías psíquicas y 
las demás. 

Algo dice además sobre los campos de fuerza ordinario 
y social, observando que un individuo ó un elemento social 
está siempre en medio de un campo constituido por todo lo 
físico y fisiológico propio y ajeno que le rodea, adivinándose 
la enorme complejidad del problema y sus consecuencias de 
la Mecánica racional aplicada en este caso al campo social. 

Demuestra el teorema de Hamilton relativo al mínimo 
que representa en cada instante la integral de la diferencia 
entre las energías cinéticas y potenciales, definiendo esa in- 
tegral entre dos instantes f, y f determinados; deduciéndose 
también que esa diferencia (+ — f,) Ó tiempo en que se veri- 
fica la transformación, es otro mínimo; todo, por supuesto, 
para sistemas aislados en que las fuerzas dependen sólo de 
las distancias. Hace observaciones para sistemas análogos 
de la Mecánica social. Habla de las transformaciones natfu- 
rales de la energía por degradación, descendiendo hasta la 
térmica, que parece ser la de inferior calidad, por su ten- 
dencia á la disipación, y esta disipación se advierte en gran 
cantidad en las transformaciones ¿inversas ó artificiales que 
logra el hombre al quererlas remontar en grado, notando 
además que todas las energías son el producto de dos facto- 
res, y para que esto se verifique en la térmica hay precisión 
de acudir á la entropía, que, cuando es elemental, es el in - 
cremento del calor dividido por la temperatura absoluta. 

Formula también la ley de la conservación de la energía 
universal para el conjunto de todo nuestro sistema solar, si 
estuviera aislado, contando entre las energías, además de las 
cinéticas y potenciales, las fisiológicas del mundo orgánico 
y todas las del psíquico en la forma explicada en la Mecá- 
nica social. 
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Aunque largo en apariencia este resumen, no lo es bas- 
tante para dar á conocer todos los rincones del trabajo, 
nada despreciable, del Sr. Portuondo, pero sí suficiente para 
formar idea de su importancia real. Ha tenido aquél que 
consultar, para llevarla á cabo, un número de obras muy 
considerable, aparte de las de Mecánica racional. 

De sentir es, sin embargo, no ver entre las muchas doce- 
nas de autores citados, algunos modernos muy respetables, 
de fama mundial, que inclinan el ánimo hacia derroteros 
muy distintos de un determinismo fatal, que ya impugnaron 
como supieron Descartes, Leibnitz y el mismo Kant. Hacia 
él arrastran esos apuntes, no tratando de conciliarlos con el 
libre albedrío, con la libertad moral del individuo, uno, idén- 
tico, simple, activo y aun transcendente, cuyos atributos son 
base de responsabilidades, cimiento de leyes, origen de 
ciencias y fundamento, en fin, de esas agrupaciones á que 
se refiere la Mecánica social. 

Nada, sin embargo, se puede asegurar en tal sentido del 
pensamiento intimo del autor, el cual, quizá por lo escabro- 
so del asunto, huyó de dar idea clara de ese psiquismo ne- 
buloso y de otros puntos que no salen de la penumbra en 
sus teorías. 

Mas dejando esto á un lado, debe decirse, en obsequio 
suyo, que ha tenido la valentía de abordar un problema, no 
abordado aún, que pueda decirse, en la forma con que él 
pretende hacerlo, si bien confiesa con sinceridad, desde el 
comienzo, que no puede marchar por el riguroso camino de 
una ciencia positiva. 

Dado su talento y erudición, no se detuvo, pensando 
acaso, que de raiz más pequeña arranca en Galileo el hoy 
irondoso árbol del cálculo de probabilidades, y yendo vein- 
tidos siglos más atrás del sabio de Pisa, de un hecho insig- 
nificante á primera vista, tras una gestación de muchos Si- 
elos, ha nacido la prodigiosa ciencia eléctrica actual. 

La Academia, con perdón de Lilienfeld y otros conspicuos 
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autores, en todos los fenómenos del mundo moral y social 
que parecen seguir las leyes del material, no ve más que 
lejanas analogías, enlaces metafísicos, que relacionan las dos 
substancias constitutivas del conjunto universal, hijas (ge- 
melas quizá) de la Unidad sublime, de la Causa causarum 
que reconoció Cicerón. 

Pueden aquéllas confundirse, al parecer, sobre todo si se 
anula lá voluntad de los individuos en que misteriosamen- 
te anida una de ellas y abúlicos, inconscientes, inertes casi, 
ser arrastrados en el torrente pasional; torrente y sus causas, 
que son, sin duda, fuerzas especiales dignas de estudio en 
la Dinámica social. 

Cesando ya de marchar sobre abismos difíciles de salvar, 
se dirá, en conclusión: que á pesar de todo, tiene la Academia 
el placer de consignar que hay en el libro analizado mucho 
que estudiar, conceptos que honran á su autor, y que el 
conjunto alcanza un carácter de originalidad y mérito espe- 
cial ó relevante, que pone al Sr. Portuondo dentro de las 
condiciones marcadas por el art. 1.2 del Real decreto de 1.” 
de Junio de 1900. 


XI.-— Conferencias sobre Fisica matemática. 
Ecuaciones de la mecánica. 


Por JosÉ ECHEGARAY. 


Conferencia décimaoctava. 


SEÑORES: 


Ningún descubrimiento trascendental brota, por decirlo 
así, de repente; todos tienen sus precedentes, su historia, su 
preparación; y asimismo, aun en las ciencias matemáticas, 
tienen su preparación, su historia y sus precedentes las gran- 
des teorías y los descubrimientos más trascendentales. 

Toda la historia de las ciencias matemáticas puras lo de- 
muestra. Y dos elementos representan papel importantísimo 
en la evolución de la ciencia, entre otros elementos, que no 
hay para qué enumerar en este instante. 

Nos referimos á la generalización y á la semejanza. 

Las observaciones que preceden tienen aplicación á la 
materia concreta que hoy vamos á tratar. 

Recordando aquellas teorías del cálculo integral, que ya 
conocerán mis alumnos, pero que voy á refrescar en su me- 
moria, para evitar vacilaciones y dudas en las aplicaciones 
de la ciencia pura á la ciencia matemática, decíamos: que 
tanto para las ecuaciones en diferenciales parciales de pri- 
mer orden, lineales y homogéneas, cuyo tipo es éste 


que abreviadamente representábamos por el símbolo 


O 


X (2) =0, como para las ecuaciones en diferenciales ordí- 
narias, cuya forma general es 
dx; AX, dXn 


E (2 
EN A a 


y cuya integración está íntimamente ligada á la de la ecua- 
ción (1), hasta el punto de constituir ambos problemas, en el 
fondo, un problema único; para la resolución de este único 
problema, repetimos, tenía gran importancia el estudio de los 
multiplicadores de Jacobi. 

No porque resolviesen el problema por completo, sino 
porque prácticamente podían facilitar la solución en muchos 
casos, llegar á la solución completa en algunos, y de todas 
maneras descubrir propiedades de suma importancia en uno 
y otro sistema de ecuaciones diferenciales. 

En esta conferencia vamos á empezar, pues, el referido 
estudio elemental, Ó mejor dicho, vamos á recordar breve- 
mente dicha teoría. 

Puede exponerse de dos modos principales: ó partiendo 
de la ecuación (2), como hace Mr. Jordan en su curso de 
análisis, Ó partiendo de la ecuación (1), como hacen otros 
autores, y entre ellos Mr. Poussin, cuya obra sobre análisis 
infinitesimal es la que nos va á servir de guía, al menos en 
sus líneas generales, para esta conferencia. 

Y no debe extrañar, que esta teoría de los multiplicadores 
pueda exponerse, ya partiendo de la ecuación (1), ya par- 
tiendo de la ecuación (2), porque el problema, como hemos 
indicado, es único en el fondo. Pero partiendo de la ecua- 
ción en diferenciales parciales, hemos de llegar con más ra- 
pidez, y acaso con más claridad, á la demostración de unos 
cuantos teoremas, que son los que necesitamos para la apli- 
cación que de ellos hemos de hacer á las ecuaciones canó- 
nicas de Hamilton, ó, en términos generales, á las ecuacio- 
nes de la Mecánica, que son las que constituyen la materia 
del presente curso. 
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Y decíamos al empezar esta conferencia, que una gran 
parte de las teorías de las Matemáticas puras no eran otra 
cosa, que la generalización de otras teorías más elemen- 
tales. 

O que habían ocurrido á sus inventores, por semejanzas 
y analogías que existen entre unos y otros problemas. 

Esto sucede, precisamente, con la teoría de los multipli- 
cadores de Jacobi. 

Y no ha de olvidarse que en estas conferencias, al expo- 
ner las teorías de la Física Matemática, aprovecho todas las 
ocasiones para exponer mis ideas sobre el método general 
de la enseñanza. 

-Si yo, para abreviar tiempo y exponer con rapidez la teo- 
ría en que me ocupo, empezara diciendo: el multiplicador de 
Jacobí es una función M de X,, X» ..... Xn, que multiplicada 
por X (z) convierte á esta expresión en una determinante 
funcional, mucho temo que la mayor parte de mis alumnos 
se quedaran con unas cuantas palabras en la memoria, pero 
sin ninguna idea clara y precisa en el entendimiento. 

Los que no supieran de antemano, por una labor propia é 
intensa, lo que estos multiplicadores significan, seguirían en 
la misma ignorancia de antes, después de haber oído la de- 
finición, y aun de haberla aprendido de memoria, y hasta 
dándose cuenta clara del cálculo ó de la transformación que 
el enunciado significa. 

La mayor parte de los que estudian esta materia por pri- 
mera vez, preguntarían con extrañeza. 

¿Y cómo se le habrá ocurrido á Jacobi esta idea del multi- 
plicador, que asi expuesta es compleja y acaso obscura; y 
qué importancia pueden tener los multiplicadores para la in- 
tesración de unas ó de otras ecuaciones diferenciales? 

Y claro es que mis observaciones sólo se dirigen á los jó- 
venes, que por primera vez estudian estas materias, no á los 
que en ellas están versados, ni mucho menos á los maestros, 
á los que sin embargo no estaría de más un consejo: que 
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procuren, sin dejar de ser sublimes, ser á veces más claros 
y explícitos. 

Perdóneseme, pues, en atención á las consideraciones 
que preceden, que explique cómo ocurrió ó cómo pudo ocu- 
rrir á los matemáticos, en el problema de la integración de 
ecuaciones diferenciales, esta idea de los multiplicadores, en 
cuya teoría dió prueba una vez más, el gran matemático Ja- 
cobi, de la agudeza de su ingenio y de la profundidad de 
su talento. 


Empecemos por el caso más elemental. 

Supongamos una función de dos variables, que contenga 
una constante, la cual se ha despejado, con lo que dicha 
función tomará la forma 


F(x, y) =C 


x é y son las dos variables y c es la constante. 
Diferenciando dicha ecuación, el resultado será 


E —= O, 
9X oy 


en que Ja y pee 

0X oy 

mente conocida, puesto que es conocida la forma de f, y 

ambas se deducen por operaciones determinadas, es decir, 
diferenciando dicha función f con relación á x y á y. 

Expresando por + y d ambas funciones, la ecuación dife- 


rencial podrá escribirse así: 


serán dos funciones de forma perfecta- 


p(x, y)9x + Y (x, y)9y =0. 


Si se nos diera esta ecuación y nos propusiéramos inte- 
erarla, y si por la práctica que tuviéramos en estas opera- 
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ciones, pudiéramos ver inmediatamente, que y y dy eran las 
derivadas parciales con relación áx yá y de un función f: 
es decir, que se tuviera 


af 


3 
A En 
eS 


1 3y 


diríamos desde luego, que la integral era 


FX, y) =C. 


Sería una integración inmediata. 

Siá primera vista no pudiéramos percibir esta circuns- 
tancia, ni conocer esta propiedad de las funciones y y y, hay 
una manera sencillísima de apreciar si 4 y d cumplen con la 
expresada condición; porque, en etecto, diferenciando « con 
relación á y y y con relación á x, tendríamos: 


de donde 


Para que la ecuación diferencial que se nos ha dado Sea 
diferencial exacta, esta última condición es necesaria, y ade- 
más es suficiente; y en este caso, como hemos visto al re- 
cordar la integración de las ecuaciones diferenciales totales, 
la integración puede efectuarse inmediatamente por cuadra- 
turas. 

Pero puede darse otro caso, que es el caso general. 

Supongamos que se dividen los dos miembros de la ecua- 
ción diferencial exacta 


2 2 
E ee E 0 
Xx oy 


Rev. Aca. Dy Crexcras.—XII. — Noviembre, 1913. 15 


o 
do de su idéntica 
p(x, y) 9x + d (x,y)9y =0 


por una función cualquiera de x, y tal como M (x, y), y ten- 
dremos: 


E 


y=0 
M (xy) M(x, y) 


en que los dos coeficientes serán dos funciones de x, y, que 
representaremos por a y f. 
La ecuación diferencial tendrá entonces esta forma: 


a(x, y) 9x + PB Qs y) oy =0. 


Y esta ecuación ya no será una ecuación diferencial exac- 
ta, porque si 4 y y cumplían con la condición de integrabi- 
lidad, « y $, ya no cumplirán en general con esta condición. 
Si teníamos e 


00 od 

dy Ox 
ya no tendremos 

da od 

oy ox 


á menos que M no cumpla con ciertas condiciones; pero M 
la hemos elegido á capricho. Esto se comprueba en cualquier 
ejemplo. 

En resumen, así como la ecuación diferencial directa 


q (0, y) 3x + y (xy) 3y =0 
podía integrarse inmediatamente, la ecuación transformada 
a(x, y)9x +B (x, y)9y =0 


no sabremos integrarla. 


O 


Claro es que si nosotros hemos hecho la transformación, 
no hay más que deshacerla; es decir, multiplicar la ecuación 
por M(x, y) para convertirla en una ecuación diferencial 
exacta é integrarla desde luego. 

Pero si en un problema se nos presenta esta última ecua- 
ción y no cumple con las condiciones de integrabilidad, el 
problema será inmensamente difícil en la mayor parte de los 
casos. 

Y aquí surge la idea del factor integrante, ó del factor de 
integrabilidad. 

Es decir, de un factor, multiplicando por el cual una ecua- 
ción diferencial, que no es exacta, se convierta en diferencial 
exacta. 

Y se plantea el problema de este modo: dada una ecua- 
ción diferencial 


a (x, y) 9x + B(x, y)9y=0 


que no cumple con la condición de integrabilidad, buscar un 
factor, función de x, y, que representaremos por M (x, y), tal 
que multiplicando por dicho factor la ecuación propuesta, 
resulte, como hemos dicho, una diferencial exacta. 

O de otro modo, que 


M (x, Y) lg (x, y) 9x + (%, y) 9y] =0 
Ó abreviadamente 
Medx + Mydy =0 


cumpla con la condición de integrabilidad, que en este caso 
será 


MMS) 
9y DE 
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Si supiéramos nosotros resolver esta ecuación, nuestro 
problema fundamental estaba resuelto. : 

Lo malo es que esta ecuación, que determina M, es una 
ecuación diferencial y constituye un problema tan difícil 
como el primero, hablando en términos generales. 

De todas maneras, las ideas elementales que acabo de 
recordar, hacen comprender cómo en el problema de la in- 
tegración se ha introducido este concepto del factor inte- 
grante, que luego se ha generalizado para otras ecuaciones 
diferenciales más complicadas. 

La idea, ó el germen de la idea, expresada en globo, es 
ésta: introduciendo ciertos factores en las ecuaciones dife- 
renciales, puede resolverse inmediatamente el problema de 
la integración. 


Claro es que, aun para el caso particular que acabamos 
de exponer, ocurren ciertas dudas y se plantean ciertos pro- 
blemas. 

Por ejemplo: dada una ecuación diferencial, 


a (x, y) 9x + B (5 y) 9y =0 


que no cumple con las condiciones de integrabilidad, ¿exis- 
tirá siempre un factor integrante, Ó puede ser tal la ecuación 
que ni el factor integrante exista? 

Se dice generalmente por los autores, que existe dicho 
factor integrante en todos los casos. 

Y se da esta demostración sumaria. 

La ecuación diferencial propuesta tendrá una integral que 

“  designaremos, como antes, por 


(xy) =C; 
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y que, diferenciada, da 


Pero si la ecuación dada es esta misma, que se ha trans- 
formado, ambas deben dar el mismo coeficiente diferencial. 


Despejando de la última A, tendremos, 
ES 


of 

dy 0x 
dx of 
Y 


y despejando también el coeficiente diferencial de la ecua- 
ción dada, resultará 


SI) 
dx P (x, y) 


Ambos coeficientes deben ser iguales para todos los valo- 
res de x, y del campo de la integral, de suerte que tendremos 


ES 
AI 
E E 
oy 
ó bien 
of E 
90X 9y 


AE TEN 


Si para abreviar llamamos á este cociente común M(x, V), 
podemos establecer 
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NES Le 
9X 9y 


AN ES 


de donde 


lo 

ES == M (x, y). a (x, y) 
SS 

lo) 

=M (x, y). B (x, 9) 
y 


Luego, multiplicando la ecuación dada 
a (Xx, y) 9x + B (y) 9y =0 


por M(x, y) se convertirá en 


M(x, y) + «(x,y)3x + M(x, y) - B (e, y) 3y =0; 


y en virtud de las relaciones anteriores en 


E A 
IX oy 


De donde resulta demostrado que existe un factor M(x, y) 
tal, que multiplicado por él la ecuación propuesta, que no 
es integrable por sí, se reduce dicha ecuación á una diferen- 
cial exacta que se integra inmediatamente. 

Esta demostración parece á primera vista rigorosa; pero 
observemos que supone, a priori, que la ecuación diferen- 
cial dada tiene una integral, y esto no es evidente. 

Se demuestra que dicha integral existe, cuando despejan- 


do lA con lo cual 
Ox 


CE E) 


dx BREA) 
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el segundo miembro es una función holomorfa y el punto 
de partida de la integración no es un punto singular. 

Pero ¿qué sucederá en el caso en que el segundo miem- 
bro no sea una función holomorfa, como supone el método 
de Cauchy? (que es como si dijéramos que el segundo miem- 
bro pueda no desarrollarse por la serie de Taylor). 

¿Qué sucedería, por ejemplo, si « y f fueran funciones 
sin derivadas, del tipo de la célebre serie de Veierstrass 


F(x)=*Y.=0 b%cos (a? 7x)? 


Ni siquiera podríamos ver si la ecuación diferencial dada 
cumplía con la condición de integrabilidad. 

Pero estos son problemas en cuya discusión no podemos 
detenernos, porque son ajenos á nuestra asignatura. 

Vemos, de todas maneras, que este concepto de factor 
integrante aparece ya, de una manera natural, en las ecua- 
ciones diferenciales ordinarias de dos variables. 

Vemos, además, que su importancia en estos problemas 
es decisiva, porque determinar el factor integrante es resol- 
ver el problema, y no debe extrañarnos, por lo tanto, que 
aplicando la generalización y la analogía se hayan estudiado 
los factores integrantes en otras ecuaciones diferenciales. 


En las ecuaciones diferenciales ordinarias del tipo, tantas 
veces citado, 


ocurre aplicar este mismo principio del factor integrante; teo- 
ría que aquí resulta mucho más complicada y menos decisiva. 
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Por ejemplo: la serie anterior de igualdades se descompo- 
ne naturalmente en estas ecuaciones 


Ay 1% — XA 1% == 0 
X¿ (dx, —X,dx,=0 


O 00 00.00.10 1D0 0000 0.00 


y ocurre, repetimos, multiplicar cada ecuación por un factor 
integrante y. (x, y); sumar los resultados: 


po (Xy dx, — Xy 1x2) + 3 (X3 dx, — X, dx3) + ..... = 
= Un (X5 dx; a Xo AXp ) = O; 


y ver si pueden determinarse las funciones ¡ de modo, que 
el primer miembro se convierta en una diferencial exacta de 
una función y (X,, Xa ..... Xp ), es decir, 


porque en este caso y = O sería una integral del sistema. 

Y si esto lo pudiéramos conseguir para diferentes siste- 
mas de funciones ¡ tendríamos otras tantas integrales. 

Este es, precisamente, el método que sigue Mr. Jordán en 
su curso de Análisis. 

Y por este método llega á demostrar, que estos diferentes 
sistemas de factores integrantes de las ecuaciones dadas, son 
los diferentes elementos de una determinante funcional. 

Pero ya hemos dicho que vamos á seguir, en la exposi- 
ción de esta teoría, el método que nos parece más rápido 
de Mr. Vallée Poussin, empezando por definir, el factor in- 
tegrante de Jacobi. | 
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En vez de partir de las ecuaciones diferenciales ordi- 
narias, partimos de la ecuación en diferenciales parcia- 
les X (2) = 0; pues más de una vez hemos advertido, que 
ambos problemas de integración, el de las ecuaciones en di- 
ferenciales parciales (1) y el de las ecuaciones diferenciales 
ordinarias (2), son problemas, no diré por no exagerar la 
expresión, idénticos, pero sí afirmaré que son problemas 
equivalentes. 

Dada, pues, la ecuación en diferenciales parciales cuya 
forma simbólica recordaremos que es X (2) = 0, ó bien des- 
arrollada 


se llama factor integrante de Jacobi, una función de x, y, tal 
que multiplicando el primer miembro de la ecuación prece- 
dente por dicha función integrante, resulte un producto, que 
pueda ponerse bajo la forma de una determinante funcional, 
que vamos á expresar enseguida. 

Más claro, M (x, y), será un factor integrante si el pro- 
ducto 


Eo E v0cco HE y Le E) 


Ó bien 


E lo) lo) Oz 
INEA ES ETS AE a e Leo + Xp | 


20 9Xo A 


que sabemos que es la expresión simbólica de una deter- 
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minante funcional y equivalente á esta otra que es la forma 
ordinaria. 


ANO 92 
a a a ms 
da, Ja Day 
o 2 
da 00m 90) (D) 
o e 

dd 9My-1 IXp1 

2% O de 


En suma: el factor integrante M (X,, Xo ..... Xn) está de- 
tinido por la siguiente relación, escrita en forma abrevia- 
da, tanto para el primer miembro, como para el segundo, 


o MA 1) (M) 


Ma Xx.) es un factor integrante de la ecua- 
ción diferencial, el primer miembro podrá escribirse bajo la 
forma que indica el segundo; formas ambas, según veremos 
más explicitamente, que, desde luego, se observa que no. 
aparecen como incompatibles; pero esto no quiere decir que 
en todos los casos, porque se conozca M(X,, Xa ..... Xa), 
pueda escribirse el segundo miembro. Más claro; porque se 
conozca M, factor integrante, esto no supone Que 4, Ua ..... 
Uy — Sean conocidas también. 

Si M es un factor integrante, la relación anterior existirá 
y existirán las funciones ua de X,, Xa ..... Xn; mas esto, vol- 
vemos á repetirlo, no significa que desde luego sear conoci- 
das; como que, si fueran conocidas, el problema de la inte- 
gración estaría resuelto, porque vamos á ver inmediatamen- 
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te, que estas funciones «, son las integrales de la ecuación 
diferencial. 
Veremos, en efecto, que 


son las n — 1 integrales de la ecuación en diferenciales par- 
ciales X (2) = 0. 

Mas antes vamos á fijarnos bien en Jo que significa la ex- 
presión (M), por la cual hemos definido el factor inte- 
orante M. 


El primer miembro MX (2), Ó sea 


n 9Z 02 02 
ps Ea) ES e e | 
Xy 0X2 Xp 
que también puede escribirse 
9 le) e) 
O E a e a po LEEN 
Xy OX> A 


es una expresión lineal respecto á las derivadas de z con 
elaciónia 7) arecess Xx. en que los coeficientes son funciones 
Dto sas Xn puesto que lo es M y lo son las X. 

Podría escribirse el primer miembro de este modo, repre- 
sentando por la letra A los diferentes productos de la fun- 
ción M por las funciones X: 
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y vemos que los coeficientes A serían perfectamente conoci- 
dos, si M lo fuese, en función de las x, puesto qne las X son 
datos del problema. 

O también abreviadamente podemos decir, que el primer 
miembro tiene esta forma 


A 


(A) 


ia 
0X 9X> Da 


Pero el segundo miembro de M, que es la determinante D, 
también puede tomar esta forma, porque desarrollando dicha 
determinante funcional por los elementos de la primera línea, 
y representando por Á las determinantes menores, que co- 
rresponden á cada elemento, tendremos para el segundo 
miembro de (M): 


TH ene. + An ) (3) 
X2 


y esta expresión, en efecto, tiene la misma forma que la (4), 
y podrían ser idénticas si pudiéramos hacer que las A fue- 
ran iguales á las A. 

Es decir, si pudieran existir estas ecuaciones 


AE == e... AA 


Precisamente, en esta posibilidad estriba la posibilidad de 
la definición del factor integrante M que expresa la ecua- 
ción (M). 

El problema se plantea, pues, de este modo: 

Determinar las funciones %;, %a ..... o. y —1 de tal suerte, que 
las ecuaciones anteriores queden satisfechas. 

En efecto, todas las A son funciones de las u. 

Por ejemplo: se sabe por la teoría de las determinantes y 
se ve en (D) que 


da, 99, 
A, == MAA 
9X2 IX. 
94 90 
IX 0 
d4n—1 94 1 
0X>o IS 


De suerte, que en rigor A, depende de las a. 

Claro es que depende de una manera complicada, porque 
“depende de las derivadas de las «, las cuales entran, además, 
en una determinante. Pero esto, para nuestro razonamiento, 
importa poco. 

En la ecuación 


el primer miembro es una expresión conocida, si se cono- 
ce M, y en el segundo miembro entran las incógnitas, es 
decir, las funciones a. 

Y como lo mismo podemos decir de todas las demás 
ecuaciones, que expresan la identidad de ambos miembros, 
el problema se plantea, según indicamos, de este modo: 

Determinar las funciones a de X,, X> ..... Xn de manera que 
satisfagan á las ecuaciones 


A a == 10 ..... == Nas 


Si esto es posible, la definición del factor integrante será 
lógica y no encerrará contradicción. 

Si esto fuera imposible, la definición sería contradictoria 
consigo misma. 

Pero precisemos aún más las ideas. 


SE 
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La definición del factor integrante expresada por la rela- 
ción (M) ha de ser una identidad. De suerte, que expresan- 
do M en función de X,,Xz..... Xn; desarrollando X (2) y 
desarrollando asimismo el segundo miembro, es decir, 
desarrollando la determinante después de sustituir por 
0. , Uy ..... Uy —1 SUS expresiones en función de las variables x, 
la relación (M), decimos, debe ser una identidad. El primer 
miembro debe ser idéntico al segundo, no para una función 
especial de z, sino sea cual fuere z en función de las x. 

Por eso hemos podido igualar término á término las ex- 
presiones (A) y (A), porque suponíamos, que siendo z arbi- 
traria, eran también arbitrarios los coeficientes diferenciales: 


Esto por una parte. Y ahora decimos; que el número de 
incógnitas de la serie de ecuaciones 


es igual al número de ecuaciones. 

Porque fíjense bien mis alumnos; hemos dicho que se su- 
pone conocida M y que las incógnitas eran 4;,, 42 ..... Lp -3- 
Este valor de M suponemos que existe, pero no es arbitra- 
rio. Si existe y es conocido, las n ecuaciones con 1 — 1 in- 
cógnitas, deben ser y serán compatibles. 

Mas en rigor, el problema debe plantearse de este modo, 
para ver si la definición que expresa la ecuación (M) es Ó 
no aceptable. | 

Debe plantearse, repetimos, en esta forma: en las n ecua- 
ciones últimas, que expresan las igualdades de las A y A, 
han de considerarse como incógnitas no sólo las «, sino 
la M. 


Es decir, que hay que buscar por dichas n ecuaciones, 
las n incógnitas 


M (e X2 ... o. Xn ), Oy (ES X9 ..... Xn ), U9 (4 X2 ....o Xn ) 
da (CS OSO os Sn) 


Y ya el problema no parece imposible, ni parece contra- 
dictoria la definición, aunque no está demostrada con todo 
rigor, porque no sabemos á priori si las 1 ecuaciones serán 
compatibles. 

Con todo rigor vamos á demostrar ahora la existencia del 
factor integrante. 

Escribamos la siguiente serie de ecuaciones, de las que la 
primera es una identidad y las demás expresan que toma- 
MOS Para 0;, 4 ..... Gn —1 Soluciones de la ecuación diteren- 
cial A (2) = 0; tendremos, pues, 


0Z 02 02 0.2 
Xy == | X2 -— + o.... + X» AS =- 
O 0X> So 0X; 

92 92 
+ X) + ....o + Xp a 
X2 0Xn 
90 ou 0 
o 0 
Xy OXo 0357 
Du 9%) 9u> 
Xy + X)> — o... + Xn == 0 
0x a 
1 2 n 
NoLa DU aro 
76 n—1 ae n—1 du SE o ea (eat 0) 
lo) 1 0Xo 0 


El cuadro anterior contiene n ecuaciones líneales con re- 
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lación AA X, en las que la primera tiene segundo 
miembro y las demás carecen de él. 

Procedamos lo mismo que si tratásemos de despejar X.. 
Para ello, según el método de resolución de las ecuaciones 
de primer grado, multiplicaríamos la primera por la deter- 
minante menor de la determinante (D), correspondiente al 


90Z 2 : 
elemento . La segunda ecuación por la determinante 
OX, 
: 9 , : 
menor correspondiente á a - en la misma determinante (D), 
Xy 


y así sucesivamente: la tercera ecuación por la menor 


da Ad : 
de ao y la última por la determinante menor que co- 
Xy 


rresponde á E, En suma: todas las determinantes me- 
1 

nores de la primera columna son las que empleamos como 

factores. 

Y esto se comprende sin dificultad, porque precisamente 
la determinante (D) sería el denominador común si despejá- 
semos en el último cuadro las X,, X, ..... Az. 

Sumando todos estos resultados, tendremos, desde lue- 
go, X, multiplicado por la determinante (D), 6 expresándola 
abreviadamente: 


La segunda columna se reducirá á cero, como se sabe por 
la resolución de ecuaciones de primer grado, y además por 
la teoría de las determinantes. 

Tendríamos, en efecto, el mismo resultado anterior, pero 
habiendo sustituido á la primera columna la segunda. Es 
decir, en forma concisa: suma de términos de una columna 
(aqui sería la segunda) por determinantes menores de térmi- 
nos de la primera, resultado que es cero, porque equivale á 


Ad y E 


suponer iguales dos columnas: la primera y la segunda. De 
modo que el coeficiente de X, será igual á cero, y lo mismo 
podremos decir para todos los demás términos. 

No quedará, pues, en el primero mas que el término que 
acabamos de escribir; y en el segundo miembro sólo queda- 
rá el producto del segundo miembro de la primera ecuación 
por la determinante A,, que corresponde al primer térmi- 


92 
no — de la determinante (D). 
OXy 


Es decir, quedará 


ó abreviadamente 


X (2) A;. 


Luego, el resultado de aplicar al cuadro anterior la trans- 
formación que queda indicada, será éste 


9 (21) 4, 0 


X D ervno Un—1) 308) A; 


1 
MEE, X3 ..o.o EN) 
ó bien dividiendo por X,, é invirtiendo 


Ax 
X; On op AO Sé) 


lo cual demuestra el teorema y la existencia del factor inte- 
orante y aun da su forma. 


on 1 
Esta ecuación no3 demuestra, en efecto, que y es un 
1 


factor integrante de la ecuación diferencial, porque vemos 
que, multiplicándolo por X (Z), resulta la determinante fun- 
cional del segundo miembro. 
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Dicha ecuación, repetimos, coincide exactamente con 
la (M), poniendo en ella 


Hemos hallado al mismo tiempo la expresión M del factor 
integrante, Ó, por lo menos, un factor integrante; que, por lo 
demás, ya veremos, que existen muchos: y al mismo tiempo 
quedan definidas las funciones a,, %a ..... Un 1, que hemos 
visto que son las soluciones de la ecuación diferencial. 

Hasta aquí resulta que la teoría de los factores integrantes 
será curiosa, digna de estudio, porque es de suponer que por 
su medio conozcamos algunas propiedades de las ecuacio- 
nes diferenciales en cuestión. 

Pero por el pronto no nos sirve para integrar la ecuación 
diferencial propuesta. 

Más aún; con todo lo que hemos explicado hasta ahora, 
dada la ecuación en diferencias parciales X(2)=0, ni aun 
tenemos medio para determinar el factor integrante. 

AN 

Porque si bien hemos visto que da nos determina este 
factor integrante, y si bien conocemos X, que es uno de los 
coeficientes de la ecuación propuesta, y, por lo tanto, un 
dato, no conocemos A, que es una determinante de las fun- 
ciones «a, que son precisamente las diversas integrales 


que buscamos y que constituyen las incógnitas del pro- 
blema. 
Mal nos puede servir la fórmula anterior para conocer M, 
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cuando M se expresa en función de las cantidades descono- 
cidas a. 

Claro es qve si conociésemos todas las integrales x, cono- 
ceríamos A, y conoceríamos M; pero resulta que para cono- 
cer M es preciso haber resuelto el problema. 

Siguiendo más adelante en el estudio del problema, estas 
dudas, en parte, se aclararán; pero nada más que en parte, 
porque la consideración del factor integrante puede simplifi- 
car la solución del problema de integración, mas no lo re- 
suelve por completo. 

En la conferencia próxima continuaremos el estudio de los 
factores de integración. 

Pero todavía en ésta vamos á presentar un ejemplo que 
nos demuestra, que aquel multiplicador de la ecuación dite- 
rencial ordinaria de dos variables, de que hemos hablado, no 
es más que un caso particular del multiplicador de Jacobi. 


En efecto; consideremos la ecuación del tipo propuesto 


90Z 90Z 
== X> 
Xi 9X> 


E =0. 


que es la de forma más sencilla. 
Aplicada la fórmula general (M) á este caso, tendremos, 
llamando M al multiplicador, 


9Z 9Z VI 
M (x E Ai Xo a ) EA 
OX; 0X2 0X, OX2 
Ja, 90% 
IX, 0X2 


en que sabemos que J, es precisamente la integral de la 
ecuación diferencial propuesta. 
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Desarrollando ambos miembros tendremos 


9Z 9Z 92 da 92 da 
+ MX> —— = - a A 
9Xy DX)> OT DE 


MX, 


é identificando los coeficientes de las derivadas de z, lo cual 
es necesario, como hemos dicho para la identidad de los dos 
miembros, toda vez que z en esta identidad es arbitraria, 
precisamente porque es una identidad; tendremos 


> da 
ola Mo Cin (M) 


A == 
ES 


90X> 
que son dos ecuaciones para despejar M, y 0. 
Claro es que podemos eliminar a,, porque diferenciando 
la primera con relación a” x, y la segunda con relación á xo, 
y sumando, resultará 


MX, | MX 
IX, DXo 


220) 


de donde podrá despejarse M. 

Pero esta ecuación, desarrollando las derivadas, resulta 
una ecuación diferencial más complicada que la propuesta, 
de suerte, que aun en este caso elemental, de las ecuacio- 
nes (M') no podemos deducir el valor de M, porque no co- 
nocemos Y. 

Claro es que de ia última ecuación podríamos deducirlo, 
pero sería efectuando una integración, por regla general 
más difícil que la propuesta, ó tan difícil por lo menos. 

Es evidente todavía que si conociéramos «u, cualquiera de 
las ecuaciones (M”) nos daría M; pero conocer « en valores 
de x,, xo, es tener resuelto el problema de la integración: 
a (x,, Xx») = constante, sería la integral buscada. 

Por lo demás, si por algún medio especial y en algún pro- 


A 


blema pudiéramos conocer M, es claro que las ecuacio- 
nes (M') nos darían a. 

Que este factor integrante coincide, para el caso de una 
ecuación diferencial de dos variables, con el que, para este 
caso, hemos definido con el mismo nombre, es evidente. 

En efecto; sabemos que integrar la ecuación en diferen- 
ciales parciales 


90Z 9Z 
-=0 


NA a 


es lo mismo que integrar la ecuación ordinaria de dos va- 
riables 

dx, dx, 

Pe X, 


Ó bien 
A 0%, =— A, 0x2 =0. 
Y el factor integrante para esta última ecuación es una 


función M, (x,, Xx») tal, que multiplicando por ella la ecua- 
ción precedente, cuyo resultado será 


Mi X> Ax; 7 Mi X dX> = O; 


esta última ecuación, repetimos, sea una diferencial exacta, 
para lo cual basta que se tenga 


TA) 
9X> Xy 
Ó bien 
(MX, ) dE 9(M, X>) Ed 


:0X; : 9Xo 


que es la misma ecuación que habíamos obtenido antes para 
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determinar M. Y, además, llamando a (x,, xo) á la integral 
propuesta deberemos tener 


du da 
9 X> IX 


Mi X> = 


ecuaciones idénticas á la (M'). 

Resulta, pues, con toda evidencia, que el multiplicador in- 
tegrante de todas las ecuaciones ordinarias, no es más que 
un caso particular del multiplicador de Jacobi. 

Que es lo que nos habíamos propuesto demostrar, para 
que se vea cómo las teorías y los conceptos se van genera- 
lizando, y que una gran parte de los conceptos superiores, 
por decirlo así, se introducen por generalización y analogía, 
de otros conceptos, que ya se han introducido en teorías 
más elementales. 
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XI. — Nouvelles recherches sur la détermination de 
la constante solaive. 


PAR M. EMILE SCHWOERER. 


J'ai Phonneur de présenter au monde savant un instru- 
ment, P'hélio-thermophore, qui a pour but de mesurer, d'une 
tacon continue, la quantité de chaleur solaire absorbée par 
une surface donnée. 

Putilité d'un pareil instrument est manifeste. Dans un Rap- 
port présenté au Congrés international de Physique, en 1900, 
Crova a résumé l'ensemble de nos connaissances sur la 
quantité de chaleur que la Terre recoit du Soleil. Cé savant 
a porté son examen á la fois sur les méthodes d'investiga- 
tion', sur les instruments employés et sur les formules utili- 
sées pour tirer des observations recueillies la valeur de la 
quantité de chaleur que l'on désigne sous le nom de cons- 
tante solaire. 

De son cóté, M. Violle, dont on connaít les beaux travaux 
sur ce sujet, fait remarquer que, pour plusieurs raisons, 
cette quantité n'est sans doute pas une constante véritable, 
et cela expliquerait, en partie, les divergences des résultats 
obtenus par les observateurs. Mais il y en a d'autres plus 
évidentes. La quantité cherchée est, par définition, le nom- 
bre de petites calories recues, par minute, sur une surface 
de un centimétre carré douée d'un pouvoir absorbant égal a 
1, exposée normalement aux rayons du Soleil supposé á la 
distance moyenne de la Terre et dans le vide, c'est-á-dire 
soustrait á l'absorption de notre atmosphere. Or, dans les 
observations que nous pouvons faire, les radiations qui éma- 
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nent du Soleil ne nous parviennent qu'apres avoir traversé 
l'épaisse couche d'air qui nous enveloppe-et qui, étant tou- 
jours plus ou moins chargée de vapeur d'eau, etc., absorbe 
une proportion variable de ces radiations. La quantité de 
chaleur que mesurent nos instruments n'est donc qu'une 
fraction réduite de celle qu'ils recueilleraient, si notre at- 
mosphére n'existait pas. 

ll en est de méme pour les observations faites sur les 
hauteurs, Car les altitudes les plus élevées auxquelles nous 
puissions porter nos instruments sont encore bien faibles 
par rapport a l'épaisseur de notre atmosphere. On n'évite, 
par ce moyen, que lP'absorption due aux couches inférieures 
qui, de fait, sont les plus chargées de vapeurs et de pous- 
siéres. Mais les résultats que Pon obtient ainsi, pour étre 
un peu meilleurs, ne sont pas encore trés concordants, et 
cela s'explique par la variabilité incessante des conditions 
atmosphériques, de sorte que, dans le cours d'une année, il 
ne se trouve qu'un tres petit nombre de jours qui fournis- 
sent des observations satisfaisantes. Il est done á craindre que 
nous restions encore longtemps privés d'une connaissance 
á peu prés exacte de la valeur de la constante solaire, mais 
nous pouvons toujours chercher á perfectionner les instru- 
ments qui ont été employés pour cette mesure et espérer 
que la solution du probléme nous sera donnée par l'organi- 
sation d'un systéme d'observations réguliéres, effectuées 
dans des observatoires choisis spécialement au point de 
vue du climat et de la pureté du ciel. 

Pouillet est le premier physicien qui ait réussi, a l'aide de 
son pyrhéliométre, á tirer de ses nombreuses observations 
une valeur qui donne lP'ordre de grandeur avec une approxi- 
mation suffisante. Cet instrument est bien connu. Rappe- 
lons seulement qu'il est monté sur un support a inclinaison 
variable et que l'on peut faire tourner la boíte d'argent qui 
sert de calorimétre autour d'un axe qui coincide avec l'axe 
du thermomeétre; ce mouvement est nécessaire pour agiter 
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leau et repartir dans toute la masse liquide la chaleur ab- 
sorbée par la surface insolée. 

A premiére vue, il ne semble pas que, dans ces condi- 
tions, ce mode d'agitation soit bien efficace, et l'on peut 
douter que le résultat soit suffisamment approché, si Pon a 
égard a la faible conductibilité de l'eau. 

P'ai pensé que l'on opérerait dans de meilieures condi- 
tions, en modifiant la méthode suivie jusqu'ici par les phy- 
siciens et en employant l'instrument dont voici la descrip- 
tion succincte. 

Le calorimétre est constitué essentiellement par un récep- 
teur métallique rectangulaire de 09,02 de surface, formé 
d'une bote peu épaisse, á la partie inférieure de laquelle 
est ménagée une double enveloppe vide d'air, et dont la 
face qui doit étre exposée au Soleil est en plaqué d'argent, 
tres mince, recouvert de vernis noir mat. Cette boíte étant 
convenablement orientée, on fait arriver leau á la base par 
un canal interne, percé de petits trous, dans lequel est placé 
un thermomeétre tres sensible a long réservoir et de faible 
diamétre qui mesure la température moyenne de l'eau á 
Ventrée. Cette eau s'éleve en lame mince le long de la face 
insolée, s'y échauffe en s'emparant de la quantité de cha- 
leur absorbée par la plaque noircie, á mesure de cette ab- 
sorption, et arrive á la partie supérieure oú se trouve un Ca 
nal identique au précédent par lequel elle s'écoule en con- 
tournant le réservoir d'un autre thermomeétre, pareil au pre- 
mier, qui mesure la température moyenne de l'eau á la sor- 
tie. Cette action demeurant constante, une certaine tempé- 
rature de régime s'établira dans l'eau en circulation aprés 
quelques minutes de fonctionnement. A partir de cet instant, 
Peau gardera dans le récepteur une température stable et 
Vautant plus élevée, dans de certaines límites, que le volu- 
me d'eau en circulation sera plus réduit. Tout le systéme 
occupe le fond d'une boíte protectrice assez longue, ayant 
pour but de diriger les rayons solaires normalement sur. la 
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plaque noircie en s*'opposant au rayonnement latéral de cette 
plaque et en évitant les pertes de chaleur que ce rayonne- 
ment pourrait déterminer. 

En réglant la vitesse d'écoulement de facon que la diffé- 
rence entre les deux thermométres reste constante et en pe- 
sant eau recueillie pendant la durée de l'expérience, on 
peut calculer la quantité de chaleur absorbée dans P'unité de 
temps par lP'unité de surface. 

L'usage de cet instrument est, comme on voit, des plus 
simples. 

Désignons par: 

TT le poids d'eau écoule en un temps 6), 

(t, —t,) Véchauffement de l'eau produít par la surface S, 

C la chaleur spécifique du liquide á 2, 

K un coefficient instrumental dépendant aussi du pouvoir 

absorbant du noir qui n'est pas absolu, 
K 


!l 
on a visiblement, en posant E 12d a A, 


ACP(L—t)=Q>+:0, 


Q étant la quantité de chaleur absorbée par unité de temps et 
par unité de surface, et c une correction relative aux quanti- 
tés de chaleur que perd ou gagne-le calorimétre par suite de 
la différence de température des parois avec celle de l'air 
ambiant. La valeur de c, trés petite si l'instrument est bien 
protégé, est aisée á déterminer dans chaque cas particulier. 
Il suffit pour cela, á un moment convenable, de couvrir 
bappareil de tacon á le mettre á l'abri des rayons solaires et 
d'observer, dans ces nouvelles conditions, les variations de 
température en un temps donné. 
Le grand avantage que présente l'instrument que je viens 
de décrire est de pouvoir servir, á volonté, á déterminer les 
quantités de chaleur solaire absorbées soit en une minute 


— 231 — 


soit pendant plusieurs heures. Il a déja convenablement 
fonctionné et les résultats numériques en seront publiés, 
dés qu'ils auront atteint le degré de certitude et de généra- 
lité que Pon est en droit d'exiger d'un probléme dont la so- 
lution a une si grande importance dans la Physique de 
PUnivers. . 
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XIN.—Estudio sobre los Triarilmetilos. 


(Continuación.) 
POR ANTONIO GARCÍA BANÚS. 


Después se hizo la sorprendente observación de que el 
rendimiento en producto normal depende exclusivamente de 
la velocidad con que el benzaldíbudo diluido se añade al mag- 
nesiano; es decir, de las concentraciones relativas de los 
dos cuerpos. 

En un caso extremo, en el que se hizo llegar el benzalde- 
hido muy diluido y muy lentamente sobre el magnesiano, se 
obtuvo el 95 por 100 de hidrato de toluileno (tanto Tchits- 
chibabin como Hells obtienenrendimientos del 20-30 por 100) 
junto con indicios (0,5 por 100) de difenilisocromano. 

En otro caso extremo, haciendo gotear, también muy di- 
luído y lentamente, el magnesiano sobre el benzaldehido, se 
obtuvieron 1/3 de hidrato de toiuileno y 2/3 de difeniliso- 
cromano. 

Además, se pudo demostrar que el complejo «benzaldehi- 
do magnesiano» no reacciona con un exceso de benzaldehi- 
do, añadiendo lentamente al magnesiano benzaldehido en 
tal cantidad, que al fin quedara en gran exceso (doble can- 
tidad de la empleada en todos los ensayos anteriores): el 
producto de la reacción en este caso es también hidrato de 
toluileno puro. 

En todo caso, podría admitirse que la supuesta condensa- 
ción la produce el exceso de benzaldehido al comienzo de la 
reacción, pero nunca, supone, como Tchitschibabin, que es el 
magnesiano el agente de condensación. 

Puesto que el benzaldehido no puede reaccionar con € 
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complejo magnesiano C¿H;,- CH - (OMg Cl!) CH, - C¿H;, 
deben atribuirse los diferentes resultados obtenidos, no tan 
solo á un exceso de benzaldehido, sino que deben depen- 
der al mismo tiempo de la naturaleza ó del estado del com- 
puesto magnesiano. 

Se pueden explicar satisfactoriamente estos hechos sí se ad- 
mite que el cloruro de benzilmagnesio existe en una forma 
normal (1) y en una forma quinoidea (11) de modo análogo 
á como se hizo con el cloruro de trifenilmetiimaenesio. 


ON ENS MEO! 
| ESSE 
| | 
CH, - MEC 5 
(1) 19 


Estas dos formas no son transtormables (como sucede con 
el otro magnesiano) por el calor; están siempre en equili- 
brio (que dependerá, naturalmente, de la temperatura), es de- 
cir, son en realidad dos formas tautómeras. 

Haciendo gotear el compuesto magnesiano sobre el ben- 
zaldehido, pueden entrar ambos tautómeros en reacción, 
quedando fijados; de este modo se obtiene 30 por 100 de hi- 
drato de toluileno y 70 por 100 de difenilisocromano; mien- 
tras que haciendo la operación al revés, al llegar el benzal- 
dehido en contacto con el exceso de magnesiano reacciona 
de preferencia con la forma normal y la quinoidea se trans- 
forma en su tautómera á medida que ésta entra en reacción; 
de esta manera se obtiene solo hidrato de toluileno. 

La forma quinoidea ni da, ni puede dar sencillamente 
-ortotuiltenilcarbinol, pues posee dos polos de reacción para 
el benzaldehido,- en uno de los cuales, éste, reacciona del 
modo normal con el grupo (Mg C1) y en el otro se conder- 
sa el grupo metileno (CH,)'” con la segunda molécula de 
benzaldehido. 
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Probablemente el producto de la reacción es el glicol (1), 
que pierde agua transformándose en el «isocromano» por los 
tratamientos á que se le somete. 

Se deduce que el producto de la reacción posee la constitu- 
ción del difenilisocromano por su análisis y peso molecular; 
posee un átomo de oxigeno que no tiene carácter ni de al- 
cohol, ni de adehido, ni de cetona. Se disuelve en sulfúrico 
concentrado con color verde intensísimo, propiedad caracte- 

- rística de los cromanos. La oxidación con C,O,, en ácido 
acético da como producto principal, antraquinona junto con 
ácidos benzoico y ortobenzoilbenzoico (1). 


(1) El cromano ó benzofurano a la fórmula adjunta: 


ANN 


lo 


dl 


Bibliografía: Ber. 38, 855 (1905).—C. B. 1905 (1) 892; 
— Ber. 39, 28536 (1906).—C. B. 1906 (2) 1195. 


¿NE AE de 
escrito en | | 
otra forma | | 
7 a : Co Hs SS IÓ, 
é CH, | 
| 
CCO 
0) 
ESAS ASS 
l | | 
-Oxidado | | | 
SS 
O 
C¿H, - COOH 
E Cors CH - C¿H; 
0 e 
la oxidado | | COOL 
== 
E CH 5 (Ceja | 
| N 
</3SN 
ón, COOH 


Cuando la reacción anormal se conduce á alta temperatu- 
ra se obtiene siempre al lado del difenilisocromano pequeñas 
cantidades de una substancia que se diferencia de éste por 
contener H, menos; contiene un átomo de oxígeno formando 
puente, como en el «isocromano»; se disuelve en el sulfúrico, 
pero sin tomar coloración; por oxidación da antraquinona, 
ácido benzoico y otro ácido que no se ha podido identificar 
ni con el ttálico, ni con el orto ni con el p-benzoilbenzoico. 

Adiciona 1 mol. de bromo; decolora la disolución acetóni- 
ca de permanganato; hidrogenado por el método catalítico de 
Fokin Wilstaetter, absorbe I mol. de hidrógeno, dando una 


So a 


substancia por demás análoga al difenilisocromano; igual 
punto de fusión é igual coloración con el ácido sulfúrico, 
pero el punto de fusión mixto es diferente. Seguramente 
este producto de hidrogenación es uno de los cuatro isóme- 
ros cis-trans posibles en el caso del difenilisocromano cuyas 
tórmulas son: 
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ASIA AN 2 SN 
Ñ Y ñ 
SN s o E 
2 0H H H 
| ETA SS éca Y 
NO Hs H a —= / Cm, 
CN al 


El cuerpo no saturado de que se trata debe ser el difenili- 
socromeno. 


CCE 
SS 
O 

CH 


Es interesante que por la existencia del enlace etilénico 
desaparezca la propiedad de dar color con el sulfúrico. 


CAPITULO IV 


Reducciones en la serie del trifenilmetano. 


FL MÉTODO DE HIDROGENACIÓN CATALÍTICA 


Sabatier y Senderens consiguieron de una manera verda- 
deramente elegante, empleando el niquel reducido como 
catalizador, la hidrogenación de una porción de compuestos 
orgánicos. 
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Esta hídrogenación no es siempre aplicable, por tenerse 
que hacer á temperatura más ó menos elevada. 

S. Fokin y Paal encontraron que, empleando paladio ó 
platino finamente dividido (hidrosoles), podían hidrogenarse 
á la temperatura ordinaria una mlltitud de combinaciones or- 
gánicas no saturadas. 

Este método de hidrogenación, considerablemente am- 
pliado más tarde, es, sin duda alguna, la reacción más inte- 
resante y de aplicación más amplia de cuantas se han en- 
contrado en estos últimos años. 

Las investigaciones de Fokin (1), Paal, Wilde, Skita, Wils 
taetter y sus colaboradores, han demostrado que la hidroge- 
nación, en presencia de platino ó de paladio reducido, es 
un reactivo del enlace etilénico, aun en aquellos casos en 
que este enlace no se manifiesta por otras propiedades (ab- 
sorción de bromo, decoloración del permanganato, etc.); por 
ejemplo, Wilstaetter y Hatt han demostrado recientemente 
que substancias tales, como el benceno, naftaleno y otros mu- 
chos compuestos aromáticos, absorben en presencia del pla- 
tino reducido, rápida y cuantitativamente, hidrógeno, trans- 
lormándose en los derivados perhidrados correspondientes, 
siempre que se evite la presencia de aquellas materias que 
actúan como venenos de los catalizadores (compuestos de 
azufre, arsénico . ..., etc.). 

Nos pareció interesante someter el trifenilmetilo á esta 
nueva reacción, que es, sin duda alguna, la más suave de 
cuantas se conocen, á propósito, por consiguiente, para un 
cuerpo tan sensible como el trifenilmetilo. 

El trifenilmetilo absorbe rápidamente hidrógeno, transfor- 
mándose en trifenilmetano. 


(1) La Bibliografía completa se puede encontrar en los trabajos 
de Waser, Tesis (Zurich, 1911) y Hatt, Tesis (Zurich, 1912), y parti- 
cularmente en la monografía del profesor Dr. Askita Uber Katalytis- 
che Reductionen Organischen Verbindungen (Stuttgart. 1912). 
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Esta reacción no se interpreta bien aceptando la fórmula 
de Jacobson para el trifenilmetilo. 


NUEVO MÉTODO DE REDUCCIÓN DE LOS POLIARIL- 
CARBINOLES 


Si se calienta una disolución de trifenilcarbinol en alcohol 
que contenga un 10 por 100 de sulfúrico (1), se produce 
una eterificación y se forma el éter etílico del trifenilcar- 
binol. Deseamos averiguar si un exceso de ácido tendría 
influencia sobre la marcha de la reacción, y nos encontramos - 
con el sorprendente hecho de que una disolución de trifenil- 
carbinol en alcohol, mezclada con una cantidad suficiente de 
sulfúrico, comienza á depositar inmediatamente trifenilme- 
tano, formándose á la vez acetaldehido. 


(O O (o 
+ SO,H, + CH, - CHO: 


Esta reacción la dan además el difenilcarbinol (benzhi- 
drol), y el tribifenilcarbinol; el fenil-bifenil-a nattil-carbinol 
da un producto de constitución no aclarada. 

El a-difnaftilcarbinol y el a - trinaftilcarbinol producen 
cuerpos complejos qne no se han estudiado; el 2-dinaftil- 
carbinol da probablemente «a-tetranaftiletano. 

En aquellos carbinoles en que es posible una deshidra- 
tación, no marcha tampoco en este sentido la reacción. El 
alcohol benzílico se resinifica, y el hidrato de toluileno da 
estilbenc. Las arilcetonas, benzofenona y di-bifenilcetona no 
reaccionan tratadas de esta manera. 

El modus operandi varía según el carbinol de que se tra- 
te. Si es soluble en alcohol, se añade á su disolución al- 
cohólica ácido sulfúrico (vol. próximamente igual al del 
alcohol), de manera que la mezcla se caliente á 70”. Si no es 


(1) W: Mamontow C. B. 1897 (2) 408. 
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soluble en alcohol se disuelve en el ácido y éste se añade al 
alcohol. 

De ambos modos queda al fin un líquido espeso colorea- 
do, con el color característico del carbinol de que se trate. 
Comienza á formarse en seguida un precipitado del metano 
correspondiente, que termina con la decoloración de la mez- 
cla; en algunos casos se produce una ligera carbonización, 
que obscurece la masa, pero que no perjudica en nada. 

Esta reacción marcha también entre 0” y — 5%, sólo que la 
reducciór no es completa: filtrando se separa el metano, y 
las aguas sulfo-alcohólicas diluidas regeneran el carbinol 
no reducido. 

No se han aislado los productos de oxidación del alcohol, 
aunque se ha reconocido el acetaldehido. 

La reducción (en el caso del trifenicarbinol) marcha igual- 
mente con el alcohol metílico, pero no con el amílico que 
da reacciones secundarias. 

Es indiferente emplear el carbinol ó su cloruro. 


CAPITULO Y 


Análogos del trifenilmetilo. 


Se conocen toda una serie de compuestos derivados del 
trifenilmetilo y que poseen sus propiedades características. 

Homólogos superiores son: 

El difenil-p - toluilmetilo (1), de color amarillo anaranja- 
do, algo más intenso que el trifenilmetilo. Su peróxido fun- 
de á 170-171". Ml ds 

El di-p - toluil-fenilmetilo (1), de color anaranjado: su per- 
óxido funde á 147-148". JE 

El trip - toluilmetilo (1), de color rojo anaranjado: es muy 
inestable: sus disoluciones se decoloran al cabo de pocos 
días; el peróxido funde á 169-170*, 


(1) Gomberg Ber. 37, 1627 (1904) y 36, 3927 (1903) 
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Derivados halogenados se conocen (1). 

El p - cloro, el p - bromo y el p - ¡odotrifenilmetilo, de co- 
lor rojo el primero, y rojo anaranjado los otros dos; los pe- 
róxidos funden á 165”, 167” y 169” respectivamente. 

El tri-p - triclorotrifenilmetilo es de color fuschina inten- 
so, muy estable; al aire quedan coloreadas sus disoluciones 
en amarillo; el peróxido no es puro: funde á 140” y 142”. 

Muy interesante es el fri-p - trinitrotrifenilmetilo (2) sus 
disoluciones bencénicas tienen hermoso color fuschina en 
caliente; en frío, el color es azul verdoso: su peróxido fun- 
des 

Tchitschibabin (3) ha conseguido obtener un trifenilmetilo 
doble; tratando el bisdifenilclorometilbifenilo 


(CA) AECI CACA CONCA 
con plata molecular ha obtenido el bistrifenilmetilo 
(C;¿H5)» E, s C¿H, qe (C,¿H5)» 


posee el color del permanganato, y al aire da un peróxido 
que no se ha obtenido puro. 

En la serie del naftaleno se han obtenido: 

El difenenil-=-naftilmetilo (4), de color pardo amarillento 
intenso con fluorescencia verde; Schmidlin y Massini (5) in- 
tentaron obtener el trinattilmetilo; pero el cloruro tiene uni- 
.do el cloro con tal energía que no reacciona con la plata. El 
tri a naftilcarbinol posee propiedades excepcionales dentro 
de la serie de los triarilcarbinoles. 

También se ha intentado obtener un metilo con un núcleo 
hidrogenado (6). El exahidrotrifenilcarbinol con ácido clor- 


(1) Gomberg. Ber. 37, 1633 (1904). 

(2) Gomberg. ídem. 

(3) Ber. 40. 1810 (1907). 

(4) Gomberg. loc. cif. 

(5) Ber. 42, 2392 (1908). 

(6) Schmidlin y von Escher. Ber. 47, 447 (1903). 
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hídrico no da el cloruro, sino que se obtiene el cicloexiliden- 
difenilmetano; no puede, pues, llegarse al metilo 


H, H, 
(EC H)E 7 ós b H, 
IN y 


Gomberg (1) primero, y después Schlenck (2), obtuvie- 
ron el dibifenilenditeniletano; las disoluciones de este com- 
puesto, incoloras en frio, toman color pardo rojizo con in- 
tensa fluorescencia azul cuando se calientan. Este compues- 
to es el producto de la acción de la luz sobre el trifenilme- 
tilo; cuando es puro no son fluorescentes sus disoluciones. 

Son interesantísimos los metilos de la serie del bifenilo. 

El mono-bifenil-difenilmetilo (3) C¿H; - C¿H,¿- C--(C¿Hs). 
es rojo anaranjado; existe como el tritenilmetilo en una for- 
ma incolora, y otra coloreada, predominando, sin embargo, 
la última; lo mismo sucede en el di-bifenil-metilo (4) 
(MC CAC: cuerpo blanco al estado solido 
que se disuelve con color rojo intenso; en las disoluciones, 
un 80 por 100 del metilo está en forma coloreada. 

El tribifenitlmetilo (5) descubierto por Schlenck es un cuer- 
po de color verde intenso (corrientemente parecido al óxido 
de cromo). P. F? = 186. Según Schlenck, da este cuerpo 
disoluciones de color violeta, y su peso molecular corres- 
ponde, dentro de los errores experimentales, á la fórmula 


(CH; q C;H4): C. 


Dada la importancia que tiene este hecho, Schmidlin (6) 
ha repetido estas investigaciones, á las que hemos asistido, 


(1) Ber. 39, 1469 y 2967 (1906). 

(2) Schlenck, Weickel y Hergenstein, Ber. 43, 1753 (1910). 
(3) Idem íd. Ann. 368, 295 (1909). 

(4) Idem íd. Ann. 372, (1910). 

(5) Schlenk, Weickel, Herzenstein. A. 372, 1, (1909). 

(6) Ber 45, 3171, 1912 y An. Soc. Fís. Quí. 11, 211 (1913). 
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unas veces como espectador interesado, otras veces intervi- 
niendo directamente en ellas. 

El camino que se siguió para llegar al metilo es algo dife- 
rente del seguido por Schlenck; partió por un lado del bife- 
nilo que, bromado, dió el bromuro Br C¿H,- C¿H;. Da con 
magnesio, empleando un gran exceso de iodo, el magnesia- 
no correspondiente BrMg- C¿H, - C¿H;. Este magnesia- 
no posee la propiedad de fostorescer intensamente al aire, 
propiedad nec observada hasta ahora en ningún magnesiano. 
Por otra parte, se hacía reaccionar el bifenilo con el fosge- 
no, en presencia del cloruro de aluminio y de la dibifenice- 
tona obtenida, condensándola con el anterior magnesiano y 
tratando el producto del modo corriente, se obtenía el tri- 
bifenilcarbinol (C¿H, -C; H,)3. Junto á buena cantidad de 
dibifenilo C¿H; - C¿H, - C¿H, - C¿H; y tribifenilmetano 


(CH. CoHoo CH. 


Si la descomposición del complejo magnesiano se hace con 
amoníaco en vez de ácido acético, el rendimiento en carbi- 
nol es mucho mayor y no se obtiene tribifenilmetano. 

Del carbinol en bruto pueden separarse por cristaliza- 
ción fraccionada dos carbinoles, uno más soluble, que fun- 
de á 195, y otro menos soluble, que funde á 205-206. Cuan- 
do la descomposición se hace con amoníaco, se forma Casi 
exclusivamente este último. Ambos se disuelven en sulfúri- 
co, con el mismo color rojo fuschina intensisimo (véase el 
espectro). Los cloruros de estos carbinols funden á 190” 
y 2009, respectivamente. 

Tratados estos cloruros en disolución bencénica con co- 
bre, da el menos soluble un metilo de color rojo cereza (es- 
pectro) muy intenso, y el otro cloruro un metilo color azul, 
también intenso (espectro). 

El cloruro del metilo rojo es más reaccionable que el del 
metilo azul; cuando están mezclados y se trata su disolución ' 


o 


bencénica con cobre, se colorea primero en rojo, después en 
violeta y, por último, en verde malaquita más Ó menos puro. 
Tanto el metilo rojo como el azul se oxidan al aire instan- 
táneamente, dando el mismo peróxido de P. F%= (fig. 1.2). 
Hasta ahora no se ha encontrado un explicación satistacto- 
ria de este notabilísimo caso de isomeria (1). 


709 50 * 690 50 500 50 400 Pp 


aan Sn 


1 disbifenilmetilo azul (en benceno) conc. 1: 6000 


2 = rojo = — 1:5000 
3 carbinoles en SO, H, — —  1:66000 
Figura 1.* 


El peso molecular determinado con el crioscopio, repre- 
sentado en el adjunto esquema (fig. 2.*) (2), ha dado el mis- 
mo valor que encontró Sehlenck. 

Se opera siempre en atmósfera de nitrógeno puro; la subs- 
tancia introducida (como se dice en la parte experimental) 
enel tubo A se pesa en él, y haciéndolo girar puede caer 
en el aparato. Las observaciones espectroscópicas se hicie- 
ron en un tubo (2) de la forma esquematizada (fig. 3.*%); en 
una de las ramas se colocaba la disolución concentrada del 
metilo, en otra benceno, el tubo lleno de CO, se cerraba á la 
lámpara; se comprende cómo inclinando el tubo en uno Ó 
en otro sentido se pueden conseguir todas las concentra- 
ciones imaginables. 


(1) Comp, con Schlenk. B. 46, 1415 (1913). 

(2) En el dibujo está equivocada la colocación de los líquidos: á 
la rama izquierda corresponde la disolución del metilo, á la derecha 
el benceno. 
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Nos propusimos el estudio de un metilo que contuviera 
tres radicales arilos distintos. En primer lugar sería muy in-- 
teresante saber si una vez desdoblado por ejemplo el cloru- 
ro de un tal metilo en los dos ántipodas activos, persistía la 
actividad "óptica en el metilo. En una palabra: sí eran su- 


Figura 2.* 


ficientes tres radicales distintos para crear una molécula ac- 
tiva á la luz polarizada. Por muy absurda que parezca esta 
idea, es cuestión que sólo la experiencia puede resolver. 
Se tiene además, que todos los cuerpos de la serie que 
estudiamos, se transforman muy fácilmente los unos en los 
“tros; el carbinol en su cloruro y al revés: éste en el metilo, 
ó en la amina, el metilo en peróxido y éste en carbinol. 
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Un compuesto de esta naturaleza será muy adecuado para 
estudiar «las transformaciones de Walden >» (Walderchen 
Umkehrung). 


Se ha conseguido preparar con faci- 

: lidad el fenilbifenil-2 naftilcarbinol y 
con éste el nuevo metilo, fenilbifenil- y. 

EN nattilmetilo de color café intenso que al 


aire se decolora rápidamente dando un 
peróxido muy alterable. 

Se han estudiado los espectros del 
metilo y del carbinol en disolución sul- 
fúrica, y las dos bandas (y tambien el 
color sucio del metilo) hace sospechar 
la coexistencia de dos metilos en diso- 
lución (tig: 4.2). 

El desdoblamiento del racémico en 
sus dos antípodas activos no se ha po- 
dido conseguir hasta ahora, aunque hemos encontrado el 
camino que ha de conducirnos á la separación. 


Figura 3.* 


700 zO 600 50 500 50 400 pep. 


(1) 


(2) 


1 Fenil-lifenil-a-naftilmetilo 1: 507 
s 1 Carbinol en SO, H» 1: 50009 


Figura 4-* 


a 


No se ha logrado combinar el radical del nuevo carbinol 
asimétrico ni á los alcaloides ni á otra base: no se han podi- 
do obtener ésteres de este carbinol, ni se ha conseguido el 
éter mentílico, pero hemos podido obtener un producto muy 
bien cristalizable con el alcohol amílico. 

Por dificultades comerciales no hemos dispuesto de alco- 
hol amílico activo hasta la fecha, pero confiamos tenerlo 
muy en breve, para continuar estas investigaciones. 
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PARTE EXPERIMENTAL 


CAPITULO VI 


Aoción de la luz y del calor sobre el trifenilmetilo. 
Acción de 14 luz sobre el tribifenilmetilo. 

Primeras materias. —El trifenilmetilo lo hemos preparado 
siempre con trifenilclorometano puro, disuelto en bencene 
seco (primero con Cl, Ca y luego con sodio hilado), hervido 
y enfriado en corriente de carbónico para privarlo del aire. 

El tribifenilmetilo lo hemos preparado con el cloruro de 
tribifenilmetilo, que lo debemos á la amabilidad de nuestro 
querido maestro el profesor J. Schmidlin. 


PREPARACIÓN DEL TRIFENILCLOROMETANO 


Se mezclaron dos kilogramos de benceno(P.E*=80 - 82”) 
y 700 gramos de tetracloruro de carbono; la mezcla se 
seca con unos 500 gramos de Cl, Ca fundido, y se filtra 
á un matraz de seis litros provisto de refrigerante de reflujo; 
el líquido se calienta al baño de María, á ebullición, y se 
añaden 500 gramos de Cl, Al anhidro por porciones de 
50 gramos, de modo que se produzca una intensa reacción; 
se termina en tres cuartos de hora. El líquido fuertemente 
coloreado en rojo se hierve una hora al baño de María, y 
una vez frío, se vierte lentamente, y agitando sobre una mez - 
cla de cuatro kilogramos de hielo triturado y dos kilo- 
gramos de clorhídrico conc, se precipitan unos copos ne- 
oros que, agitados con el agua, acaban por desaparecer. 
Suele precipitarse casi siempre trifenilclorometano, que que- 
da en suspensión en la capa bencénica y desaparece aña- 
diendo un poco de benceno. Se decanta, se lava con poca 
agua fría, se seca con Cl, Ca y se concentra; la disolución 
concentrada se enfría rápidamente, v agitando para obtener 
cristales pequeños, se filtra y se escurre á la trompa. 


DE 


Se obtienen unos 600 gramos. Las aguas madres dan 
unos 200 gramos de cristales. Las nuevas aguas madres no 
se aprovechan. El mejor modo de purificar los cristales de 
la primera cristalización, es lavarlos dos ó tres veces en una 
cápsula con éter seco, escurriendo cada vez á la trompa; 
después se disuelve en muy poco benceno seco (unos 300 
6 400 c. c.), y caliente se cristaliza enfriando rápidamente. 
Si se ha operado bien, los cristales son blancos. Se conser- 
van en un desecador sobre ácido sulfúrico. 

El trifenilclorometano forma grandes cristales incoloros 
P. F"=115” (descomponiéndose), muy soluble en benceno. 
El sulfúrico lo disuelve con efervescencia. Es muy sensible 
á la humedad, -que lo transforma en carbinol. 


PREPARACIÓN DE LOS METALES 


Plata molecular.—200 gramos de nitrato de plata (Kalh- 
baum) disueltos en cuatro litros de agua, se precipitan por 
clorhídrico. El cloruro obtenido, muy fino operando con esta 
dilución, se lava tres Ó cuatro veces por decantación; la pa- 
pilla de cloruro se coloca en un vaso de precipitados, y en 
ella se introduce un vaso poroso y una lámina de plata que 
rodea al vaso y que está unida por medio de unos alambres 
de plata con unos trozos de cinc colocados en el vaso poro- 
so; éste se llena con ácido sulfúrico al 10 por 100, y en el 
vaso exterior se pone agua acidulada; se deja marchar la re- 
ducción que dura unos cuatro Ó cinco días, y cuyo fin se ve 
muy bien por desaparecer el color blanco del cloruro; se deja 
dos ó tres días más para asegurarse de la reducción total. 
El ácido del vaso poroso se renueva cada día. Si por acci- 
dente pasa algo de cinc metálico al exterior, se lava con 
clorhídrico muy diluido; si no lo estuviere se estropea la pla- 

reducida, quizá porque experimenta una especie de coa- 
gulación. 

La plata reducida se lava con agua caliente hasta que no 
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dan las reacciones de los iones Cl' y Ca”, las aguas de la- 
vado; se filtra y escurre á la trompa y se seca en la estufa 
á 100%; se reduce á polvo fino, é introducida en un matraci- 
to, se seca á 250% en el vacio durante unos diez días (á peso 
constante); debe cuidarse no calentar á más de 250%; el ma 
traz debe sacudirse todos los días, pues la plata se apelma- 
za mucho. Al fin se llena varias veces el matraz con CO.,. 

La plata así preparada es un polvo fino de color gris más 
ó menos obseuro, y es muy activa. 

Cobre.—Se cmplea la purpurina de cobre, que se conoce 
en el comercio bajo el nombre de «Naturkupfer C.» Se lava 
con alcohol y éter, se seca en el vacio, y después, á 350% á 
baja presión (nueve milímetros), durante unos diez días. Se- 
gún Schlenck y Wohl, el cobre reacciona sólo en caliente, 
pero hemos observado que también en frío reacciona muy 
bien. 


OBTENCIÓN DEL TRIFENILMETILO 


Una vez lleno todo el aparato representado en el esquema 
con CO, puro y seco se introducen en el matraz A 50 gra- 
mos de trifenilclorometano puro y 114 gramos de plata mo- 
lecular; se deja marchar unos momentos la corriente de car- 
bónico y se añaden 330 c. c. de benzeno seco hervido y en- 
friado en corriente de CO,. Mientras se hace esto, se intro- 
duce el gas por el extremo T del aparato. Se observa como 
se colorea el benceno en anaranjado, y el fondo del matraz 
donde se encuentra la plata, se calienta un poco. 

Se deja reposar cuatro semanas, agitando cuatro ó cinco 
veces todos los días, cubierto el matraz con un paño negro 
y en comunicación el aparato con un Kipp á presión. frans- 
currido ese tiempo, se abre el extremo T” del aparato, se 
regula el CO,, é inclinando el aparato se filtra el Jíquido, á 
través del filtro Soxhlet contenido en el tubo B, al matraz C. 
En el cuello del matraz C se ajusta un tapón con un tubo 


O 


capilar, en comunicación con un Kipp; se hace el vacío en el 
aparato y calienta á unos 40” el líquido del matraz C: de este 
modo se concentra hasta que, enfriada la disolución, se pro- 
duce una cristaliáación suficiente. 


Figura 5. 


Cuando esto suceda, se deja que acabe la cristalización y 
se pasa la papilla al embudo D: esta parte del aparato está 
tormada por dos embudos de la forma que se ve en el esque- 
ma, apoyados sobre un disco de porcelana con agujeros que 
sirve para sostener un papel de filtro; los bordes de los em- 
budos apoyan sobre dos aros de caucho de cinco milímetros 
de grueso y dos centimetros de ancho; además, una banda 
ancha de goma cierra herméticamente todo el borde de los 
embudos y éstos están fijos uno contra otro, merced á un 
buen elástico de goma que mantiene rígida toda esta parte 
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del aparato. Una vez que la papilla que se pasó al embudo D 
ha filtrado las aguas madres, se hace con cuidado una succión 
por T, por medio de la trompa, para escurrir los cristales. 
Se introduce un poco de benceno en el matraz C y con él se 
lavan éstos, escurriéndolos después. Si no se ha concentra- 
do mucho la disolución, se obtienen unos 15 á 20 gramos 
de metilo puro. Para recogerlo, se introducen en C unos 
200 c. c. de benceno, se calienta á 40 Ó 50” y moviendo el 
matraz convenientemente, se consigue disolver en parte y 
hacer caer el resto del metilo al matraz donde se disuelve. 

Esta disolución se filtra directamente á las vasijas donde 
se haya de conservar ó emplear. 

Para introducir el benceno en el aparato resulta práctico 
un matraz de destilación (1.500 c. c.) donde se ha hecho 
hervir. El cuello del matraz está en comunicación con el 
Kipp, y el tubo lateral sirve para introducir el benceno sin 
necesidad de interrumpir la corriente de CO.. 

Para los ensayos del calor sobre el trifenilmetilo, para ob- 
tener el tribifenilmetilo, y siempre que no sea preciso obte- 
ner un metilo muy puro, se puede ahorrar mucho tiempo 
haciendo hervir la disolución del cloruro con cobre, em- 
pleando el refrigerante de reflujo que el mismo aparato tie- 
ne. Basta hervir la disolución unos veinticinco á treinta mi- 
nutos; la filtración se hace lo mismo, y la concentración no 
precisa hacerla á baja presión. La disolución filtrada en el 
matraz C se calienta á baño de María á la ebullición, ha 
ciendo entrar la corriente de CO, por T; el cuello del matraz 
lleva un tapón con un tubo que llega casi á la superficie del 
líquido y conduce los vapores á un refrigerante adecuado. 

Para las determinaciones del peso molecular, y cuando 
sea preciso hacer una serie de ensayos con el metilo sólido, 
se adopta la siguiente disposición: se emplean dos matraces 
idénticos al A y el mismo tubo-embudo B; el segundo ma- 
traz, que corresponde al C, va unido á un embudo A, de la 
forma indicada en el esquema (fig. 6.*). La concentración se 
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hace lo mismo, y una vez cristalizado, se pasa la papilla á 
este tubo y se filtra merced al filtro que sostiene la placa de 
porcelana B: se escurre igualmente á la trompa y, una vez 
seco, haciendo pasar CO, á través de la masa, se pone rápi- 
damente el tapón que se ve en el esquema. Este lleva la 
espátula C, que sirve para pulverizar el metilo que queda 
sobre el filtro B, y además el tubo D, que es el del criosco- 
pio. La corriente de CO, D 

se mantiene por E cons- 
tantemente. Se comprende 
cómo, moviendo el apa- 
rato, puede introducirse 
la substancia en polvo en 
el tubo D ó en el que ha- 
ga Sus veces. 

Cuando se tienen que 
hacer ensayos con muy 
pequeñas cantidades de 
metilo resulta muy prácti- 
co este aparato. En el tu- 
bo de ensayo encorvado 
(en todo caso se sopla un 
matracito en su extremo) 
y lleno siempre con CO,, 
que se hace llegar por el 
tubito lateral, se hace her- : E 
vir con cobre la disolución Ft e 
del cloruro (fig. 7.%). Se puede emplear un filtro ordinario. 
Como el tubo es bastante largo, actúa él mismo de refrige- 
rante durante los cuatro ó cinco minutos que se hierven las 
disoluciones. Nos ha dado muy buenos resultados. 


O E 


EXPOSICIÓN DEL TRIFENILMETILO Á LA LUZ Y FORMACIÓN DEL 
DIBIFENILENO -DIFENILETANO 


e a 
as 7 e ñE C ¿Ns e 
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Se expuso á la luz difusa una disolución de trifenilmetilo 
en 350c.c. de benceno, preparada como queda indicado (con 
114 gr. de plata y 50 gr. de cloruro; se recogieron sólo 


Figura 7.? 


9,5 er. para tenerio muy puro). La disolución se iluminó en 
un matraz lleno previamente de CO, y cerrado á la lámpa- 
ra. Al cabo de veintidós días comenzaron á depositarse en 
las paredes y fondo del matraz cristalitos muy bien for- 
mados. 

Al cabo de cuarenta y cinco días de exposición (durante 
los meses de Diciembre y Enero) la disolución se había de- 
colorado. 

Se abrió el matraz (no había presión interna) y se filtraron 
los cristales P” =2,85 gr. P. F” 225” (coloreándose en 
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rojo). Tratando de purificarlos se disolvieron en benceno. Al 
calentar esta disolución tomó color pardo rojizo claro, y al 
evaporarla en el aire, color rojo carmesí intenso. 

Los cristales obtenidos fundían á 190% y tenían color rojo: 
se lavaron con un poco de éter, que les quitó el color, y se 
disolvieron y cristalizaron de nuevo en benceno, que se vol- 
vió á colorear en carmesí, aunque no tan intenso. Los crista- 
les obtenidos teñidos en rosa P”=1,65gr. y P.F”=191-193", 
se lavaron con éter y se cristalizaron dos veces, con lo que, 
tanto la disolución como los cristales, quedan incoloros y 
constante el P.F”=204” (corregido 209”). 

Este compuesto es insoluble en el éter de petróleo, casi 
insoluble en éter, poco soluble en benceno frío y soluble en 
caliente, de donde cristaliza en cristales octaédricos muy 
bien formados con dos moléculas de benceno de cristaliza- 
ción, que pierden rápidamente al aire efloresciéndose. Funde 
á 204” (corregido 209”), tomando color pardo amarillento. Se 
disuelve rápidamente en sulfúrico concentrado, con color par- 
do amarillento en el primer momento y luego pardo obs- 
curo. 

Según el análisis, le corresponde la fórmula 


CoH2502 + 2C5Hs 


y todas las propiedades coinciden con las del peróxido del 
dibifenilen-difeniletano, descubierto por Gomberg y estudia- 
do por Schlenck (1): 


1,4476 gr. de substancia contienen 0,3322 gr. de benceno. 


O) Bio y calculado. . 24,3 
26112 U+. . ... 


l encontrado. 22,9 
(0,6124 - CO, 
l 0,0862 - H,O 


(1) Schlenck, Ber. 43, 1754 (1910); Gomberg y Cond., Ber. 39, 
1469, 2967 (1906). 


0,1876 gr. substancia.. 


Ruv. AcaAD. DE Cirncias.—XII—Noviembre, 1913. 18 
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0,1884 gr. substancia.. y 0,6152 - CO, 
| ( 0,0868 - H,O. 
Calculado. Encontrado. 
CELO (E SOM 89,03 — 89,05 


His: IO ns 5,14— 5,15 


ENSAYO DE HIDRÓLISIS DEL PERÓXIDO DE DIBIFENILEN- 
DIFENILETANO 


0,5 gramos de peróxido de P. F?=205" en polvo fino, di- 
sueltos en 50 c. c. de sulfúricoconcentrado, se dejaron repo- 
sar una hora, y la disolución, fuertemente coloreada, se vier- 
te sobre 200 gr. de hielo machacado. 

El precipitado blanco que se produce se filtra, lava y es- 
curre á la trompa y se seca sobre el plato poroso. Es muy 
resinoso. Se hierve con éter de petróleo (PE”=30*-50), y 
queda un polvo amarillo que es soluble en alcohol, pero que 
no se puede obtener cristalino; la disolución alcohólica da 
siempre el mismo polvo amorfo. 

En vista se esto se acudió, para identificar el producto ob- 
tenido, á la 


OBTENCIÓN DEL DIBIFENILEN-DIFENILETANO Y DE SU PER- 
ÓXIDO É IDENTIFICACIÓN CON EL OBTENIDO POR LA LUZ 


Se partió de la fluorenona, que se hizo reaccionar con el 
ioduro de fenilmagnesio: el difenilen-fenilcarbinol se trans- 
formó en su cloruro, y éste, con cobre, dió el «etano». 


Calas 


Es EAS CHN 
CO>+IMgC¿H,; > - C - OH - » | 
($20) (2-5 
o 
Css AAN 


0-20 0-58 
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Preparación del carbinol (1). — Difenilen-fenilcarbinol.— 
Resulta más cómodo que según las prescripciones de Ull- 
man operar como sigue: 

Se prepara el magnesiano del modo corriente con 10 gr. de 
magnesio en polvo, 40 gí. de iodobenceno y 400 c. c. de éter 
seco. Una vez terminada la reacción, se hierve á baño de Ma- 
ría una hora y treinta minutos, y la disolución caliente se fil- 
tra á un matraz. Se añaden 20 er. de fluorenona (Kalh- 
baum) desleída en éter seco; se produce una reacción muy 
intensa, que es preciso regular, y se precipita una materia 
verde; una vez añadida toda la tluorenona, se hierve la mez- 
cla á baño de Maria dos horas. Entonces se forma otro pre- 
cipitado amarillento. Se deja enfriar y se descompone cuida : 
dosamente con 50 c. c. de agua. 

El precipitado de sal básica se disuelve en ácido acético 
diluído. La capa etérea se decanta, lava con agua, seca con 
SO, Na, calcinado, filtra, concentra á baño de María y queda 
una resina incristalizable. Se trata con éter de petróleo 
(P.E* =30*-50%) en frío hasta que adquiere consistencia 
sólida. El polvo que queda se extrae tres veces con éter de 
petróleo (P.E* =30-50”). El primer extracto da 4 gr. de 
magníficos cristales; el segundo, 3,4 gr., y el tercero, que 
tenía disuelta toda la materia restante, 9,8 gr. Total: 17,2 
gramos. 

Las dos primeras fracciones, algo resinosas (aunque los 
cristales estaban muy bien formados), se lavaron con ligroí- 
na (P.E”=110*-120> fría, se cristalizaron en este mismo 
disolvente, y los cristales (P2=5 gr. P.F”105%) se unieron 
á la fracción tercera y se cristalizaron dos veces en ligroí- 
na caliente. Se obtienen 10 gr. de carbinol de P.F*= 107”. 

Preparación del fenilclorofluoreno.—A una disolución de 
10 er. de carbinol en 50 c. c. de benceno se hace llegar, du- 
rante una hora en frío y tres horas á la ebullición, una co- 


(1) Ullmann y Wurstemberg. Ber. 37. 73. 
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rriente de clorhídrico gaseoso. Se evapora el benceno en co- 
rriente de clorhídrico y cristaliza el cloruro; se lava con 
un poco de éter de petróleo, seca en el plato poroso y se 
guarda en el desecador sobre sulfúrico. P*. = 11 gr. 

Obtención del dibifenileno-difeniletano y de su peróxi- 
do (1). —En un matracito provisto de refrigerante ascendente, 
y arreglado para ser atravesado por una corriente de CO», 
se hace hervir durante cinco horas una disolución de 5 gra- 
mos de cloruro en 50 c. c. de benceno seco y 15 gr. de co- 
bre seco (Naturkupfer C). 

La disolución se filtra directamente en un cristalizador; 
presenta color de té, sobre todo en caliente, con magnífica 
fluorescencia azul. Se evapora y queda un residuo que: 
pesa 1,5 gr. 

Este se hierve con éter de petróleo (30-507), después 
con éter y, por último, se cristaliza en benceno. La disolu- 
ción toma al aire el color rojo carmesí característico. El pro- 
ducto se cristaliza cuatro veces en benceno, empleando 
siempre gran cantidad de disolvente para que dure mucho 
tiempo la evaporación y facilitar la oxidación. Se reco- 
gen 0,2 gr. de peróxido purísimo. P.F”=205”. Hecho el 
punto de fusión mixto con el producto obtenido á la luz, se 
encuentran idénticos. 


TRATAMIENTO DE LAS AGUAS MADRES DEL DIBIFENILENO= 
DIFENILETANO FORMADO POR LA ACCIÓN DE LA LUZ 


Se concentran á baño de María; al calentarlas, toman el 
color de té, que es característico del efano, y que ya observó 
Schlenck, y que nosotros hemos confirmado calentando uno 
de los tubos decolorados á la luz. El efano se disuelve y el 
líquido toma color pardo rojizo intenso que desaparece al 
enfriar la disolución. 


(1) Schelenck, Ber. 43, 1753 (1910). 


E 


La disolución bencénica concentrada dió 7,2 gr. de trife- 
nilmetano (con benceno de cristalización), de P.F*=75": 
tratados los cristales con éter, dejaron un residuo de 0,25 gra- 
mos de etano impuro. 

Las aguas madres del trifenilmetano concentradas dejaron 
una resina que, tratada con éter de petróleo (30% 50%), dió 
1,6 or. de trifenilmetano y 0,05 de efano impuro. 

Se han obtenido, pues, de 9,49 gr. de trifenilmetilo 
puro, 3,15 gr. de dibifenileno-difeniletano, y 8,50 de trife- 
nilmetano con benceno, ó sean 6,34 gr. de metano puro; es 
decir, 6 mol. de trifenilmetilo dieron 1 mol. de dibifenileno- 
difenil-etano y 3,95 mol. (teoría 4 mol.) de trifenilmetano. 

El dibifenileno-difeniletano obtenido con el cobre y el fenil- 
clorofluoreno presenta, como hemos indicado, hermosa 
Huorescencia azul. El obtenido por la acción de la luz no la 
presenta; es, pues, debida á una impureza. 

Las disoluciones de trifenilmetilo no presentan alteración 
sensible al cabo de permanecer cuatro meses en la obscu- 
ridad. 


ACCIÓN DE LA LUZ SOBRE EL TRIBIFENILMETILO 


No se ha podido terminar, hasta la fecha, esta investiga- 
" ción. Ha estado una disolución de tribifenilmetilo expuesta 
cinco meses á la luz difusa y dos años al sol, sin que dis- 
minuyera sensiblemente su hermoso color. Las disoluciones 
muy diluídas se decoloran casi instantáneamente al sol; las 
del metilo rojo son diez Ó quince veces más estables que las 
del metilo azul. 


ACCIÓN DEL CALOR SOBRE EL TRIFENILMETILO 


Acción del calor sobre el trifenilmetilo disuelto en xileno. 
Se operó según Wieland (1) para comprobar sus resultados. 


(1) Ann., 381, 200, 202 
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Se hirvieron 50 gr. de trifenilclorometano en 200 c. c. de 
xileno (seco con sodio) en corriente de CO,, y durante trein- 
ta minutos, con 100 gr. de Naturkupfer C seco. Se filtró en 
corriente de CO, á un matraz perfectamente recubierto con 
papel de amianto, y se hirvió la disolución de trifenilmetilo 
durante cuarenta y ocho horas seguidas á reflujo. El color 
cambió muy poco. Se trata la disolución con oxígeno, y ni 
cambia el color ni se precipita peróxido. 

Se destila á baja presión el xileno y queda un aceite solu- 
ble en éter de petróleo (30-50%), dando una disolución de 
color amarillo con intensa fluorescencia. Dejada en el hielo, 
cristalizan 7 gr. de trifenilmetano y queda una resina de Co- 
lor anaranjado con intensa fluorescencia. P*=32 gr. 

Acción del calor sobre el trifenilmetilo disuelto en bence- 
no.—Se obtienen resultados totalmente diferentes; sólo po- 
demos dar el resultado de un ensayo, pues no hemos teni- 
do tiempo para terminar la operación que se hizo en grande: 

Se calentó durante cinco meses á 100” (10 horas diarias) 
una disolución de 1,5 gr. de metilo en 59 c. c. de benceno. 
La disolución se colorea en anaranjado muy intenso con 
fuerte fluorescencia amarilla. Se ha formado un precipitado 
ES DORIA 29042012 

El líquido filtrado pasa en el aire, instantáneamente, de 
anaranjado á amarillo intenso. Se evapora y deja un residuo: 
¡MAS y e 1 ADS ZOO, 

De este residuo se ha logrado obtener dos cuerpos puros: 
uno amarillo, P. F” = 192 (peróxido ?) y otro blanco crista- 
lino de P.F* =-164", insoluble en sulfúrico concentrado; 
pero se colorea el cuerpo en rojo intenso. La cantidad 
obtenida (0,05 gr.) no nos ha permitido un análisis. 

Continuamos esta investigación. No se pudo encontrar en 
este caso trifenilmetano, á pesar de investigarlo cuidadosa- 
mente. 
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HIDROGENACIÓN CATALÍTICA DEL TRIFENILMETILO 


Preparación del platino. — El platino se obtiene por el mé- 
todo de Loew modificado después por Mayer, Waser y Hatt. 

Preparado según las indicaciones siguientes, se obtiene 
un platino activo, muy fácil de manejar: 

Se disuelven en 5 c.c. de agua 2 gr. de cloroplatinato só- 
dico (Kalhbaum) y se filtra; el filtro se lava con 10c.c. de 
formol, que se añade á la disolución: la mezcla se entría á 
— 10” y se añade lentamente enfriando y agitando de modo 
que no se eleve la temperatura á más de 0”, una disolución 
de 10 gr. de Na OH en 15 c. c. de agua: el líquido se colorea 
en pardo y al poco tiempo comienza á precipitarse el plati- 
no, á la vez que se forma una abundante espuma: una vez 
añadido todo el álcali, se deja reposar una noche á la tempe- 
ratura ordinaria, y al día siguiente se encuentra todo el pla- 
tino precipitado en el fondo del vaso; se puede lavar muy 
bien por decantación hasta que las aguas de lavado no den 
la reacción del ión Cl. Se filtra, y la papilla húmeda se colo- 
ca con el filtro, en un desecador, sobre sulfúrico, en el vacío- 
Rendimiento, 0,7 er. 

Hidrogenación del trifenilmetilo.—El metilo para esta ope- 
ración se preparó muy cuidadosamente, para obtenerlo con 
la mayor pureza posible. 

Se partió de 50 gr. de trifenilclorometano y 100 gr. de 
cobre, empleando el aparato y la marcha ya descrita. 

Una vez obtenido, se hizo cristalizar dejando gran canti- 
dad de aguas madres, se filtró y escurrió á la trompa, se 
lavó una vez con benceno y se escurrió de nuevo. 

Para introducir el metilo en la pera de hidrogenación se 
empleó el siguiente artificio: la pera, de la forma indicada en 
el esquema (fig. 8.*), estaba ajustada al tapón que cerraba 
una gran campana de 45 c. c. de diámetro. 

Se hacía llegar una corriente de CO, por el tubo lateral y 
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otra por un tubo terminado en un embudo, para que la co- 
rriente no soplara la substancia, y en comunicación con un 


Figu a 8.” 


obús de CO,. Llena la campana de 
gas carbónico, se introduce en ella 
la parte C y D del aparato para fil- 
trar el metilo figura 5.* (véase). 
Se abre en esta atmóstera artifi- 
cial el embudo D y se extrae el tri- 
fenilmetilo, que está formando una 
galleta muy dura. Se tritura aplas- 
tándola contra un trozo de plato 
poroso, y se introducen los troci- 
tos por el tubo vertical de la pera 
(aproximadamente 3 — 3,5 gr.). 
Hecho esto se vierten por medio 


de un embudo de pico largo, unos 300 c.c. de éter den- 
tro de la pera. Se separa la pera de la campana, mante- 


Figura 9.? 


niendo siempre la corriente de CO, y se cierra el tubo ver- 
tical. El modo de suspensión en el aparato representado 
en el esquema (fig. 9.*) es muy práctico. La pera está movida 
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por una excéntrica y ésta por una turbina; se une á un gasó- 
metro por el intermedio de un tubo en T que sirve para ha- 
cer 2 veces el vacío en el aparato antes de llenarlo de hi- 
drógeno y de ponerlo en comunicación con el gasómetro. La 
absorción del hidrógeno marcha regularmente y se termina 
en ocho horas. Durante este tiempo el metilo que quedó en 
su mayor parte sin disolver, entró en disolución y se de- 
coloró totalmente. Quedan unos cristalitos insolubles mez- 
clados con el platino. : 

Se filtró la disolución incolora: el platino se hirvió con 
benceno para disolver el precipitado que le acompaña. 

La disolución bencénica se evapora y cristalizan 0,15 gr. 
de cristales incoloros de P.F” = 189” (coloreándose) que 
son peróxido del metilo. 

La disolución etérea concentrada cristaliza 1,6 gr. de una 
materia incolora P. F” =85 — 90” y que recristalizados en 
éter san trifenilmetano puro (identificados por el P. F* mixto, 
y propiedad de dar cristales eflorescentes con el benceno). 
Las aguas madres dan aún 0,5 gr. de trifenilmetano. En to 
tal 2,1 gr. 


CAPITULO VII 


Tautomeria en ios compuestos órgano-rmagnésicos,. 


El cloruro de benzilmagnesío C¿H; - CH, Mg Cl reaccio- 
na con el benzaldehido dando el carbinol correspondiente 
C¿H, - CH, - CH(OH) - C¿H, hidrato de toluileno ó dife- 
nil-1-2 - etanol. Con el formol en vez de obtenerse el feni- 
lalcohol C¿H, - CH, - CH, - OH, se obtiene su isómero el 
toluilcarbinol C¿H, - (CH,) V(CH, OH) %; cabe pensar que 
el cloruro de benzilmagnesio existe en dos formas tautóme- 
ras: la (I) que reacciona de preferencia con e! benzaldehido, 
y la (ID), por el contrario, reacciona con más facilidad con 
el formol. 
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Pero si esto es asi, haciendo actuar tan solo uno de estos 
reactivos en condiciones variadas, se podrá fijar una ú otra 
de las formas tautómeras. 

La reacción que estudiamos tiene dos fases: 1.* Formación 
del compuesto magnesiano; 2.* Combinación de éste con el 
aldehido. y : 

Es, pues, preciso estudiar la infiuencia de los factores que 
intervienen: en la primera reacción, pues de ellos dependerá 
que se forme uno ú otro de los isómeros; en la segunda 
reacción, porque haciendo variar las condiciones en que se 
verifique, se podrá hacer reaccionar más 6 menos fácilmente 
cada una de esas formas tautómeras. 

Los factores principales que influyen en la marcha de es- 
tas reacciones son: la temperatura á que se efectúan, la ve- 
locidad con que se produzcan y la concentración relativa de 
los cuerpos reaccionantes; benzaldehido y magnesiano. 

Se ha elegido el benzaldehido por ser más cómodo su ma- 
nejo que el formaldehido. 

Hasta ahora los rendimientos que se habían obtenido eran 
muy escasos. Pensamos que reaccionan á la vez las dos for- 
mas tautómeras y dan varios productos que, mezclados, for- 
man resinas incristalizables. 

Ensayo núm. 1. Reacción Grienard á baja temperatura. 
Cabe suponer que á baja temperatura prepondera uno de los 
tautómeros. Para demostrarlo se hizo este ensayo: 

En un matraz Erlenmeyer 1.500 c. c. de cabida y con re- 
frigerante de reflujo, se introducen 400 c. c. de eter anhidro, 
28 gr. de magnesio en polvo seco y 1 gr. de iodo. Se calien- 
ta á baño de María hasta que desaparece el color del iodo, 
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se quita el refrigerante y se pone un tapón provisto de un 
buen agitador de flotadores y un embudo de llave. El matraz 
se coloca en una mezcla frigorífica ( — 15”) y se hacen caer 
lentamente, en doce horas, 6') er. de cloruro de bencilo 
Kalhbaum rectificado; recogiendo la porción que destila á 
P. E”. constante, diluido en tres veces su volumen de éter 
anhidro, á la vez que se agita el contenido del matraz. Ter- 
minada la adición del cloruro, se continúa agitando á la tem- 
peratura ordinaria durante dos horas, para terminar la reac- 
ción. Se vuelve á enfriar y se añade en sesenta horas 45 gr. 
de benzaldehido (Kalhbaum redestilado) diluído en cinco 
veces su volumen de éter anhidro. 

El producto se descompone con 300 c c. de agua que pro- 
ducen viva reacción y se trata del modo siguiente. El mag- 
nesio en exceso queda en suspensión con el precipitado de 
sal básica en la capa etérea; se separa primero con un em- 
budo de llave la capa acuosa y después se filtra la etérea. 
La pasta que queda en el filtro se deslíe en agua y se di- 
suelve en ácido acético la sal básica y el magnesio. Se ex- 
trae una Ó dos veces con éter y éste se une á la disolución 
etérea: se lava, seca con SO, Na, calcinado, se filtra, eva- 
pora, y el jarabe que queda cristaliza en masa por enfria- 
miento. El producto se seca en el plato poroso. P?=50 gra- 
mos. (Se perdió algo de materia durante el tratamiento.) 
O 

Lavado y cristalizado en éter de petróleo (30”-50%) queda 
el hidrato de toluileno purísimo P. F”= 63". 

Este ensayo indica que operando á baja temperatura se 
evita la formación de materias resinosas, y el magnesiano 
reacciona dando tan sole el producto normal. Es preciso 
averiguar ahora si el magnesiano calentado mucho tiempo 
experimenta una alteración como en el caso del cloruro de 
trifenilmetilmagnesio « que se transforma en el f. 

Ensayo 2.” Acción del calor sobre el cloruro de benzil- 
magnesio, —El compuesto magnesiano se prepara como en 


— 284 — 


el ensayo anterior, se pasa á una botella para reacciones á 
presión y se calienta al baño de María durante veinticuatro 
horas á 100”. Una vez calentada la mezcla, se pasa de nuevo 
al matraz Erlenmeyer cuidando de arrancar los cristales que 
se han formado en las paredes de la botella. Sobre la diso- 
lución así tratada se añaden en las mismas condiciones de 
velocidad, dilución y temperatara, 45 gr. de benzaldehido y 
el producto se trata como en el caso anterior. Se obtienen 
40 er. de hidrato de toluileno. 

De este experimento se deduce, Ó bien que el calor no 
ejerce acción notable sobre el magnesiano, ó que de exis- 
tir dos formas están en equilibrio, variable con la temperatu- 
ra, pero determinado á una temperatura dada. 

No ejerciendo el calor influencia alguna sobre el magne- 
siano solo podría explicarse la diferencia entre el ensayo ly 
los de Hells y Tchitschibabin, ó bien por la diferencia de la 
velocidad de la reacción entre el magnesiano y el benzalde- 
hído, ó bien por una variación en la cantidad relativa de estos 
dos cuerpos, condiciones que se reducen á una sola, pues 
para aumentar la velocidad sería preciso aumentar la con- 
centración en uno ú otro sentido. El mejor modo de demos- 
trar esta influencia, es hacer llegar por una parte el benzal- 
dehído: muy diluido al magnesiano, y, por otra parte, el 
magnesiano al benzaldeíhdo. De esta manera se obtendrán 
las diferencias máximas en la relación entre de los dos reac- 
tivos y su influencia podrá verse con toda claridad. 

Como se ha demostrado que no influye la temperatura en 
la naturaleza del magnesiano, se ha preparado siempre de 
la manera corriente. 

Ensayo núm. 3. Reacción entre el benzaldehido y el 
magnesiano.— A 28 gr. de magnesio en polvo seco y 1 gra- 
mo de ¡odo con medio litro de éter anhidro, se añaden, de 
modo que el líquido se mantenga en ebullición, 60 gr. de clo- 
ruro de bercilo. Conviene calentar un poco al principio, 
después, regulando la adición del cloruro, se. mantiene la 
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reacción como se ha dicho. Al fin se hierve á baño de María 
una hora. En el embudo de llave de que va provisto el tapón 
que cierra el matraz, se introducen 45 gr. de benzaldehido 
diluido en su volumen de éter anhidro. El matraz se inclina 
de modo que el éter que refluye gotee sobre el extremo del 
tubo del embudo de llave, lavándolo constantemente. Se 
hace gotear muy lentamente el benzaldehído á la vez que se 
mantiene la disolución etérea en viva ebullición, con lo cual 
el éter que refluye hace que el benzaldehído llegue diluidísi- 
mo. La adición se termina en dos horas y se hierve aún otra 
hora. El producto de la reacción se descompone de la ma- 
nera corriente con agua y ácido acético, se lava, seca y 
evapora; queda un aceite que por enfríamiento cristaliza en 
masa P” =80 gr. Se deja sobre el plato poroso (P. F” = 
58-60”) y cristalizado en éter de petróleo (30-509) se obtie- 
ne hidrato de toluileno puro. P. F? = 65. 

Con el fin de saber lo que había quedado en el plato poro- 
so que absorbió las aguas madres, se trituró y se extrajeron 
los trozos con 1 litro de éter; éste se destiló y quedó un 
aceite como resíduo P?=4"5 gr. que, dejado enel hielo dió 
0'35 de hidrato de toluileno. 

Las aguas madres se calentaron á 120” en el vacío y la 
resina que quedó, disuelta en alcohol caliente, dió por en- 
friamiento 0/3 gr. de difenilisocromano. P. F?— 107*- 108". 

Ensayo núm. 4. Reacción entre el magnesiano y el ben- 
zaldehido.—Se prepara el cloruro de benzilmagnesio con 
60 er. de cloruro de bencilo, 28 gr. de magnesio, 1 gr. de 
iodo y medio litro de éter anhidro en la forma ya descrita. 
La disolución del magnesiano se filtra y se añade á 45 gr. de 
benzaldehido diluído en su volumen de éter y contenido en 
un matraz provisto de refrigerante de reflujo y calentado á 
baño de María. La adición se hace en hora y media y se 
hierve aún una hora. Se forma un precipitado resinoso en el 
fondo del matraz. El producto de la reacción se descompone 
como siempre, el éter se trata como en los otros casos y 
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queda al fin una resina que dejada en el hielo no cristaliza. 
Se intentó hacerla cristalizar tratándola con éter de petróleo, 
pero sin resultado. Se ensayó destilar este producto incrista- 
lizable al vapor; destila el agua primero con benzaldehido, 
tolueno y cloruro de bencilo y después con hidrato de to- 
luileno muy puro. En el matraz queda una masa sólida, 
amarilla, amorfa. Disuelta en alcohol y dejándola evaporar 
lentamente en la nevera, dió pocos cristales (0,75 gr.) de di- 
fenilisocromeno. 

Estos dos ensayos demuestran claramente la influencia 
que tiene la concentración en la marcha de la reacción; sien- 
do grande la proporción de compuesto magnesiano y escasa 
la del benzaldehido, se obtiene exclusivamente y por crista- 
lización directa, hidrato de toluileno (ensayo 3.*); por el con- 
trario, si es grande la cantidad relativa de benzaldehido y 
pequeña la del magnesiano, no se obtiene más que un pro- 
ducto incristalizable y después de un trabajo laborioso se 
puede retirar de él un poco de hidrato de toluileno y un poco 
de difenilisocromano (ensayo 4.”). Esta diferencia podría ser 
debida, no á las concentraciones relativas de los reactivos, 
sino simplemente al exceso; es decir, podía solamente de- 
pender de que el complejo magnesiano 


€,H, - CH-(OMg CD) CH, - C¿H, 


fuera capaz de reaccionar con una nueva cantidad de ben- 
zaldehido. Para demostrar esto se hizo el 

Ensayo 5.” Acción de un exceso de benzaldehido sobre el 
magnesiano.—El magnesiano se prepara del modo acostum- 
brado con 60 gr. de cloruro de bencilo, 28 gr. de magnesio, 
1 gr. de iodo y medio litro de éter anhidro. Se filtra y á esta 
disolución se añade, en el transcurso de cinco horas, 90 gr. 
de benzaldehido diluído en su volumen de éter, empleando 
la disposición descrita en el ensayo 3.*, para que el benzal- 
dehido llegue muy diluído. La mezcla se hierve hora y me- 
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día más. El producto se descompone como de costumbre; el 
éter se lava, seca y destila. El aceite que queda, á pesar de 
contener un gran exceso de benzaldehido, dejado en la neve- 
ra, cristaliza en masa. Los cristales secos en el plato poroso 
Lo = 210 

Cristalizados en éter de petróleo (30 - 50%) funden 65 - 66* 
y no colorean en absoluto al ácido sulfúrico. Son, pues, hidra- 
to de toluileno puro. 

Los aceites que formaban las aguas madres de esa crista- 
lización se dividieron en dos partes: una se destiló al vapor 
y el residuo que no coloreaba en verde al sulfúrico, cristali- 
zado en éter de petróleo (30” - 50”), tiene el mismo punto de 
fusión que el hidrato de toluileno; la otra parte se calentó á 
120” en el vacío y la resina que quedó, que no coloreaba 
en verde al SO,H,, cristalizada en éter de petróleo, dió tam- 
bién hidrato de toluileno. * 


Queda, pues, demostrado que el exceso absoluto de ben- 
zaldehido no influye en la reacción y es sólo el exceso en el 
momento de ponerse los cuerpos en presencia el que ejerce la 
influencia indicada. 

Haciendo, pues, estas reacciones del modo corriente, Ó 
sea añadiendo el aldehido sobre el magnesiano («reacciones 
directas») se obtiene exclusivamente el producto normal de 
la reacción; si se hace al revés («reacciones indirectas»), Se 
obtienen casi exclusivamente aceites incristalizables. 

¿Qué son estos aceites? 

Después de una serie muy numerosa de ensayos, hacien- 
do variar todas las condiciones imaginables, se observó que, 
cuando durante la adición del magnesiano al benzaldehido, 
se calentaba la mezcla Ó se hacía muy deprisa, de modo que 
se produjera una intensa reacción, cristalizaba directamente 
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una pequeña cantidad de difenilisocromeno. Esto hacía pre- 


ciso un ensayo en el que se hiciera la adición del magnesia- 


no á baja temperatura. 
Por otra parte, se pensó que productos secundarios for- 
mados en la reacción, pudieran impedir la cristalización del 


producto principal y se ensayó el separarlos por destilación 


en el vacio. Pudo entonces observarse que de los aceites 
así concentrados (á 120-130” y 9 mm. de presión) podían ex- 
traerse, por medio del alcohol, cantidades de difenilisocro- 
mano y tanto más cuanto más elevada fué la temperatura á 
que los aceites se sometieron. 
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XIV. —Conferencias sobre Fisica matemática. 
Ecuaciones de la mecánica. 


POR JosÉ ECHEGARAY. 


Conferencia décimanovena. 
SEÑORES: 


En el desarrollo de la ciencia, como en el desarrollo de 
los cuerpos organizados, no aparece un nuevo estado. de 
evolución ni por esfuerzo sobrenatural, ni por creación re- 
pentina, aunque sobre esto último hoy luchan opiniones di- 

: versas. 
E: De todas maneras, y en general, puede decirse que la 
ciencia procede por grados; procede, como decíamos en la 
última conferencia, al menos en muchos casos, por gene- 
ralizaciones y por analogías. 

Así, al definir el factor integrante de Jacobi por la re- 
lación 


E 
EE 
3: 
E. 
z 
E 
Be 


E 
3 


; ( O 
MX(2)= D12, ones %p-1) (M) 


recordábamos algunas propiedades que son familiares á mis 
alumnos por el estudio de lo que se llamaba antes teoría ge- 
neral de ecuaciones. 

Claro es que se trataba de ecuaciones de esta forma: 


1.2 Analogía.—En esta teoría se dice, que la ecuación 
Rev. Acap. De Ciencias.—XII.— Diciembre, 1913. 19, 


By transior 


MAY 28 1914 


Esa 


tiene n — 1 raíces, es decir, tantas como unidades el expo- 
nente de la mayor ponencia. 
Es decir, las raíces 


Pues en la ecuación en diferenciales parciales, lineales, 
homogéneas y de primer orden 


hemos demostrado, que el número de soluciones irreducibles 
también es n — 1, y las hemos designado por 


ql == (OS 9 28 ecuos 2 eos A IN) 


Esta analogía es tan vaga ó tan remota, que casi no me 
atrevería á darle este nombre, si no se apoyase en las ana- 


logías siguientes. 
2. La ecuación ordinaria se puede poner bajo esta 


forma: 
PE Da E de A e cs e [Op == 
= 18 = 01) (€ 0) oso (2 — An 1), 


y esta ecuación es una identidad respecto á z: z puede 
tener un valor cualquiera. 
Del mismo modo, la ecuación (M) 


eo) (E A 3) 


= 5) 


es también una identidad. 
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Poniendo en vez de %,, %o..... Sus valores en función de 
a ecuación semteduce a 000 porque todas 
las x se destruyen unas con otras y, más aún, la z puede ser 
una función arbitraria de X,, Xo..... ae 

Tampoco ésta es, bien lo reconocemos, una analogía que 
establezca semejanza entre dos problemas tan distintos como 
los que estamos comparando. 

Pero, en fin, si no es una analogía muy honda, tampoco 
es una discordancia. 

3. Sien la ecuación ordinaria igualamos uno de los 
dos miembros á cero, resultará la misma ecuación que si 
igualásemos el otro. 

Lo mismo da escribir 


A IN A OS 
que escribir 


(2 — 4,1) (2 — 03) (2 — az) ..... (2 — An 1) =0. 


Esta última, como hemos visto, es idéntica á la anterior, y 
efectuando las multiplicaciones coinciden ambas, porque 
coinciden todos los coeficientes de las potencias de zen valor 
numérico. 

Precisamente de esta comparación resultan las relaciones 
tan conocidas entre los coeficientes y las raíces. 

Pues á propósito de la ecuación en diferenciales parciales, 
podemos repetir palabra por palabra lo que acabamos de 
exponer. 

También podemos igualar á cero cada uno de los miern- 
bros de la identidad (M). E igualando el primer miembro 
tendremos: MX (2) =0. 

O bien 
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E igualando el segundo á cero, es decir, escribiendo 


do Eo dls coo 4) MS 
MEAN) 


desarrollando esta última expresión y poniendo en vez de 
Co Ue cobos %/—, SUS valores en función de las x, tendríamos 
exactamente la anterior, sustituyendo antes, por de contado, 
en vez de M su expresión en función de las x. 

Pero ni en una ni en otra es ya arbitraria la z, como no 
lo era en el ejemplo anterior. La z no puede tener mas que 
los valores distintos 3, ,% ..... %/—,,) Ó una combinación de 
éstos. 

Precisamente comparando ambos desarrollos hemos de- 
ducido en la conferencia anterior las relaciones entre los co- 
eticientes MA, MAS +... MX, que llamábamos A,, A, ....., 
y las determinantes menores Á,, A, ....., que expresábamos en 
función de las «. 

Ya aquí las analogías van siendo un poco más estrechas. 

4.* Si ponemos la ecuación ordinaria, que nos viene sir- 
viendo como punto de comparación, bajo la segunda forma, 


(2 — 01) (2 —-4,).....(2— An - 1) =0, 


se ve inmediatamente que Q,, 0, ..... An, SON raíces de esta 
ecuación y que, sustituidos cualesquiera de estos valores en 
vez de z, el factor correspondiente se reduce á cero y se re- 
duce á cero toda la ecuación. 

Por ejemplo: poniendo en vez de z el valor a,, resulta 


y en este producto el primer factor es cero, y, por lo tanto, 
todo el producto será nulo. 
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Del mismo modo, si tomamos la segunda forma de la 
ecuación en diferenciales parciales; á saber: 


ME aLOdO na) 00 
METAS o..... pi) 


, 


ó poniendo la determinante bajo forma explícita, es decir, 
desarrollando el anterior símbolo, 


02 02 90z 90Z 
A AOS 
NS IO SES Xp 3 
937 90; 90, do. 
> 57 e 2 
OS pan 
ON O 0 90, = (0), 
0Xy a 9Xo DE 1 
041 9%] 9Ap-1 In 1 
Ox OX, 0X Cc Xp 


se ve inmediatamente en esta determinante, Que 2;,, %) ..... 
Y y —, SON otras tantas soluciones, ó si se quiere, otros tantos 
valores de z. 

Por ejemplo, u, es una solución; porque, sustituyamos en 
vez de z en la determinante precedente a,, y tendremos: 


3 De 3 
0%, 077 oa, 
IO Xn=1 
3) 97 
o ay 09 o ay 
Xx IX, Xp 1 
dy, Ba, Da, = () 
0X, 9X, Xp -1 
SE SN SAN aa 
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Resultado evidente, porque es una determinante que tiene 
dos líneas iguales, la primera y la segunda, y sabemos que 
en este caso la determinante se anula. 

Luego 2, es una solución de esta ecuación diferencial, que 
es idéntica á la propuesta, como hemos visto. 

Otro tanto pudiéramos decir de otra « cualquiera; por 
ejemplo, «,. Sustituyendo en la determinante, en vez 
de z, la función a,, resulta una determinante, que tendrá 
dos líneas iguales, la primera y la tercera, y que también 
será nula. 


¡SUE e cl se ia ES CEE 


.. ... ..¿..-0.0. . 0 . -. .-o ..0 


constituyen n—1 soluciones de la determinante, que sabe- 
mos que es idéntica á la ecuación diferencial propuesta des- 
pués de haber multiplicado todos los términos por M. 

Esta analogía es, si se me permite la palabra, de buena 
ley, y tiene la ventaja de dar un sentido claro y preciso á la - 
ecuación (M), que es la que define el factor integrante. 


Vamos ahora á determinar una ecuación diferencial, de 
la que podríamos deducir, si supiéramos resolverla, el 
factor integrante ó los factores integrantes; y hablamos 
en plural, porque se prevé, desde luego, que debe haber 
varios. 


Y, en efecto, en el segundo miembro de la ecuación (M) 
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entran las. n— 1 soluciones 2=%,, 2=%3 0... Z= Up-j. 

Pero como hemos demostrado, que una función de varias 
soluciones de la ecuación diferencial en diferenciales pat- 
ciales, lineales y homogéneas, es también solución de dicha 
ecuación diferencial, se comprende ó se sospecha fundada- 
mente, que además del sistema de soluciones «, habrá otros 
muchos, y cada uno de ellos podrá servir para definir un 
multiplicador integrante. 

Por eso decíamos, que desde luego puede suponerse que 
el multiplicador integrante no es único. No lo era en el caso 
más sencillo y más elemental de una ecuación diferencial 
ordinaria entre dos variables, como se sabe por cálculo ele- 
mental. 

Veamos ahora cómo se puede obtener esta ecuación, que 
una vez resuelta nos diera el multiplicador integrante, que 
buscamos. 

Desarrollando la ecuación (M), es decir, especificando en 
el primer miembro los coeficientes MX,, MÁ, .....; desarro- 
llando el segundo miembro, ó sea la determinante ordenada 
por relación á la primera línea; llamando A,, A, ..... A » las 
determinantes correspondientes á cada elemento de dicha 
primera línea con el signo que deben tener, é identificando 
los coeficientes, como hacíamos en la conferencia anterior, 
obtuvimos esta serie de ecuaciones, que se comprende que 
pudieran servirnos para determinar las 1 incógnitas ó fun- 
ciones desconocidas, M,%,,%)..... %n 1, Si supiéramos re- 
solver dicho sistema de ecuaciones diferenciales, que eran 
éstas: 


MX,=A,, MX,=A, ..... MX = An. 


Combinando dichas ecuaciones, vamos á obtener una en 
que no entre más función desconocida que M. 

En efecto: diferenciemos la primera con relación á x,, la 
segunda con relación á x,, y así sucesivamente, hasta la úl- 
tima, que la diferenciaremos con relación á x ,, y después su- 
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memos todas estas ecuaciones: hallaremos de este modo, - 


+ m0... 
9Xy 9X, a 
oMX 9A 9A, oA 
A e a (MM) 
xn 0Xy 03 COX 


Y ahora vamos á demostrar, que el segundo miembro es 
cero; es decir, que efectuadas las operaciones indicadas, to- 
das las variables independientes Xy, X> ..... desaparecen y 
queda sólo cero en el segundo miembro; es decir, que se tiene 


JA, UN 9A» 
=== A obobo == (0). 
9X, e IX, E 0 


Recordemos lo que significan las funciones A. 

Son las determinantes menores con relación á la primera 
línea horizontal de la determinante del segundo miembro de 
la ecuación (M), Ó sea de la determinante 


ME ab) 


SSA) 


que desarrollada es 


02 902 90Z 0Z 
3%. o E 
TU DA DEA da, 
a Sx, 
O CAE A da, 
a O 2, 
d0p=1 941 O4p-1 cOn -1 
OX 0. 00 ELE Xu 


100% = 


De modo que A,, A, ..... A, no son más, prescindiendo del 
signo, que las determinantes que se pueden formar con las u 
de la matriz de n columnas y n— 1 líneas horizontales 


A) A Ag 
oa, od, oa, oa, 
NOS Sn 
20 CIA da. 
E OS Xp 
e 
MA A | 0% 1 
ox 20 o0X Da 


Fíjense bien mis alumnos y recuerden estas nociones so- 
bre determinantes. 

El cuadro anterior no es una determinante; es una ma- 
triz rectangular. 

Suprimiendo la primera columna, por ejemplo, queda una 
matriz cuadrada que representa una determinante, precisa- 
mente A,, es decir: 


4 ” 2) 
o RON 94, 
> OA 
OS ST 
EN 923 
Er oe: a 
e Clara 
OXo 9%3 DA 


O 


es decir, que esta forma simbólica contiene en el numerador 
todas las 4%, %;,..... 2-1 y en el denominador todas las x, 
menos x,, es decir, la que tiene el mismo subíndice que 
la A, que estamos considerando. 

Del mismo modo, suprimiendo en la matriz rectangular la 
segunda columna, queda una matriz cuadrada que represen- 
ta, según se ve en la determinante general, el coeficiente 


OZ 


de 


a CON el sino —, es decir, la expresión A,. 
0Xo 


Tendremos, pues, presentando desde luego la forma sim- 
bólica y suprimiendo en el denominador x,, que es la x que 
tiene el mismo subíndice, que la A que estamos conside- 
rando, 


o: 


iguiendo el mismo procedimiento, es decir, suprimiendo 
en la matriz rectangular la tercera columna, la cuarta y, por 
fin, la última, tendremos una serie de matrices cuadradas, 
que representarán las diferentes A, ó sea las determinantes 
menores de la determinante general del segundo miembro 
de la ecuación (M), ó dicho de otro modo, los coeficientes de 


con sus signos. 
Y así, bajo la forma simbólica, tendremos: 


OOOO PO O PON ONO RO OOO TO OS POMO RO 
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En el denominador de cada una hemos suprimido la x que 
lleva el mismo subíndice que A en el primer miembro. 

Necesitábamos recordar la forma de los coeficientes A para 
demostrar, que la suma de sus derivadas con relación 
A sucesivamente es igual á cero. 

Porque no han de olvidar mis alumnos, que cuando en 
cada Á se desarrolla la determinante que la representa, se 
sustituyen por %;,% ..... %n 1 Sus valores en función de 
OOO nas Xn, y se efectúan las diferenciaciones, todas las Á, 
en último resultado, serán funciones de X,, Xa ..... 29 3 10-QUE 
hay es que estas variables se destruyen, desaparecen; y esto 
es lo que pretendemos demostrar: á saber, que el resultado 
final es cero, es decir, que se tiene idénticamente 


sean cuales fueren los valores de X,, X», Xz..... Xp, pues ésta 
es la esencia del teorema. 

Que la expresión anterior puede ser cero, es evidente, si 
los valores de las x se fijan de modo que lo sea; pero el 
teorema consiste en que es cero dicha expresión siendo va- 
riables independientes X, ; Xa, on... Xp 

Y ahora la demostración es bien sencilla. 

Cualquiera de las 'A desarrollada no es, evidentemen- 
te, más, según la definición de las determinantes, que una 
suma de productos de derivadas de las «a con relación á 
las X. 

Por ejemplo: consideremos A,; y lo que de ésta vamos á 
decir, pudiéramos repetir para todas las demás. 

Hemos explicado que 2, tiene esta forma: 
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ó una vez desarrollada, ésta otra: 


du 20 97 

A E A - 
a 

9x. 90X3 DN 

AN 90, 

E DES ON 

Sai. “In-1 Ja 
0Xo 9X3 EN 


El término fundamental, ó que puede considerarse como 
fundamental, es el de la diagonal del cuadrado de alto abajo, 
y de izquierda á derecha, ó sea el producto 


y de este término, variando los subíndices por la regla 
de las determinantes, se deducen todos los demás térmi- 
nos de la suma que constituye dicha determinante. Por eso 
hemos dicho, y ahora se ve comprobado, que la determinan- 
te A, era una suma de términos, cada uno de los que, es 
el producto de ciertas derivadas de las « con relación á 
[astós! | 

Pues diferenciemos con relación á x, esta suma de térmi- 
A, 
E 0X; 
tamente que cada término, por ejemplo, el que hemos escri- 
to, dará, á su vez, una serie de términos en que un factor 
será una derivada segunda, y todos los demás factores se- 
rán derivadas primeras. Por ejemplo, el término que hemos 
escrito, que es el de la diagonal, dará esta serie de tér- 
minos: 


nos que constituye A,, para obtener , y vemos inmedia- 


0% y IES 933 Da se 
e Xy e 
9%, a, 073 a 

| A ea 

a 9X3 IX, 0 IX; 

Sn du, 943 0d 3 

ENT AA TT ROD OON 

OYES Xy Xp 9X; 


Y vemos comprobado lo dicho; á saber: que en cada tér- 
mino no entra mas que una derivada segunda, y todos los 
demás factores son derivadas primeras. 

Y como otro tanto podemos decir para todos los términos 
de A, que se deducen del término de la diagonal por 
cambio de índices, y otro tanto podemos repetir todavía 
para lA HA. A. y para sus derivadas, resulta que toda la 
expresión 


dA, JA, Al 9A 
IX, IX, 0 


se compondrá de términos análogos al que hemos escrito; es 
decir, que en cada uno de ellos un factor será una derivada se- 
gunda, y todos los demás términos serán derivadas primeras. 
Resulta, por lo tanto, que la expresión precedente es una 
expresión lineal, respecto á las derivadas de segundo orden, 
de la forma . 
0X¡0Xj 
Y obsérvese, que no podrá entrar ningún término con de- 


: 902 A 
rivadas segundas de esta clase ——, porque en cualquier tér- 


Sea 
mino de la expresión de que se trata, por ejemplo, en el pri- 
A; 
mero, , que es 
IX y 


lo) lo) (a, A e...o a) 
55 lo) (Se AS ..... Xn) 


fuera del símbolo, se diferencia con relación á x,, y dentro del 
simoolo, falta precisamente x,, de modo que en la determi- 
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nante que expresa dicho símbolo no puede entrar en ningu- 
Dn 


na derivada ni, por lo tanto, al efectuar sobre esta de- 


0 


e) 


, podrá entrar ninguna derivada 


terminante la operación 
Xy 
027 


tampoco de esta forma 
0 


Puesto que la expresión de que se trata, y que nos pro- 
ponemos demostrar, que es cero idénticamente, es una fun- 
ción lineal, como hemos dicho, de derivadas segundas de 
las a con relación á dos variables distintas, si demostramos 
que todos los coeficientes de estas derivadas segundas son 
nulos, la expresión se reducirá á cero. 


Fijémonos en el conjunto de términos, que contienen 
pe . ó mejor dicho, en el coeficiente que resulta para 
9X,9Xo 

esta derivada segunda, sacándola factor común en todos los 
términos en que entra: dicho coeficiente, como vamos á 
ver, se anula idénticamente. 

Lo que digamos para esta derivada segunda de «, con re- 
lación á x, y X,, repetiriamos del mismo modo para otra de- 
rivada cualquiera de otra a y de otras Xx. 

De todos los términos de la expresión propuesta, claro es 
que esta derivada segunda sólo puede entrar en los dos 


primeros, 


9A, o9A, 
OX 9X> 
DN 
puesto que en otro cualquiera, por ejemplo, en ——, en el 
OXo 


denominador de la derivada segunda de J, entraría forzosa- 
mente 9x,; luego no podría ser la derivada que consideramos, 
que sólo contiene 9Xx, 9X,. 

Consideremos, pues, los dos términos expresados, 


do E 


que empleando la notación simbólica de ias determinantes, 
y teniendo en cuenta el signo, que implicitamente lleva 
cada A, será: 


o a a a, 
E cos Sa) O (Eo ob a) 
Ó bien: 
lo) 90; 92, DA EE E 20 da ca 
9Xy IX, 9X3 a 38% a Ds co 
da, 90, 90, 9%) 00, 90, 
IX2 0X3 9Xn OA SE 
941 Up 1 4-3 Sas po il 
OS Ne O OX 5 


Y ordenando y desarrollando ambas determinantes según 
los elementos de la primera línea, y representando los coetfi- 
cientes, que no necesitamos poner en evidencia, por una sola 
letra, para simplificar la escritura, tendremos por fin el térmi- 
no de que se trata en esta forma: 


lo ELA 90, 90, | E a SEA Os 
.e...oo % e..o..o n 
A OS Xp 0X3 OX 
dy 001 
eE cX3 IX ea 
e lo) MERA 90, 90, B LN B cuy 
> A 5 3 salve J0DOÓ TE n TE 
2] 2X1 | 9Xo 9Xp CX3 Xp 
d%-3 Ea 
pe 23 9X, 408] 
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Los grandes paréntesis hay que diferenciarlos: el primero 
con relación á x,, el segundo con relación á x,; luego de 
estas diferenciaciones, los dos únicos términos que nos inte- 
resan, puesto que los demás no contendrán la variable x, los 
unos, la variable x, los otros, y darán resultados nulos, son 
los siguientes: 


a, da, 90%, glo do, du, 

0 DS 90X3 9Xp IX; 9Xo 9X3 SE 
day An -—1 4-1 dan] 

9X3 30 0X3 ae 


- Pero estos términos son idénticos y de signo contrario; 
luego se destruyen. 


, ; y 
Así la derivada segunda ——“t— no puede entrar en la 


IX, IX, 
expresión 
A EAS EAS 
2 a a 


que consideramos. 

Y como probaríamos del mismo modo, que no puede en- 
trar ninguna otra derivada segunda de cualquier « con rela- 
ción á dos x distintas, queda demostrado, que se reducen á 
cero los dos únicos términos que contienen dicha derivada 
y, en suma, toda la expresión. 

Así, pues, el segundo miembro de la ecuación (M,) se 
reduce á cero, y nos queda la ecuación diferencial, que 
puede servir para determinar el multiplicador integrante, 


MX) AUX AUX _ o, 


Ox, IX, SO 
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Se deduce de la demostración anterior, que es pesada, por 
lo mucho que hay que escribir, pero que es elemental en el 
fondo, que todo multiplicador integrante de la ecuación di- 
ferencial X (2) =0 debe satisfacer á la ecuación diferencial 
que acaba de obtenerse. 

Todo factor integrante de dicha ecuación diferencial es 
una solución de la ecuación diferencial, que acabamos de 
obtener; pero la recíproca, ¿será cierta? 

Toda solución de esta última ecuación diferencial, ¿será 
un factor integrante? : 

Ninguno de los autores, que hemos citado, discute este 
problema inverso, ni tenemos tiempo para tratarlo nosotros. 

Se contentan aquellos autores con decir: que toda solución 
de dicha ecuación diferencial se desiena con el nombre de 
multiplicador integrante. 

La ecuación diferencial de que se trata puede desarrollar- 
se de este modo, efectuando las diferenciaciones: 


o M oM oM 
A X, aos + X5 sl 
OX, dXo 9Xn 
oX IX, oX 
A 
9Xy 9X, Xp 


En esta ecuación la función desconocida es M. Los coefi- 
cientes Aj, A% ce... son funciones conocidas de las variables 
independientes X,, Xo .....; de manera que esta ecuación es una 
ecuación en diferenciales parciales de primer orden con una 
sola función desconocida, M, y n variables independientes. 

Su forma es más complicada, que la de la ecuación pro- 
puesta en z; porque si bien todo el primer grupo es idénti- 
co á aquélla en la forma, la ecuación precedente no es ho- 
mogénea, toda vez que contiene la función desconocida M en 
el grupo final 


3 9X, E 
vd E E Al 


0X, 0X, 0Xp , 
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que es el producto de M por una función conocida 


de las x. 

Resulta, pues, que si fundáramos la solución de la ecua- 
ción propuesta en la determinación de los factores ó los 
multiplicadores integrantes, tendríamos que integrar una 
ecuación más complicada que ella misma. 

De esta forma con último término en M, nada hemos 
dicho; pero los tratados de cálculo infinitesimal explican la 
manera de reducir dicha forma á la anterior. 


Observando la forma de la ecuación que nos sirve para 
determinar M se deducen varios teoremas, de los que no ha- 
remos mas que apuntar algunos. 

Teorema.—Si la ecuación en diferenciales parciales pro- 
puesta fuera de tal naturaleza, que ella, por sí, pudiera ex- 
presarse por una determinante funcional, es decir, si se tu- 
viera 


02 902 


AS a E 3 á 
gx als, 0 MA A apo Sn 
1 2 1 2 n 


po) 


debería verificarse forzosamente, que los coeficientes X sa- 
tisfacían á condición 


que sería una identidad, es decir, que quedaría satisfecha 
para todos los valores de X,, Xo ....o Xp» 
En efecto; observemos, que la condición que indica el 
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teorema, es decir, la de expresarse el primer miembro de la 
ecuación diferencial por una determinante funcional, no es 
otra cosa que la misma ecuación (M) que sirve para defi- 
nir los multiplicadores integrantes en que se ha hecho M—=1. 

De suerte que es un caso en que hay un factor integrante 
representado por la unidad. 

Luego M= 1 debe satisfacer idénticamente á la ecuación 
que sirve para determinar las funciones M; á saber: 


oMX oMX, 
Pre a + 0000 + 0, 
Ss 0 X) 9 Xp 
y haciendo esta sustitución resulta como identidad 


O E Al ED 


0Xy 0Xo O Xn 


que es lo que nos proponíamos demostrar. 

La recíproca también es exacta; es decir que si se verifi- 
ca esta última condición, la ecuación en diferenciales par- 
ciales propuesta podrá ponerse bajo la forma de una de- 
terminante funcional, y, por lo tanto, existirá un factor inte- 
orante igual á la unidad. 

La demostración de esta recíproca, que, para abreviar omi- 
tiremos, pueden verla mis alumnos en la obra ya citada de 
Mr. Valleé Poussin; pero se observa que es casi evidente, 
porque en la serie de ecuaciones que podrían servirnos para 
determinar la M y las o, y que eran 


A os A = ..... => ao 
Ó bien 
ML == A AS == A gUdod MI = Nos 


si hacemos M = 1, es cierto que quedarán / ecuaciones con 
n— 1 incógnitas 


e Te AA AE lo ss A As; 
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pero estas ecuaciones son compatibles, porque, diferenciando 
con relación á x, la primera, á x, la segunda, y así sucesi- 
vamente, y sumando, resulta 


IX 9X, 9X, 9A 
2 - =P a =+ DU900 ln Z > : 4 
0X; NS a IX, 
9A, 9A, 
+ — bh o... + Z 
OX, Xp 


y el primer miembro es cero porque es la condición de la 
proposición recíproca, y el segundo miembro también lo es, 
como hemos demostrado anteriormente; luego resulta O =0. 
Sin detenernos más en una matería, ajena hasta cierto 
punto á nuestro objeto, resumiremos diciendo, que cuando 
existe un multiplicador igual á la unidad , debe convertirse 

en identidad la ecuación 
q 


IX, IX, 0 


y que, recíprocamente, si existe esta identidad, la ecuación 
diferencial tiene un multiplicador igual á uno. 


Teorema segundo. —La relación de dos multiplicadores in- 
tegrantes es una integral de la ecuación diferencial pro- 
puesta. 

En efecto; sean M y M, dos multiplicadores integrantes. 
Representemos su relación por >, es decir, 


M 


— =a, bien M=M, a. 
Mi, : 


No decimos lo que sea 7, sino que es una función de 


00 


Xi) X>0.... Xp que expresa el cociente de las dos funciones 
de las mismas variables, M y M,. 

Puesto que Mes un factor integrante y todos los factores 
integrantes satisfacen á la ecuación diferencial que antes 
hemos obtenido (porque hemos demostrado la proposición 
directa, aunque no hayamos demostrado la recíproca), ten- 
dremos: 


Y sustituyendo en vez de M su valor en función de M,, 
resultará: 


E IM Aa, o M, e 
9X; 0X, IX 


Considerando en cada término dos factores distintos, 
A ANO M, Xp y 2 


y desarrollando la diferencial del producto, tendremos: 


oM X du oM SS 
=== de == q == 
0X; 0Xy OX> 
da MIA E du 
— M, X, + eo... 0 L z == M, e =0. 
OXo 9Xa IX 


Pero el primer paréntesis es igual á cero, puesto que, por 
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hipótesis, M, es un factor integrante; luego queda, supri- 
primiendo de la segunda parte M,, que no es cero, 


E) 
XxX 


(0 

+. 6 
DS 

luego « es una solución de la ecuación diferencial propuesta, 

y a no es otra cosa que la relación de los dos factores inte- 

grantes M y M,. Es decir; que poniendo en vez de z la 


expresión , la ecuación diferencial queda satisfecha: 
1 
y 1 1 E 
Xi 9X + 9 IX, + ..... + Xu Xan O, 


y el teorema queda demostrado. 

Este teorema es muy importante y empieza á dar sentido 
práctico, por decirlo así, á la teoría de los multiplicadores 
integrantes. 

Pasemos á otro teorema, que es consecuencia del anterior. 

Teorema.—Si se multiplica un multiplicador por una so- 
lución a de la ecuación diferencial, el producto será otro 
multiplicador. 

En efecto; si M es un multiplicador, verificará á la ecua- 
ción (M), y tendremos: 


o (MX (MX, 
pS ( 1) 4 ( ) =|- 
Xy OX>) Na 


Veamos ahora si multiplicando M por «, siendo « una so- 
lución, satisface el producto Mx á la ecuación de los multi- 
plicadores. 

Hecha esta sustitución, resultará: 

€ O lo) L 
9 (MaX;) z 9 (MuX.,) Ad y (MaX;,) 0 


27 ee IXn 
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ó desarrollando, como hemos hecho antes: 


o E NAS) Se al E 


Xy cX, 9X 


Pero la primera parte se reduce á cero, puesto que M es 
un multiplicador, y la segunda parte también, porque « es 
una solución, luego Ma satisface á la ecuación característi- 
ca de los multiplicadores y es un multiplicador. 


A veces, en esta teoría, conviene cambiar de variables y se 
presenta este problema: 

Para un sistema de variables x;,, Xx) ..... X, se conoce el 
multiplicador integrante, y se trata de averiguar si cambian- 
do las variables x por otro sistema de variables independien- 
tes Y1, Ys ..... Jn podrá conocerse un factor integrante del se- 
gundo sistema. ¡ 

Y se demuestra, como vamos á ver, que del multiplicador 
integrante que corresponde al sistema de las variables x se 
puede deducir inmediatamente el factor integrante que co- 
rresponde al sistema de las variables y, con sólo multiplicar 
el primero por la determinante de la transformación. 

En efecto; la ecuación (M) que define el multiplicador in- 
tegrante es ésta: : 


Ma e 


= 318 
Hemos dicho que á las variables 


X,> X ....o Xn 


se sustituyen las 
Yi, Y, o...» Yn . 


Y es claro que para efectuar este cambio será necesario 
expresar las antiguas variables en función de las nuevas. Es 
decir, que deberemos tener n ecuaciones de esta clase: 


Xy =L4 (Y) Ya -<+" Jn) 
Xa = fa (Y1) Yo -.-+ Yn) 


Xan =Ín (1) Yo 90090 Vaj 


Se llama determinante de la transformación la determinan- 
te funcional, que se forma con las derivadas de las primeras 
variables respecto á las segundas, deducidas del sistema de 
ecuaciones precedentes. Es decir, á la determinante, 


9X; 0Xy o Xy 
Y, 9), Y n 
X2 0Xo D9 


O 70 DO OD OOOO O O OIDO 


Llamemos D á esta determinante de la transformación, y 
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multipliquemos los dos miembros de la ecuación del multi- 
plicador integrante, por D. 
Tendremos: 


pm (X= O 


ó poniendo en el segundo miembro, en vez de D, su 
valor: 


02 02 0Z 
MD (X= E - ] 
OX;, O Xo oXm 
>. (A o c) (D) 
D (Xp, Xo, Xg 00Xn) 9 (Y1) Yo +» Y nm) 


Veamos ahora lo que resulta de aplicar á ambos miembros 
la transformación de coordenadas, sustituyendo las x por 
las y; y recordemos á este propósito que, si hemos de cam- 
biar unas variables por otras, tendremos que expresar, como 
antes decíamos, las x en función de las y por una serie de 
ecuaciones como las siguientes: 


X= Á (91) Yo -..-- Jn), 
2 == tods osoco Jn), 


OIDO OOOO O O OO AO ORO O OO 


Xan = fal Yi Yo «o... Jn ), 


140 


y es claro, que de estas ecuaciones podríamos deducir, á la 
inversa, las y en función de las x, y resultaría este otro 
cuadro: 


Va == US) OS coc 2) 
Y (Xx, Ko nono X n) ( 


OOOO ORO OOO OO O OOOO 


Ve = Talbanas oo... Xn) 
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De ambos grupos, el ($) ó el (2), usaremos, según nos 
convenga. 

En la ecuación (D) el factor MD contendrá, evidentemen- 
te las x, porque M es el multiplicador integrante en el 
primer sistema, y el segundo factor D, que era la determi- 
nante de transformación, contendrá las y, porque todos sus 
elementos están deducidos de la ecuación (f). 

Pero importa poco, que entren las x en M, porque pode- 
mos eliminar todas las x por las ecuaciones (f), y podemos 
considerar al factor MD como una función determinada de 
las y, que llamaremos M”. 

De suerte que 


M = MD 


será una función M' (y,, Y» ..... Yn ) de las nuevas variables 
independientes. 
Vamos á expresar ahora el paréntesis del primer miembro 
de la ecuación (D); es decir, 
a) 2) 3 
OZ OZ 9Z 
2 + X> ; l- co... h Za 


IX, 3 Ia 


en función de las nuevas variables independientes. 

Todos elos coelcientes AA XA, son funciones 
EPA Xn; eliminando éstas por medio de las ecuacio- 
nes ($) se convertirán en expresiones de forma perfecta- 
tamente conocidas de las variables y. 

De modo que tendremos, representando estas nuevas fun= 
COMES de $) [OO lO.) (Ea coses B,, que las X se habrán trans- 
formado en las siguientes B: 


X, =B; (Y1) Yo «+ Jn) 
X, = Ba (Yi) Yo --Yn) 


.... .. ...... 0... ......,. 


A Y.) 
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Transformemos ahora los coeficientes diferenciales. Por 
> oz 
EJEMPLOS ===. 

0 Xy 

Lo que de éste digamos podemos repetir de todos los 
demás. 

La función z es la función desconocida: es la integral que 
buscamos, Ó es una integral cualquiera, ó es la integral ge- 
neral, porque puede representar todas las integrales de la 
ecuación diferencial. Y en el sistema primitivo será una fun- 
Onde os Xp 00 Sea. 


A CS 1) (F) 


Si eliminamos las x en función de las y por el sistema (f) 
tendremos expresada la misma z, y abarcando en su varia- 
bilidad el mismo dominio que antes, por una función que no 
contendrá mas que las nuevas variables y, 


== Wo Da 2 Me) (G) 


Claro es que la z tendrá los mismos valores en (F) que 
en (G), si las x y las y se corresponden satisfaciendo á las 
ecuaciones (7). 


9Z 


Obtengamos ahora , diferenciando la ecuación (G) que 


IX 
contiene y,, y, ..... Yn, pero en que todas éstas son funcio- 
nes de x, por las ecuaciones (2). Y tendremes: 


32 MEE ME ME Ia 
9X; Y, 9X, O 9Yn 9X 


Por iguales consideraciones obtendríamos las demás de- 


O 


) oz 92 pu 
rivadas — , ..... —, y tendremos el cuadro siguiente, en 
30 0 


que repetimos la ecuación anterior: 


0Z NETA AAN 96. Y, 
e O O e 

0X; a 0 OS dYn 0X; 
Dz IG y, MC 0G. 9, 
O Ra od ade a le z 

oX, Y  9Xz Y,  9X) 9Yn 9, 
02 0G y, 0G Y, DY» 
E 2 A 3 EOS SE 3 a 
0Xp oy; Xp oy, 0Xn oVn 0X» 


Sustituyendo estos valores y los valores B de los coefi- 
cientes X en el paréntesis de la ecuación (D) tendremos 
para este paréntesis la expresión 


E y uE 26 SE fa E 96 o, 


Y, 9 Y, 9%X, Yn 9X; 
E 9 y, E cG EE lA ACA 
NO 0 o E Y 3 
1 9 y Xo Y  0X> 
+ Bo oG oy, + sa 9Y, =- qe oG a) 
0Y,: Xp OY,  9Xp 0Yn  *Xn 


Y ordenando con relación á las derivadas de G, resultará 
la siguiente expresión, que es como agrupar por columnas, 


(8 Y E B, el E (EAN JE Ba a a 
ox OX> Xp 9), 
oy, 9Y, 9)» A, 
B A TN B —— o eo 
sl . o 1 ; ñ 0X, E 0X ) 9), ho 


Po) fo) lo) fo) 
A o A 
9X ) Y 
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Todos los paréntesis son funciones de las nuevas varia- 
bles y: porque lo son las B, y todas las derivadas de y con 
relación á x serán funciones de x deduciéndolas de las 
ecuaciones (2); y estas x se podrán eliminar por las ecua- 


ciones (f). 
Todos los paréntesis, repetimos, serán funciones de las 
v, que representaremos por Y,, Y, ..... a 


De donde resulta, que dicho paréntesis, que no era mas 
que el primer miembro de la ecuación diferencial primitiva, 
tomará esta última forma en función de las nuevas varia- 


ESTAS do Yn- 
Así, pues, todo el primer miembro de la ecuación (D) 


podrá escribirse de este modo: 


ar 6 


lo) fo) lo) 
MY, G G G Il 
oy, 9), 9Yn 


Y no olvidemos que esta G es la función z expresada en 
función de las nuevas variables y. 

No hay, pues, inconveniente en sustituir la G por la z, 
recordando, que así como en el sistema primitivo de varia- 
bles la z estaba expresada por las x en la ecuación (FF), en 
el nuevo sistema la z está expresada por las y en la ecua- 
ción (G). 

Resultará, pues, en definitiva, para el primer miembro de 
la ecuación (D) 


an dé 


2 2 E) 
my, Z zz = ) 
9y; oy, oVn 


que es e: primer miembro de la nueva ecuación diferencial, 
multiplicada por el factor M”, que es función de las y. 

Veamos si, en efecto, el segundo miembro de la ecuación 
(D) es una determinante funcional de las nuevas variables, 
en cuyo caso M” sería un multiplicador integrante. 
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El segundo miembro hemos visto que es 


9 (2, %, dar 1) 9 (Xy, Xo, Mg o... Xn) 


9 (Xy, Ao, X3 a Xn) 9 (Y1, Y2> Ys oO In) 
mas por una propiedad bien conocida de las determinantes 
escritas bajo esta forma simbólica, propiedad que demostra- 


mos en el curso de 1910 á 1911, página 121, el producto an- 
terior se puede escribir bajo esta forma: 


oz, Qyy Ma eos Un 1). 


o a) 


en que 'se consideran a 2 0) Un. 0 0 COMO UNCIOnes 
de Y;, Ya «.«-. Y |; para lo cual no hay mas que considerar á z 
expresada por la función G y eliminar de las a las x en fun- 
ción de las y por las ecuaciones (f). Con lo cual se puede - 
cambiar de notación, y representando por f el resultado de 
eliminar las x en las funciones «, se podrá escribir la deter- 
minante funcional anterior de este modo: 


9 (Yi Yo Ys ++ Yin) 


y la ecuación (D) quedará convertida en ésta: 


; 9Z Z 0Z 
Mo 20 + Ya = 
oY1 oY yA 
Ja 9 (2, Br, Ba C0009 En —1) 


Sa 0 (Y1, Yo, Y3 -..-- A 


que demuestra evidentemente que M” es un multiplicador 
integrante en el nuevo sistema de variables independientes, 
puesto que en ambos miembros no entran otras variables 
independientes que las y, y el paréntesis del primer miem- 
bro hemos demostrado, que es el primer miembro de la nue- 
va ecuación diferencial. 


o 


Además, las $ son evidentemente las integrales expresadas 
en valores de las y de la ecuación diferencial expresada tam- 
bién en función de las nuevas variables. 

Pero M”, nuevo muitiplicador integrante, hemos visto que 
es el producto de M por D, es decir, el multiplicador inte- 
erante respecto á las x, multiplicado por la determinante de 
transtormación D. 

Por eso se dice que los multiplicadores de Jacobi son in- 
variantes, aunque no absolutos; es decir, que en todo cam- 
bio de variables continúan siendo multiplicadores integran- 
tes, con tal que se multipliquen por la determinante de trans 
formación, es decir, por la determinante funcional de las pri- 
meras variables con relación á las segundas. 


ES 


La demostración precedente, que hemos dado con todo 
detalle y que parece larga por lo mucho que hay que escri- 
bir, en el fondo es elemental y se puede condensar en muy 
pocas líneas. E 

No hay mas que establecer la ecuación (D) y cambiar las 
variables x por las y, que es transformación sumamente sen- 
cilla. 

Lo que resulte es inmediatamente la demostración del 
teorema. 

En la conferencia próxima haremos aplicación de los que 
preceden á otro teorema importante de la teoría de los mul - 
tiplicadores, que será, probablemente, el último que expon- 
dremos sobre dicha teoría. 


A 


AS Sue les congruences linéaires de courbes pla- 
nes douées de deux lignes singuliéres. 


PAR LUCIEN GODEAUX. 


Dans deux Mémoires publiés l'an dernier (*), j'ai déter- 
miné les congruences linéaires de courbes planes d'ordre mm, 
en général dépourvues de points multiples, douées soit d'une 
courbe singuliére, soit de deux courbes singuliéres dont 
l'une est une courbe plane d'ordre 1, rencontrée en mm points 
par les courbes de la congruence. La méthode utilisée peut, 
ainsi que je Pai du reste fait remarquer, permettre de déter- 
miner toutes les congruences linéaires de courbes planes; 
cependant, cette détermination promettait d'étre longue et 
ennuyeuse. Quelques remarques faites récemment m'ont 
permis de simplifier quelque peu cette méthode. Le point 
essentiel est de déterminer des surfaces d'ordre le plus pe- 
tit possible, engendrées par des courbes de la congruence, et 
formant un systeme linéaire, c'est-á-dire de déterminer le 
plus simple systéme linéaire générateur de la congruence. 
Lorsque l'on se trouve en présence de congruences linéaires 
de classe un, il est aisé de voir qu'elles admettent un réseau 
oénérateur de surfaces d'ordre m + 1. Lorsque la classe est 
supérieure á un, j'avais trouvé, dans les deux cas étudiés, 
des faisceaux générateurs de surfaces d'ordre m + 1. C'est 
ce résultat que je suis parvenu á étendre. Je considere dans 
ce travail les congruences linéaires de courbes planes d'or- 


(+) Sulle congruenze lineari di curve piíane dotate di una sola cur- 
va singo'are. Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 1912, 
volume XX XIV. 

Sur les congruences linéaires de courbes planes. Bulletin interna- 
tionnal de ''Académie de Cracovie, 1912. 


a 
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dre m supérieur á deux, dotées de deux courbes singuliéres; 
je construis des systémes générateurs de surfaces d'ordre /m 
ou m + 1. ll était inutile de considérer le cas m= 2, car on 
sait que M. Montesano a déterminé toutes les congruences 
linéaires de coniques, par des procédés d'ailleurs différents 
des nótres (*). De plus, notre raisonnement n'est pas appli- 
cable á ce cas. 

J'établis le théoréme suivant: 

Sí une congruence linéaire de courbes planes d'ordre m 
supérieur a deux, en général dépourvues de points multiples, 
posséde deux lienes singuliéres, elle admet : 

a) un réseau générateur de surfaces Pordre m + 1 et elle 
est alors de classe un, ou 

b) un faisceau générateur de surfaces Pordre m, elle est 
alors de classe supérieure d un et ses courbes s'appuient en 
m points sur une des courbes singuliéres, ou 

c) un faisceau générateur de surfaces P'ordre m + 1 et 
elle est alors également de classe supérieure d un. 

La connaissance de ces systémes générateurs permettra de 
déterminer sans difficultés les différents types de congruen- 
ces possédant deux lignes singuliéres. 

Nous devrons souvent renvoyer dans le cours de ce tra- 
vail, á certains résultats établis dans nos Mémoires déjá 
cités; nous indiquerons par P le Mémoire publié á Paler- 
me, par C celui publié á Cracovie. Nous ferons suivre ces 
lettres d'un chiffre arabe indiquant le paragraphe in- 
voqué. 

1. — Soit * une congruence linéaire de courbes planes I, 
ordre m supérieur á deux, en général dépourvues de points 
multiples, possédant deux courbes singuliéres C,, C,, res- 
pectivement d'ordres 2;, 2,. Nous supposerons que les cour- 
bes l' s'appuient en m, points sur C, et en m, points sur C»; 


($) Sui varii tipi di congruenze lineari di coniche dello spazio, 
Rendiconti della R. Accademia delle Scienze di Napoli, 1895. 


Rev. AcAD. DE Ciencias. — XII. —Diciembre, 1913. 21 
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pour fixer les idées, nous supposerons /m, supérieur a m,. 
De plus, nous indiquerons par n la classe de 2. 

Il résulte de théoremes de M. Darboux (P, 2, C, 1), que 
les hypothéses: 

1% ona 


m, + m,=m(m +1), 


2”) les courbes ' passant par un point quelconque de C, 
(ou de C,), ne touchent pas, en ce point, un méme plan tan- 
gent á C, (ou á C,) au point considéré. 

Sont équivalentes et correspondent au cas général, celui 
que nous considérerons ici. 

Soient q, le nombre de courbes l' passant par un point 
de C, et dont les plans passent par un point quelconque de 
Pespace, q, le caractéere analogue relatif a C,. On a évidem- 
ment, d'aprés la définition de la classe, q, É n, q, En. 

La surface F, lieu des courbes I' dont les plans passent 
par un point quelconque de lP'espace, est d'ordre mn + 1, 
passe q, fois par C,, q, fois par C, (P, 3; C, 2). 

Une courbe de la congruence n'appartenant pas a cette 
surface F, ne peut la rencontrer en dehors des lignes singu- 
liéres (P, 5; C 3). Ona donc 


mm (mn + 1) =m,Qq, + M0». 


2. —Si la congruence * est de classe un (n= 1), les 
plans des courbes de la congruence passent par un méme 
point O. Une surface F est le lieu des courbes I' dont les 
plans passent par une droite issue de O. 

La formule (1) donne q, = q, = 1. Les surfaces F sont 
d'ordre m + 1, passent simplement par les courbes C,, C, 
et forment un réseau. La congruence * cst un cas particu- 
lier d'une congruence connue (P, 8). 

Remarquons que si q, =Q, = n, la formule (1) donne 
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n= 1; on pourra donc supposer dans la suite que un des 
nombres ,, q, est inférieur a n. 

3. — Supposons q, < n. La surface F relative á un point 
P de C, se scinde en deux autres dont Pune, F',, d'ordre 
m(n —q;,) + 1, est le lieu des courbes ' dont les plans 
passent par P mais qui ne passent pas elles-mémes par ce 
point. P est simple pour F”, (C, 6). 

Désignons par q,, lc nombre des courbes l' passant par 
deux points quelconques de C,, par q,, le nombre de cour- 
bes l' passant par un point de C, et dont les plans sels 
passent par un deuxiéme point de cette courbe. On a évi- 
demment 9, + Q12 =Q1- 

D'aprés sa définition, F”, passe q,. fois par la courbe C;; 
or nous savons qu'nn point P de cette courbe est simple 
pour F”,, par conséquent on a soit q,, = 1, soit q,, =0. 

Soit q', la multiplicité de C, pour la surface F”,; il est 
facile de voir, en considérant les courbcs ' dont les plans 
passent par une droite s'appuyant en un point sur chacune 
des courbes C,, C,, que la plus haute valeur de g', est 
atteinte pour q, 1. On a alors q, =n — 1 (C, 7), donc 
a 

Une courbe I' ne peut rencontrer la surface F”, en dehors 
de C,, C,, si elle n'appartient pas á cette surface (P,10; C, 6). 
Par conséquent 


m[m (n —q1) + 1] =M, q + M24'2. (2) 


Supposons q, =0. Alors, la formule (2) donne 


q, == [m M—g9)+ 1]. 
mo 


L'inégalité q”, <n— q, devient 


ala ==) 


—= 304 = 
Cela est absurde car puisque l'on a supposé m, = M,, mM, 
e] 
est au plus égal dl (m +1). 


Omadoneii_ e 

Considérons une droite s'appuyant au moins en trois 
points Q,, Q,, Q;, sur la courbe C,. Supposons qu'il y ait 
un certain nombre z de courbes l' passant á la fois par ces 
trois points. Comptons les courbes I' passant par Q, et dont 
les plans passent par O,, Qs. Il y a: 


12) z courbes I' passant par Q,, Q., Qs; 
A a » 01 Qs; 
3%) 411 DEA Ze, » 22) 2 Q;, Os; 
4”) 01 — » » » % seul. 


Par suite, on a 


1 = 2011 + Qu — 2- 


A cause de 9) = Qu + 91, on en déduitz—= qu. 

Parmi les n courbes I' dont les plans passent par Q,, Q,, Qs, 
il y en a 9,, passant par ces trois points et 3q,, passant par 
un seul de ces points. On a done 


113912 1, 
et par conséquent, puisque 9, = Q12 + 911, 
o 
2 
Mais par la formule (2), cette inégalité devient 
ZME Ni) E 21M 2 MÍ SM DAS) 


En donnant á q”, sa plus haute valeur possible rn — q, 
on a 


(n — q,) (m? — m — m>,) + 2m <0. (4) 


— 323 — 
Os == m(m + 1), donc 
m( nm +1) —m, 20 


pour m > 2. L'inégalité (4) est donc absurde. 

L'inégalité (3) n'étant pas valable pour la plus grande 
valeur possible de q”,, n'est donc jamais vérifiée et on a 
n—q1 <2Q;». 

Nous avons q,9 = 1 et d'autre part, q, <n,q>n-— 2. 
Par suite, q, =n — 1. La formule (2) donne alores q”, = 1, 
et nous avons done construit une surface F”, d'ordre m + 1, 
passant simplement par les courbes singuliéres C,, C, de la 
congruence. A chaque point de C, correspond une surfa- 
ce F',, nous avons donc une simple infinité de pareilles sur- 
faces. 

4. —Supposons maintenant q, < n. Désignons par q», le 
nombre de courbes l' passant par deux points quelconques 
de C,, par q», le nombre de ces courbes passant par un point 
de C,, mais dont les plans seuwls passent par un deuxiéme 
point de cette courbe. On a' 9», + Qu» = 9». 

La surface F”,, lieu des courbes ' dont les plans seuls 
passent par un point quelconque P de C,, est d'ordre 
m(n—q.) + 1, passe q», fois par C, et un certain nom- 
bre q”, de fois par C, - Pest un point simple de F”,, donc 
on doit avoir soit Y3, = O, soit qa, = 1. 

Les intersections d'une courbe l' n'appartenant pas a FF”, 
et de cette surface ne peuvent tomber en dehors de C,, Co, 
par suite 


m [m O a 1] =m, q, + M3 >». (5) 


Considérons un point Q de C, et les n courbes I' dont les 
plans contiennent la droite PQ. 
ll y a q”, de ces courbes passant par O mais non par P, q”, 


YO Ea 


passant par P mais non par 0. Soit z le nombre de ces cour- 
bes passant par P et O, ona 


== ar En 
d'ou, en éliminant z 


aa =Uh == 000 


Si O), ==, O a évidemment == 07 ON 0 == 0 = Ga 
Sig, Á<n, vna q, =n=1,9', = 1, d'ou encore q, == Qb. 
La formule (6) devient donc, quelque soit q,, 


(n — q,) (1? — m,) + M= Ma) Q»>- 
Ss — 0 0na 
(1 —q,) (M2 —m,) + m=0. 


Cette égalité n'est possible que si m, est divisible par m - 
et supérieur á m?, ce qui est impossible. On a done toujours 
qe =1. 

Sl Cho = ONE 


(11 —= q) (1? — m,) + mM. = Ma, 
ou, á cause de m, + m, == m (mn + 1), 
(n — q, —1) (me — 2) =0 


Deux cas peuvent donc se présenter: 

a) m,= m2, ou 

9). == 10 

Dans le premier cas, l'équations (1) donne 


pa 0) = 0 1 


OA ==, Oia dl == 15 q, =n">=1 00.219. = M1 
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Mais le cas qui nous intéresse ici est celui oú q, = n, Car 
lorsque q, est inférieur á n, nous savons construire des sur- 
faces F'”,, d'ordre m + 1. 

Lorsque 9, = 1, q, = 1, nous considérerons la surface Fo, 
lieu des courbes F passant par un point P de C,. Cette sur- 
face, jointe á la surface F”, relative au point P, donne une 
surface F; elle est donc d'ordre mq, = m, passe q, —(', = 1 
fois par C, et 9, —Q»2=0 fois par C,. A chaque point 
de C, correspond une surface F,, nous avons donc une 
simple infinité de telles surfaces. 

Occupons-nous actuellement du cas b). La surface F , est 
alors d'ordre m + 1 et passe simplement par les courbes 
C,, C,. A chaque point de C, correspond une surface F”», 
on aainsi une simple infinité de ces surfaces. 

5. — Rappelons un principe dont nous avons fait usage 
dans nos travaux antérieurs sur les congruences de courbes. 

Si on a une famille simplement infinie de surfaces algé- 
briques, dont chacune est engendrée par une infinité de cour- 
bes Punc congruence linéaire, cette famille est un faisceau ef 
les courbes de la congruence situées sur chacune des surfaces 
de cette famille forment un faisceat. 

Si en effet par un point de l'espace passent x surfaces de 
la famille et que par un point de l'une de ces surfaces pas- 
sent y courbes de la congruence situées sur cette surfa- 
ce, par un point de lespace passent xy courbes de la con- 
eruence. Si celle-ci est linéaire, on doit avoir xy = 1, d'oú 
==. 

Revenons á la congruence *%; quatre cas peuvent se pré- 
senter: 

O OA a e lar conetuenceadmet 
un réseau générateur de surfaces d'ordre m + 1. 

2%) q, <n, q, En. On a une simple infinité de surfaces 
Vordre m +1, et la congruence admet donc un faisceau 
générateur de surfaces ordre m + 1. 

SO 19) 0, == m2 On a une tamille simple= 
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ment infinie de surfaces d'ordre m et la congruence admet 
donc un faisceau générateur de surfaces d'ordre m. 

4%) q, =1M,9<n. On a une simple infinité de surfaces 
WVordre m + 1 et par conséquent, la congruence admet un 
faisceau générateur de surfaces ordre m + 1. 

Nous avons donc démontré le théoréme énoncé su début. 
ll sera maintenant aisé d'achever la détermination des con- 
gruences de courbes planes dotées de deux courbes singu- 
liéres. 


Morlanwelz (Belgique), le 29 Octobre, 1913. 


XVI. —Sócidos (Ins. 


Por EL R. P. 


Neur.) de España, nuevos. 


LONGINOS NAvás, S. J. 


1. Pterodela Muncunilli sp. nov. (fig. 1.5). 

Caput fuscum; fronte ferruginea; labro testaceo; palpis 
pallidis, articulo ultimo fuscescente; oculis fuscis; parum 
prominentibus; ocellis fuscis; antennis pallidis, duobus arti- 
culis primis crassis, ceteris tenuibus, pilosis. 


Thorax fuscus, nitens. 


Abdomen (fig. 1.* a) ovale, pallidum, tergitis 2-8 basi fu- 


scis, latius ad latera, ster- 
nitis 2-4 item basi fusco- 
rufis; primo segmento et 
ultimis totis pallidis. 

Pedes pallidi. 

Ale hyaline, reticula- 
tione fusca. 

Ala anterior (fig. 1.* b) 
venulis aliquot ad utrum- 
que marginem leviter fu- 
sco limbatis; precipue ra- 
mis procubiti et ramo cu- 
biti externo cellule po- 
sticee. Furca apicalis sub- 


Figura 1 
Pterodela Muncunilli Nav. 


a. Abdomen, visto de lado. 
b. Ala anterior 


(Col. m.) 


triangularis, pedunculo subduplo longiore. Stigma elonga- 
tum, angustum, postice ad apicem vix ampliatum. 
Ala posterior nullis venulis limbatis. 


Long. corp. 14 mm. 
— al.ant. 16 >» 
— — post. 1*5 


== 040) = 


Hab. Manresa, 6 de Agosto de 1913. Un ejemplar que 
cogí en una breve excursión á orillas del Llobregat, sacu- 
diendo las ramas d2 los árboles. 

He apellidado Muncunilli esta especie en obsequio del 
R. P. Juan B. Muncunill, S. J., mi antiguo profesor, el más 
insigne sabio manresano que conozco. Siendo tan insignifi- 
cante el obsequio no podrá rehusarlo su notoria modestia. 

2. Pterodela Machi sp. nov. (fig. 2.*). 

Testaceo-pallida. 

Caput fronte convexa, breviter pilosa, striis longitudinali- 
bus aliquot (4-6) pallidis parallelis parum definitis; palpis 
articulo ultimo dilatato, cuneiformi, fusco; oculis nigris; ocel- 
lis purpureis; antennis apicem versus fuscescentibus. 

Abdomen oviforme, apice pi- 
losum, 2-7 primis tergitis fascia 
basilari lata, ad latus latiore, ru - 
bra, ultima angustiore (fig. 2.* a) 

Pedes pallidi, tibiis cylindri- 
cis, fusco pilosis; tarsis articulo 
primo ceteris simul sumptis lon- 
giore, secundo brevi. 

Ale (fig. 2. b) hyaline, le - 
ves; reticulatione tenui, fusco- 


ferruginea. 
ana Ala anterior stigmate elonga- 
Pterodela Machi Nav. to haud ob t a : 
2. Abdomen, visto de lado. O, ñaud obscufato, vix apice 
DOS dilatato, margine postico apice 


(Col. m) Eo : 
rotundato, Crepidine triangula- 


ri, fusca; sectore radii cum procubito brevi spatio fuso, furca 
apicali prima breviore suo petiolo; cellula postica alta, ver- 
tice angustato, a ramo procubiti minus quan a margine di- 
stante; vena postcubitali recta, a cubito divergente, ab apice 
cubiti spatio lato ut cellula postica distante; vena axillari 
basi fortiter curvata, fere flexa, margini postico subparallela. 

Ala posterior subcosta manifesta, brevi; furca apicali bre- 
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viore suo petiolo, ramo externo tertio longiore quam ante- 
riore; ramo cubiti ad apicem curvato ibidemque plus duplo 
distante ab apice cubiti quam hoc a furca apicali et quam a 
postcubito; vena axillari fortiter curvata. 


Ponescorp iS ame 
AN 
— — post. 2 > 


Hab. Zaragoza. Un ejemplar se me vino á las manos en 
un racimo el día 27 de Septiem- 
bre de 1913, en el Colegio del 
Salvador. 

He apellidado Machi esta es- 
pecie en obsequio del Reve- 
rendo Padre José Mach, S. J., 
uno de los más ilustres ¡esuí- 
tas que ha tenido este Colegio 
y España entera en el pasado 
siglo. 

3. Pterodela Gobiernoi sp, 
nov. (fig. 3.?). 

Caput piceum, nitidum, ad os 
testaceum, breviter rariterque Figura S.* 
pilosum; fronte convexa, haud dia O a 
lineata; oculis nigris; palpis b. Idem, de lado, con más aumento. 
fuscis; antennis fuscis, longiter * LM 
pilosis, primo articulo cylindri- 
co, secundo apice excavato, tertio basi angustissimo. 

Thorax piceus, nitidus. 

Abdomen (fig. 3.* a, b) oviforme, inflatum, albidum, su- 
perne 6 fasciis transversis latis purpureo-violaceis, seu 
6 segmentis intermediis superne purpureo-violaceis, apice 
albidis, ultimis totis piceis, pilosis. 

Pedes fusci, primo tarsorum articulo longo. 


A 


Ale hyalinee, reticulatione fusca, forti, in ala posteriore 
tenuiore. 

Ala anterior (fig. 3." c) margine costali leviter convexo, 
stigmate longo, apice ampliato, oblique rotundadato, margi- 
ne externo fusco umbrato, crepidine grandi, obliqua, nigra; 
cellula postica alta, triangulari, apice angustato, minus a 
ramo procubiti quam a margine distante, margine externo 
fusco limbato. 

Ala posterior angustior, subcosta prope furcam sectoris 
radii costam attingente; furca sectoris radii apicali ramo an- 
teriore obliquo, recto, dimidio breviore quam posteriore. 


ones corp 
— alant. 22 >» 
— — post. 1'8  » 


Hab. Zaragoza. Un ejemplar cogido en mi aposento del 
Colegio del Salvador el día 10 de Noviembre de 1913. Pos- 
teriormente mis discípulos me han fraído otros. 

El nombre se lo he dado en obsequio del insigne zatago- 
zano R. P. Miguel Gobierno, S. J. 

4. Fita gen. nov. 

En obsequio del R. P. Fidel Fita, S. J. 

Similis Parempheric Enderl. et Psyllipsoco Sel. 

pedes longi, cylindrici, tarsis longis, articulo primo lon- 
sissimo, ceteris simul sumptis multo longiore; articulo se- 
cundo brevissimo, tertio paulo longiore. 

Ale furca apicali prima seu sectoris radii breviore suo 
petiolo. 

Ala anterior stigmate seu cellula stigmali grandi, sub- 
triangulari; procubito bis furcato, duas cellulas marginales 
etficiente; cellula postica elongata, grandi, depressa, inter- 
neuvenula recta limitata; venula una radiali. 

Ala posterior procubito semel furcato; venula inter procu- 
bitum et cubitum, cellulam triangularem elongatam effingente. 
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El tipo es la especie siguiente. En la forma del ala poste- 
rior se parece mucho al género Paremphería Enderl. y en 
la del ala anterior al Psyllipsocus Sel. 

Debe incluirse en la tribu de los Enferinos, cuyos carac- 
teres son, según Enderlein (Stett, entom. Zeit, 1906, p. 307): 
«Analis und Axillaris im Vorderfliigel in einem Punckte en- 
dend, Hintertliigel mit ges- 
chlossener Zelle». 

La tribu de los Enferinos 
parece que no se había citado 
todavía de la fauna europea. 

Do y O VESVIACAO 
nov. (fig. 4.?). 

Caput testaceum, fronte 
convexa, oculis fuscis, an- Figura 4.2 
tennis tenuibus, pilosis. de 

Thorax fuscescens. 

Abdomen testaceum, testaceo pilosum. 

Pedes pallidi, longi, femoribus fortibus, tibiis gracilibus, 
longioribus femoribus; tarsis longis, articulo primo ceteris 
simul sumptis longiore, secundo brevissimo. 

Ale (fig. 4.%) hyaline, grandes, leves, apice rotundate; 
reticulatione fuscescente, forti; stigmate incolore. 

Ala anterior area costali brevi, angusta; area subcostali 
lata; stigmate triangulari elongato; sectore seu venula ra- 
diali ad procubitum veniente juxta bifurcationem; furca pri- 
ma subequali suo petiolo; cellula postica elongata, trangu- 
lari, depressa. 

Ala posterior spatio stigmali longissimo; procubito bis fur- 
cato, venula inter procubitum et cubitum prope axillam cel- 
lulam elongatam formante. : 


(Col. m.- 


Long. corp. 15 mm. 
— allant 24 >» 
— —post. 18 » 
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Hab. Zaragoza, 6 de Mayo de 1912. Un ejemplar cogido 
en mi aposento del Colegio del Salvador. 

En su aspecto exterior y tamaño se parece mucho al Psyl- 
lipsocus Ramburí Sel. (V. Ann. Soc. Ent. Belgique. 1872, 
pnl) 

6. Marcenendius gen. nov. 

Formo este nombre por contracción de Marcellinus Me- 
nendius en recuerdo de D. Marcelino Menéndez y Pelayo, 
una de las mayores glorias intelectuales de España en los 
actuales tiempos. 

Pertenece á la tribu de los Anfientominos, no citada aún, 
que yo sepa, de la fauna de Europa. 

Corpus dense pilosum. 

Caput convexum, antennis longis, tenuibus, pilosis; pal- 
pis crassis, articulo ultimo longiore guam crassiore. 

Abdomen ovale. 

Pedes mediocres, tarsis triarticulatis, articulo primo se- 
squilongiore ceteris simul sumptis, secundo brevissimo. 

Ale pilose, subcosta distincta, stigmate indistincto. 

Ala anterior apice acuta; procubito pluries furcato, venu- 
la cum radio conjuncto; membrana tota squamis vestita. 

Ala posterior simplicior, procubito ramoso. 

El tipo es la siguiente especie. 

7. Marcenendius nostras sp. nov. (fig. 5.*). 

Testaceus. 

Caput erassum, oculis nigris, fronte et vertice convexis, 
densa pilositate applicata argentea vestitis; ocello anteriore 
nigro, minuto (*); palpis testaceo-pallidis, albido pilosis, ar- 
ticulo ultimo maxillarium ter longiore quam latiore; antennis 
albido longiter pilosis, duobus primis articulis crassis, cete- 
ris tenuibus; occipite postice truncato, recto. 

Thorax testaceus, albido pilosus. Similiter abdomen. 


(*) No distingo los dos posteriores, al parecer ocultos en la pu- 
bescencia. 
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Pedes albido dense pilosi; femoribus fortibus, compressis; 
tibiis cylindricis, posterioribus longioribus femoribus; tarsis 
longis, articulo primo longo; unguibus tenuibus. 

Ale (fig. 5.%) apice longi- 
ter pilosee, membrana vitrea, 
reticulatione pallida. 

Ala anterior lanceolata, in 
tertio apicali dilatata, apice 
acuta, subcosta brevi, radio 
recto, venula perpendiculari 
procubito ad basim petioli 
furcee apicalis; hac longiore a 
suo petiolo; procubito apice epa, nostras Nav. 
ramoso, basi cum cubito lon- 
siter fuso; cubito apice furcato; venis postcubitali et axillari 
leviter convexis. Membrana tota squamis grandiusculis ve- 
stita, ad marginem anticum prope apicem radii et furcee api- 
calis, ad marginem posticum prope apicem cubiti plagas 
fuscas formantibus. 

Ala posterior angustior breviorque, apice elliptico; mem- 
brana pilosa, squamis destituta; vena subcostali longa; furca 
apicali ramo externo duplo longiore quam anteriore. 


(Col. m.) 


one cop. 2) min: 
— al ant. 3 » 
— —post. 23 » 


Hab. Orihuela, Octubre de 1904. Dos ejemplares en mi 
colección, cogidos por el R. P. Eugenio Saz, S. J. Desde 
1905 los guardaba, esperando ocasión para estudiarlos, la 
cual, hasta ahora, no se había presentado. 

El aspecto exterior, especialmente de la cabeza y de las 
alas, da á esta especie mucho parecido con un Hemíptero 
Homóptero. 


Zaragoza, 12 de Noviembre de 1913. 


SO 


XVH.—Estudio sobre los Triarilmetilos. 


(Continuación.) 
POR ANTONIO GARCÍA BANÚS. 


Ensayo núm. 6. Reacción entre el benzaldehido y el mag- 
nesíano á baja temperatura. - El magnesiano se prepara 
como en los ensayos anteriores. Se filtra del magnesio en 
exceso y se añade lentamente(en ocho horas) á 58 gr. de ben- 
zaldehido (teoría = 50 er.) diluido en 1 litro de éter anhidro, 
contenido en un matraz de 3 litros provisto de un buen agi- 
tador y entríado á 15”. Durante la adición se agita fuerte- 
mente; se forma un precipitado muy blanco y fino, no ama- 
rillo y resinoso como cuando la reacción se efectúa á tempe- 
ratura más alta. Una vez terminada la adición, se continúa 
agitando durante una hora á la temperatura ordinaria para 
terminar la reacción. Antes de efectuar la descomposición 
del complejo magnesiano, se separa un poco del precipitado, 
tiltrándolo y escurriéndolo á la trompa para tratarlo como 
luego se dice. Todo el resto del producto se descompone 
con trocitos de hielo y agitando se disuelve la sal básica en 
ácido acético; la capa etérea se lava y seca del modo corrien- 
te y se evapora á baja presión (entre 15” y 20%). Queda un 
aceite incristalizable; se extrae con éter de petróleo (30*-500) 
por medio de un Soxhlet especial, que provisto de un agi- 
tador ponía en contacto íntimo el aceite espeso con el disol- 
vente. Al cabo de doce horas de marcha, se había disuelto 
casi todo el producto y el residuo era una pasta consistente; 
se paró el aparato y se examinaron los diferentes productos. 

El éter de petróleo que llenaba el extractor se dejó evapo- 


— 331 — 


rar lentamente en la nevera; dió de nuevo el producto in- 
eristalizable. , 

El residuo espeso resinoso que quedó en el extractor se 
disolvió en alcohol metílico y se dejó evaporar lentamente 
en la nevera; dió de nuevo los aceites incristalizables. 

El éter de petróleo que llenaba el matraz del aparato ex- 
tractor (un litro) precipitó al enfriarse una -gran cantidad de 
aceites, que se dejan tres meses en la nevera sin que crista- 
licen. 

La porción de precipitado blanco del complejo magnesia- 
no, se lavó varias veces con éter y escuriió á la trompa, con 
el fin de eliminar todas las impurezas que pudiesen impedir 
la cristalización ulterior. Una vez bien lavado, se deslió en 
éter y se descompuso con agua y ácido acético diluido; el 
éter se lavó, secó y evaporó como de costumbre y quedó el 
mismo aceite incristalizable. 

NOTA. Siempre que se hace la segunda reacción, de 
modo que se eleve la temperatura, se puede obtener de las 
resinas producto de la reacción, difenilisocromeno; si no cris- 
taliza directamente (que lo hace casi siempre), ó bien se 
arrastra el producto por el vapor y el residuo se disuelve 
en alcohol caliente que por enfriamiento da el isocromeno; 
Ó bien se tratan los aceites con éter de petróleo (30*- 50%) 
hasta que se solidifican y tal resíduo, disuelto en alcohol ca- 
liente, cristaliza por enfriamiento. Otras veces los aceites 
disueltos directamente en ácido acético caliente cristalizan 
por enfriamiento. 

Ensayo núm. 7.  Destilación en el vacío de los aceites 0b- 
tenidos en una operación indirecta. 
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OBTENCIÓN DEL DIFENIL -ISOCROMANO 
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Se prepara el magnesiano de la manera corriente con 
60 er. de cloruro de bencilo, 28 gr. de magnesio en polvo, 
1 gr. de iodo y 1 lit. de éter anhidro. La disolución filtrada 
se hace gotear lentamente sobre 45 gr. de benzaldehido di- 
luídos en 500 e. c. de éter anhidro, colocados en un matraz 
rodeado de mezcla frigorífica, (—15%) á la vez que se agita 
vivamente. : 

Terminada la adición, que se hace en seis horas, se conti- 
núa agitando otra hora á la temperatura ordinaria. El pro- 
ducto de la reacción se descompone de la manera corriente 
y la disolución etérea, después de lavada y seca, se evapora 
á baño de María. El aceite que queda como resíduo se con- 
centra en el vacío (9 mm) durante dos horas á baño de 
María. Destila un poco de benzaldehído y queda una mez- 
cla muy consistente que se trasvasa á un matraz de destila- 
ción fraccionada, después de calentarla algo para darle flui- 
dez, y se destila fraccionadamente calentando el matraz en 
un baño de aceite. 


FRACCIÓN Peso. Temperatura. 
Número : 4,4 gramos 15 — 100” 
a eS Ia LR 100” — 120” 
O nó 6,5 — 150% — 1709 
E A 3,6 — 1709 
A 43 — 170% — 193% 
E ESE ABN 2,2 — 193 — 210% 
A O E TO — 210% — 2370 
A o o 125 — 231 
A O E 117 — Zo 


Presión = 9 mm. 
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Las fracciones núm. 1 y 2 son una mezcla de toluileno 
benzaldehído, cloruro de benzilo, con algo de hidrato de to- 
luileno. 

Las fracciones 3, 4 y 5, cristalizan por enfriamiento, y hay 
que mantener caliente el tubo del matraz para que no se ob- 
ture. Destila casi constante á 170%; 1 er. cristalizado en éter 
de petróleo (30%-—50%) da un producto que es hidrato de 
toluileno puro. P. E"=170* (9 mm). 

Cuando termina la destilación del hiídrato y comienza á 
subir el termómetro, se observa hacia los 180" (fracción nú- 
mero 5) una intensa ebullición; el aparato se llena de vapo- 
res que no se han logrado condensar, el termómetro ascien- 
de deprisa hasta los 237%, que comienza á destilar con toda 
regularidad un aceite incoloro que se solidifica en el tubo 
del matraz, formando una resina. 

Las fracciones 7, 8 y 9, formadas por este aceite solidifi- 
cado, comienzan á cristalizar al cabo de unos instantes, la 
cristalización se propaga lentísimamente á través de la masa 
sólida resinosa; pero si una vez comenzada la cristalización, 
se junde la resina á un calor suave, cristaliza instantánea- 
mente en masa por enfriamiento. 

En el matraz de destilación no quedó residuo. El producto 
obtenido (fracciones 7, 8 y 9) es una substancia blanca lige- 
ramente aceitosa: P.=33'2 gr.; se hierve dos veces con 
200 c. c. de éter de petróleo, después de pulverizada, se filtra 
y escurre á la trompa P*=27 gr. P. F”=90— 100". Se cris- 
taliza en éter y se obtienen 18 er. de P. F* = 105” — 110" y 
las aguas madres dan más cristales de P. F” =:90%-95%. 

Recristalizada la primera fracción en éter, queda constan- 
ERE AO? Sean obtenido 


Hidrato de toluileno ........ 15 gramos 
Difenilisocromano....... .... 34  — 


Quedan fijadas las condiciones para obtener, bien el pro- 
ducto anormal de la reacción (Ensayo núm. 3), bien el 
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producto normal (Ensayo núm. 7); pero falta fijar las condi- 
ciones de formación del difenilisocromeno. Como se ha indi- 
cado, este compuesto se forma siempre que la reacción se 
hace deprisa y se desarrolla mucho calor, y como por otra 
parte, el análisis da dos átomos de hidrógeno menos que 
para el isocromano, pensamos si se produciría una Oxida- 
ción del complejo magnesiano-benzaldehido. 

Ensayo núm. 8. Acción del oxígeno sobre la combina- 
ción magnesiano + benzaldehido. 

Se prepara el magnesiano y se añade sobre el benzalde- 
hido exactamente como en el ensayo anterior. El matraz que 
contiene el producto de la reacción (polvo blanquísimo en 
suspensión en éter), se une á un gasómetro con oxígeno de 
manera que pueda agitarse fuertemente el contenido del ma- 
traz, permaneciendo todo el aparato herméticamente cerra- 
do. Se deja marchar dos días sin notar absorción de oxígeno, 
pero el producto toma color anaranjado muy intenso (2). 
Se trata del modo corriente y el éter concentrado cristaliza 
por enfriamiento. (El lavado del éter no fué en este caso muy 
perfecto, pues el resíduo de la evaporación del éter, olía 
fuertemente á ácido acético.) Los cristales se filtran y es- 
curren á la trompa y secan sobre el plato poroso P*=20 ger. 
Seshiernven dos veces contre — 10 

Las aguas madres dan 1 gr. de cristales, que se cristalizan 
tres veces fundiendo (1) á 105-110; (11) á 110-115%; (1) á 
115-120. Son difenilisocromeno impuro. 

Las aguas madres dan 6 gr. de hidrato de toluileno 
impuro. 

Este ensayo es muy interesante, pues nos indica una qu- 
totransformación del compuesto benzaldehído magnesiano. 

Descompuesto inmediatamente este complejo, da produc- 
tos incristalizables (Ensayo núm. 6) y dejado algún tiem- 
po, sufre una transformación (indicada por el color que 
toma el producto) y entonces se obtienen materias cristali- 
zables. 
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Ensayo núm. 9. Acción del calor sobre la combinación 
benzaldehido + magnesiano. 

Se prepara el magnesiano, se filtra y se añade al benzal- 
dehido exactamente como en todos los ensayos anteriores. 
El producto de la reacción se hierve durante cuarenta horas 
seguidas al baño de María en corriente de hidrógeno. El com- 
plejo magnesiano blanco permanece del mismo color. Se 
descompone del modo ya dicho, se lava, seca y evapora el 
éter y queda un aceite incristalizable. Una porción se di- 
suelve en ácido acético caliente y por enfriamiento cristaliza 
difenilisocromeno P. F*=122- 125%, muy puro. La mayor 
parte del producto se destila al vapor y el residuo resinoso 
se trata por éter de petróleo (30-50) y comienza á cristali- 
zar. Entonces se disuelve en alcohol caliente y cristaliza por 
enfriamiento. P?=9 gr. Recristalizado dos veces en éter, 
nene OS MO APA ar Es dltenilisocromano 
Las aguas madres alcohólicas concentradas dejan un aceite 
que disuelto en ácido acético caliente, da difenilisocromano. 
Es interesante la dificultad que hay para aislar á voluntad 
uno de los dos cuerpos. 

Ensayo núm. 10. Acción del calor y del oxigeno sobre la 
combinación benzaldehído +- magnesiano. 

Obtenida como queda indicado en los ensayos núm. 8 
y 9, se hierve á baño de María durante doce horas, á la 
vez que se pasa una corriente de oxigeno. El producto tra- 
tado como de costumbre da unos aceites incristalizables. 
Una porción disuelta en ácido acético, cristaliza. difeniliso- 
cromeno muy puro. La mayor parte de los aceites destila- 
dos al vapor y cristalizados en éter, dan 10 gr. de difenili- 
socromeno. 

Como se ve, no se pudieron fijar de un modo racional las 
condiciones que determinan la formación del difenilisocro- 
meno. Parece formarse siempre en pequeña cantidad y la 
mejor manera de aislarlo es el ácido acético, pero éste re- 
activo no se encontró hasta ya muy avanzada la presente 
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investigación, y fué, de consiguiente, imposiblo aplicarlo en 
los ensayos anteriores. 

Se ha podido obtener esta substancia en cantidad relativa- 
mente grande operando de la manera siguiente, completa- 
mente empírica. 


OBTENCIÓN DEL DIFENILISOCROMENO 
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Se prepara del modo corriente el cloruro de benzilmagne- 
sio con 56 gr. de magnesío, 120 gr. de cloruro de bencilo, 
1 er. de iodo y 1 lit. de éter anhidro, hirviendo al fin una 
hora y media el producto, para finalizar la reacción. 

El aparato consiste (fig. 10.*%) en un matraz de 3,5 litros 
colocado en un baño de agua que se calienta á baño de Ma- 
ría (este doble baño es necesario para obtener una calefac- 
ción muy suave y evitar grandes sobresaltos que se produ- 
cen y son muy peligrosos operando en grande). El matraz (A) 
lleva un buen tapón con dos agujeros, en uno de los cuales 
se adapta un embudo (D) de llave, de 600 c c. de cabida, 
donde se coloca la disolución del magnesiano: en el otro 
orificio se ajusta un buen refrigerante (C) en cuya parte su- 
perior está el embudo (E) que lleva la disolución de ben- 
zaldehido, y en cuyo extremo inferior se ajusta la fuenteci- 
ta (B) que tiene por objeto mezclar perfectamente el ben- 
zaldehido, que gotea con el éter que refluye, de manera que 
llegue diluidísimo. 

En el matraz se colocan 400 c. c. de éter, se hace hervir 


— SE 


vivamente y entonces se deja gotear por un lado la disolu- 
ción de magnesiano, y por otro lado 90 gr. de benzaldehido 
diluído en tres veces su volumen de éter anhidro: se procu- 


ra que el aldehido esté siem- 
pre en ligero exceso. La ope- 
ración se termina en cuarenta 
horas. El baño de agua se 
mantiene entre 50 y 53”. Esta 
operación no puede hacerse ni 
más de prisa, ni empleando 
concentraciones mayores, pues 
entonces los rendimientos son 
¿SEÑOS, ¿ll VOCES MIOS: 18 
producto se trata del modo co- 
mentes ya evaporado el éter, 
queda un aceite que cristaliza 
un poco directamente si la 
operación ha marchado bien. 
Lo mejor es destilar al vapor 
el producto obtenido, y la re- 
sina amarilla que queda como 
resíduo disolverla en poco al- 
cohol caliente, y por enfria- 


A 


Figura 10.* 


miento cristaliza en masa. Los cristales se escurren á la 
trompa, se lavan con poco alcohol y secan en el plato po- 
roso, P"=16 gr. Se hierven con éter de petróleo (30-50”) y 
se cristalizan en éter hasta PF” constante y hasta que no se 
coloreen con el ácido sulfúrico concentrado. Se obtienen 
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PROPIEDADES Y CONSTITUCIÓN DEL DIFENILISOCROMANO 


Cristaliza en agujas blancas. PF”=114% PE*= 237" 
(9 mm). Insoluble en éter de petróleo, poco soluble en alco- 
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hol frío; soluble en éter caliente, de cuya disolución cristali- 
za por enfriamiento. 

Se disuelve en ácido sulfúrico concentrado dando una co- 
loración verde intensísima. Esta disolución vertida en agua 
no da más que unas resinas de las que no se ha podido ob- 
tener nada cristalizado. Cuando el compuesto no es puro, 
pasa el color á rojo tanto más deprisa cuanto más impuro. 
No decolora la disolución de bromo en C/, C, aunque se ata- 
ca lentamente. 


Substancia = 0,1817 gr.; CO, = 0,5870; H,0 = 0,1030 gr. * 
— 0,1886 gr.; » = 0,6082; >» —=0,1068 gx. 
C,¡H;¡sO Calculado —C =88,11%, H =6,29 0, 
Encontrado SS OS 
» =81,95 O 


Peso molecular. 


Substancia = 0,232 gr. Substancía = 0,551 gr. 

Benceno ESO oí Benceno IZ ES ae 

A OZ AO A = 0,44” 

P.M. = 251 E. MES = 20% 
Teoría = 286. 


CONSTITUCIÓN 


Investigación del grupo (OHy. La propiedad de disolver- 
se en SO, H, con coloración puede indicar un carbinol. 

Cloruración.—6,15 gr. de substancia (P.F*= 100-105") di- 
sueltos en benceno seco se someten á una corriente de clor- 
hídrico, primero en frío (una hora) y luego otra en caliente. 
Se evapora la disolución en el vacío: el resíduo P* = 5,1 gr. 
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P. F?=95" — 100” se seca en el plato poroso y cristaliza 
en éter; no contiene cloro y funde á 110”. 

Reacción con el fenilisocianato.—Se introducen en un 
tubo de ensayo cerrado con un buen tapón provisto de un 
tubo C/,Ca, 0,4 er. de substancia pura y seca, y 0,8 gr. de 
fenilisocianato: se calienta diez horas á 98”. Se evapora en 
el vacío á baño de María el exceso de isocianato de fenilo, 
el residuo se lava con éter de petróleo, se filtra y seca en 
el plato poroso P* = 0,35 gr. P.F* = 100%. Cristalizado en 
éter, funde á 105-110% y no da la reacción del nitrógeno. 

Investigación del grupo (CO)”.—Fenilhídrazona. (1). Se 
hierven á reflujo durante cinco horas 0,5 gr. de substancia 
disuelta en 50 c. c. de alcohol absoluto con 1 gr. fenilhidra- 
cina y 2 gr. de acetato sódico fundido; la mezcla caliente se 
vierte en 100 c.c. de agua, se deja reposar, filtra, lava y seca 
el precipitado. P? = 0,45 gr. P. F” = 105-110"; cristalizado 
en éter funde 110-112 y no contiene nitrógeno —. (II). Se 
calientan á baño de María durante seis horas 4 gr. de fenilhi- 
dracina, 0,35 gr. de substancia disuelta en 50 c. c. de ácido 
acético glacial. Se precipita por agua, y el producto cristali- 
zado en éter funde 105-110” y no contiene nitrógeno. 

Oxima. — (1). Se disuelven 0,5 gr. de substancia en 
50 c. c. de alcohol absoluto con un 1 gr. de clorhidrato de 
hidroxilamina, 1,5 er. de acetato sódico anhidro y 0.5 gr. de 
hidróxido potásico. Se hierve cinco horas á baño de María. 
Se precipita por agua. El producto cristalizado P. F*=- 
105-110”. No contiene nitrógeno—. (II). Se calientan á 145" 
durante cinco horas en tubo cerrado 0,4 gr. de substancia, 
2,5 gramos de alcohol absoluto, 0,25 gr. de clorhidrato de 
hidroxilamina con 2 gotas de clorhídrico concentrado. El 
producto se vierte en agua. P” = 0,35 gr. P. F” = 80 90". 
Cristalizado en éter funde á 105-110* y no contiene N. 

Ensayos de reducción (I). Con sodio. Se disuelven en 
caliente 0,5 gr. substancia en 50 cc. de alcohol y se aña- 
den 2 gr. de sodio en trocitos, de manera que el líquido 


— 346 — 


esté siempre caliente. Se vierte en agua el producto de la 
reacción, se satura con CO,, se calienta á baño de María 
para disolver el carbonato; se filtra y lava el precipitado, 
¡ASS AS o ls e Ji ea 

(1).—Con ácido iodhídrico en frío. Se obtienen junto al 
producto inalterado unos aceites incristalizables. 

Se disuelven en benceno 6 er. de substancia y se agita 
durante cuatro días con 50 gramos de iodhídrico (D=1,96). 
La capa bencénica se lava con agua, carbonato sódico y 
tiosulfato, se seca y se evapora y queda una resina que se 
extrae por éter de petróleo (30-507), (el éter de petróleo eva- 
porado deja un aceite que no cristaliza). El residuo sólido, 
insoluble en éter de petróleo, P?=2 gr., cristalizado en éter 
EL O 

IL. Con ácido iodhídrico en caliente. —Se calientan cua- 
tro horas en baño de María en tubo cerrado 0,5 gr. de subs- 
tancia con 5 gr. de iodhídrico (D = 1,96). Se forma una ma- 
teria semisólida que se disuelve en éter. Esta disolución se 
lava con agua, carbonato y tiosultato sódico, se seca y eva- 
pora, y queda un residuo que no cristaliza; se extrae con éter 
de petróleo hasta que queda reducido á polvo; se disuelve 
en alcohol hirviendo, que, concentrado, da un polvo amor- 
fo, P=0,1 gr., insoluble en sulfúrico, y de P.F” muy bajo. 
Se redisuelve en alcohol hirviendo, y, por enfriamiento, se 
precipita el mismo polvo amorfo, P=0,05 gr. P.F*= 145 
160”. No contiene iodo. Se ha repetido este ensayo con 10 
eramos de substancia, y una vez llegado al cuerpo sólido 
pulverulento, se ha ensayado cristalizar en éter, acetona, 
éter acético y ácido acético. Los tres primeros disolventes lo 
resinifican. Una disolución etérea dejada en la nevera aban- 
dona de nuevo la resina. El ácido acético caliente lo disuel- 
ve, pero por enfriamiento precipita el mismo sólido amorfo. 

Oxidación. — I. Se disuelven en 50 c. c. de ácido acéti- 
co glacial caliente, 4 gramos de substancia, y á esta disoli- 
ción se añade, mientras se agita y calienta á baño de María, 
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33 er. de anhidrido crómico (3 atomos de 0), disuelto en muy 
poco ácido acético (10 c. c.); se calienta la mezcla á baño de 
María hasta que no da reacción con el papel de almidón 
iodurado (seís á siete horas), se vierte en 250 c. c. de agua, 
pero el precipitado no es filtrable; se extrae la emulsión con 
éfer y queda un precipitado en suspensión é insoluble en el 
éter. Se filtra. Este residuo son agujitas amarillas, insolubles 
en hidróxido sódico, solubles en sulfúrico, con color anaran- 
jado. P” = 0,3 gr. Cristalizado en benceno funde á 270% y 
da con la antraquinona el mismo punto de fusión mixto. 

Del líquido filtrado, formado por una capa etérea y otra 
acuosa, se separa la primera y se extrae con una disolución 
al 10 por 100 de hidróxido sódico. La disolución alcalina 
toma color rojo, y se precipitan algunas gotitas rojas oleagi- 
nosas, que no se examinaron por ser muy escasas. 

El éter extraído con el alcalí se lava con agua, se seca y 
concentra. Cristalizan 0,35 gramos de substancia amarilla 
P.F*=202*, que, cristalizada en benceno, es antraquinona. 

La disolución alcalina roja, donde deben estar los ácidos 
formados, se calienta á baño de María para expulsar el éter. 
Se añaden unos trocitos de parafina para clarificar la disolu- 
ción Se filtra una vez fría y se acidifica por clorhídrico. Al 
acidificar se decolora la disolución y se forma un precipita- 
do; se extrae por éter, éste se seca y se evapora á baño 
de María. Deja un residuo resinoso, P” =1 gr. Se extrae 
por éter de petróleo caliente (30-50) y se tiene un residuo y 
una disolución. 

El residuo P” = 0,25 gr. se disuelve en agua hirviendo y 
por enfriamiento cristalizan largas agujas P*..F” = 95% con 
efervescencia. Destilado con P, O;, da antraquinona (iden- 
tificada por la reacción con Zn + NaOH y punto de fusión 
mixto). Es, pues, ácido o-benzoilbenzoico. 

La disolución en éter de petróleo concentrada da 0,3 gra 
mos de cristales P.F” — 90-105”. Se destilan al vapor. Las 
aguas destiladas se extraen por éter, y este evaporado 
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da 0,2 gr. de ácido benzoico, P.F*== 120". El agua residuo 
de la destilación. que contiene los productos no arrastables, 
se concentra y da 0,05 gr. de largas agujas de P.F” =70-90* 
de ácido o-benzoilbenzoico impuro. 

Se han obtenido 0,65 gr. de antraquinona y 1 gr. de áci- 
dos; de éstos, 0,3 gr. de ácido o-benzoilbenzoico y 0,3 gra- 
mos de ácido benzoico. 

II. Se hierven á baño de María 5 gr. de substancia di- 
suelta en 450 c.c. de acetona, destilada sobre permanganato, 
con 4,2 gr. de permanganato en polvo fino (*), hasta que la 
disolución no contiene más permanganato (dos horas á dos 
horas y media). Se filtra, y la manganesa se extrae con ben- 
ceno hirviendo, que, evaporado, no deja residuo. 

La disolución acetónica, de color rojo burdeos, se con- 
centra y cristaliza 1,5 gr. de substancia inalterada. 

Las aguas madres se concentran y dan 0,5 gr. de crista- 
les. Se hierven con éter, que deja un residuo, P*=0,2 gra- 
dos de benzoilbenzoato sódico, soluble en agua ácida hir- 
viendo y cristalizan por enfriamiento largas agujas de ácido 
o-benzoilbenzoico (comprobada por el P.F” = 92-05” (efer- 
vescencia), y por dar antraquinona destilada con P,O;). El 
éter da 0.2 gr. de ácido benzoico. 

De las nuevas aguas madres se han podido retirar 0,1 gra- 
mos de ácido benzoico y 0,1 gr. de ácido benzoilbenzoico. 

If'I— Se ha hecho un ensayo de oxidación con una disolu- 
ción acuosa de permanganato. Junto á la mayor parte de 
substancia inalterada (de 4,9 gr. 4,2 gr.) se han obtenido 
pequeñas cantidades de los ácidos benzoico y o-benzoilben- 
ZOÍCO. 


(*) La acetona se oxida por el permanganato lentamente en frio 
y muy de prisa por la ebullición. 
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PROPIEDADES Y CONSTITUCIÓN DEL DIFENIL-ISOCROMENO 


Agujas finas blancas, P. F? = 124” Las solubilidades en 
los diferentes disolventes son algo menores que las del di- 
tenilisocromano. A 10? disuelven 22,2 gr. de éter, 5,8 de 
substancia. 

Es soluble en ácido acético caliente, y cristaliza por en- 
triamiento. Soluble en sulfúrico, pero sin tomar color, si es 
puro, pues suele ir impurificado con ¿socromano. Lo mejor 
es cristalizarlo en ácido acético; disuelto en Cl,C decolora 
instantáneamente la disolución de bromo, y en acetona la 
del permanganato. 


Substancia 0,1934 gr.: CO, = 0,6312 gr.; H, O = 0,0980 gr. 
= 0,1862 gr.: » =0,6086 gr.; >»  —= 0,0948 gr. 

E H,¿0 ] 
Calculado; C = 88,73 %/, Encontrado; C = 89,01 %/,; 89,14 %, 
= E= 23007 — == DI 200 a 


CONSTITUCIÓN 


Investigación del grupo (OH).—Se calientan en un tubo 
cerrado con tapón provisto de un tubo de Cl, Ca, durante 
diez horas, á 98”, 0,4 gr. de substancia con 0,8 gr. de isocia- 
nato de fenilo. Se destila calentando á baño de María y en 
el vacío el exceso de isocianato, y el residuo se trata con éter 
de petróleo hasta dejarlo reducido á un polvo amorfo, que 
no se logra cristalizar, pero que no contiene nitrógeno. 

Investigación del grupo (CO)”.—Ensayo con la fenilhi- 
dracina.—Se hierven á reflujo durante ocho horas 0,2 gr. de 
substancia, disuelta en 30c.c. de alcohol absoluto, con 
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0,5 gr. de fenilhidracina y 1 gr. de acetato sódico. Se vierte 
en 50c.c. de agua, se filtra, lava y seca el precipitado, 
P. F* = 115-120*. Recristalizado en éter, funde á 120* y no 
contiene nitrógeno. 

Ensayos con la hidroxilamina. (1) Se calientan á reflu- 
jo al baño de María durante ocho horas 0,2 gr. de substancia 
con 30 c.c. de alcohol absoluto, 0,5 er. de clorhidrato de hi 
droxilamina, 0,75 gr. de acetato sódico y 0,2 gr. de hidróxi 
do potásico. Se vierte en 50 c.c. de agua. Se deja reposar, 
filtra, lava y seca el precipitado, P?=0,2 er., P.F* : 115-120*. 
No contiene nitrógeno... 

(ID) Se calientan en tubo cerrado á 145” durante cinco 
horas 0,4 er. de substancia, 0,25 gr. de clorhidrato de hidroxi- 
lamina, 2,5 er. de alcohol con 2 gotas de clorhídrico concen- 
trado. Se vierte en agua y se forma un aceite que se extrae 
por éter; éste se evapora, y el residuo resinoso que deja se 
trata con éter de petróleo hasta que queda un polvo amorfo, 
que no se logra cristalizar, pero que no contiene nitrógeno. 

Bromuración.—A 2 gr. de substancia disueltos en 20 c. € 
de Cl,C puro y seco se hace gotear una disolución de bro- 
mo en C!,C (1 c. c. de esta disolución equivalía á 21,9 de una 
N/10 de tiosulfato). El bramo se decolora instantáneamente, 
y se cesa la adición cuando el color persiste un rato. Se em- 
plearon 6,6 c.c. de disolución (1 molécula de bromo eran 
6,95 c. c.). No se desprende bromhídrico. 

La disolución algo rojiza se evapora en el vacío, y enton- 
ces se forma, á la vez que se desprende mucho bromhidri- 
co, un precipitado rojo anaranjado resinoso. Se ha intentado 
cristalizar sin lograrlo. 

Oxidación.—AÁ una disolución de 3,8 gr. de substancia en 
ácido acético, agitada y calentada á baño de María, se añaden 
2,8gr. de anhídrido crómico disueltos en ácido acético. Se ca- 
lienta hasta que el líquido no da reacción con el papel de al- 
midón iodurado (unas cinco horas). El líquido se vierte en agua 
y se continúa agitando y calentando al baño de María para 
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que se conglomere el precipitado formado. Se deja enfriar y 
se decanta. El precipitado resinoso se trata por éter, que 
deja un residuo sólido, P” = 0,4 gr., y es antraquinona. La 
disolución acuosa se extrae por éter y este éter se reune al 
empleado para tratar el anterior precipitado resinoso. 

El éter se extrae por una disolución de hidróxido sódico 
para eliminar los ácidos; se lava, seca con Cl, Ca y evapora; 
queda un residuo resinoso que, tratado por éter de petróleo, 
primero en frío y luego en caliente, deja un residuo «sólido 
P” = 0,4 er., que es antraquinona. 

La disolución alcalina que contiene los ácidos, se calienta 
á baño de María, se clarifica con unos trocitos de parafina, 
filtra y acidifica; se forma un precipitado que se extrae por 
éter, éste se evapora y queda un residuo, P” = 0,5 gr. Se 
destila al vapor y se recogen 0,35 gr. de ácido benzoico. Las 
aguas donde están los ácidos no arrastrables por el vapor, 
concentradas, cristalizan 0,1 gr. de materia, que no se ha 
podido identificar ni con los ácidos ftálico, o- y p-benzoil- 
benzoicos. 


Hidrogenación catalítica. —Difenilisocromano | (2). 


Se disuelven 0,5 gr. de difenilisocromano purísimo, que no 
dala menor coloración con sulfúrico, en 50 c. c. de ácido acé- 
tico glacial caliente, y la disolución se introduce en la pera 
de hidrogenación del aparato ya descrito; se deja enfriar, con 
lo que cristaliza gran parte de la substancia; se añaden 
0,15 gr. de platino Mohr y se pone en marcha el aparato 
como quedó indicado. La hidrogenación marcha muy rápida- 
mente; se termina en dos horas, absorbiendo 41 c. c. (0 — 
760 mm.), en vez de 44 c. c., cantidad teórica. La substancia 
cristalizada se ha disuelto totalmente. 

La disolución acética se filtra del platino, se vierte én 
agua y se extrae con éter el precipitado formado. El éter se 
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lava con una disolución alcalina muy diluída hasta quitar el 
ácido. Se lava con agua, seca con Cl, Ca, y concentra mu- 
cho. Cristalizan 0,2 gr. de substancia de P.F” = 107-1100, 
que colorean en verde intensísimo al ácido sulfúrico; se re- 
cristaliza dos veces en éter, y funde á 110-111%. Un punto 
de fusión mixto con el difenilisocromano da el siguiente re- 
sultado: 


Substancia. Mezcla. Isocromano. 


2, 160 == 110-111” 83” 110* 


0,05 gr. de substancia se destilan en el vacío; destila un 
aceite incoloro que se solidifica en una resina dura, y ras- 
cada con una varilla y unas gotas de éter, cristaliza inme- 
diatamente; es la substancia inalterada. 

Las propiedades de este compuesto son iguales á las del 
difenilisocromano; igual solubilidad, igual punto de fusión é 
igual coloración con el ácido sulfúrico. La forma cristalina 
difiere tan sólo: son grandes prismas, en tanto que el isocro- 
mano « son agujas agrupadas formando erizos. En las aguas 
madres de la primera cristalización, concentradas, se han 
observado las dos clases de cristales; junto á los prismas del 
difenilisocromano f cristalizaron los erizos característicos del 
isocromano J«; pero era tan escasa la cantidad de materia, 
que no se pudo indentificar. 


ACCIÓN DEL ANHÍDRIDO CARBÓNICO SOBRE EL CLORURO 
DE BENZILMAGNESIO 


Acción del magnesiano sobre el anhídrido carbónico.— 
El magnesiano se prepara del modo corriente con 60 gr. 
de cloruro de bencilo, 28 gr. de magnesio en polvo seco, 
0,5 gr. de iodo y 400-500 c. c. de éter absoluto. Se filtra la 
disolución y se divide en dos partes. 


— 353 — 


Una de estas porciones se añade gota á gota sobre anhi- 
drido carbónico sólido disuelto en éter anhidro. El producto 
de la reacción se descompone con agua acética. El éter se 
lava cuatro veces con 100 c. c. de agua y se extrae tres ve- 
ces con sosa al 15 por 109. La disolución alcalina se calien- 
ta á baño de María con un poco de parafina, se filtra una vez 
fría, se acidifica y se forma un precipitado que se filtra á la 
trompa, lava con un poco de agua y seca en el plato poroso, 
P* = 4 gr., P.F” = 68-74”. Forma láminas brillantes como 
las del ácido bórico. Se cristaliza en éter de petróleo (30-507) 
y se obtienen tres fracciones que funden 69-76. El ácido fe- 
nilacético funde á 76”. 

Acción del gas carbónico sobre el magnesiano. — La otra 
porción del magnesiano se coloca en un matraz y se hace 
llegar lentamente una corriente de CO, seco, de modo que 
el tubo de conducción no llegue mas que á la superficie del 
líquido. La reacción se termina en treinta horas. El produc- 
to se trata como en el ensayo anterior, y se obtienen 5 gr. 
de ácido, P. F? = 73-76". Se cristaliza en éter de petróleo 
(30-507), y las diferentes fracciones funden todas á 73-76". 

En vista de las diferencias del punto de fusión de los áci- 
dos fenilacéticos obtenidos en estos dos ensayos, se inves- 
tigó del modo siguiente la presencia del ácido o-toluílico: 

Se han oxidado en disolución acética con ácido crómico 
los productos obtenidos en los dos ensayos; se han aislado 
del modo corriente los ácidos formados, y se ha hecho la 
reacción del ácido ftálico con la resorcina, con resultado ne- 
gativo. 

No se ha formado, pues, en estas reacciones ácido orto- 
toluico. 
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CAPITULO VIII 


Sobre el trierilmetilo asimétrico. 


(FENIL-BIFENIL- 4- NAFTILMETILO) 


Preparación del cloruro de a-naftoilo.—En un matraz ca- 
lentado en baño de aceite, provisto de un tapón con dos 
agujeros, uno de los cuales lleva un tubo de Cl, Ca y el otro 
un tubo en comunicación con la trompa, se funden 100 gr. 
mos de ácido «-naftoico (Kalhbaum). El ácido se mantiene 
fundido (entre 200-205%) durante un cuarto de hora, á la 
vez que se hace pasar una corriente de aire seco. 

Se deja enfriar, y cuando el ácido está á 1007, próxima- 
mente, se comienza á añadir, por fracciones de 10-15 gra- 
mos, 200 gr. de P Cl,. El ácido se liquida poco á poco en 
medio de un gran desprendimiento de clorhídrico. Una vez 
añadido todo el pentacloruro, se calienta la mezcla durante 
una hora al baño de María. Se enfría rápidamente agitando, 
con el fin deque cristalice en polvo fino el exceso de penta- 
cloruro, y se filtra directamente á través de un tapón de lana 
de vidrio á un matraz de destilación fraccionada. Se destila 
á presión reducida; calentando primero muy poco (25-309), 
destila oxicloruro de fósforo; luego sube rápidamente la 
temperatura y destila á 163” (10 mm.) el cloruro del ácido. 
Las primeras porciones llevan un poco de pentacloruro, 
que no perjudica en las operaciones subsiguientes. (Tra- 
tando por agua el exceso de pentacloruro separado por fil- 
tración, puede regenerarse algo de ácido (8-10 gr.) proce- 
dente del cloruro de ácido que humedecía al pentacloruro.) 
De 200 gr. de ácido naftoico, operando en dos veces y em- 
pleando en la segunda vez el ácido regenerado de la prime- - 
ra mitad, se obtienen 210-215 gr. de cloruro de x.-naftoilo. 


A 


Liquido muy poco viscoso, de color ligeramente amari- 
llento, muy retringente, P. E?=163* (10 mm.) Insoluble en 
agua que lo descompone lentamente. 


Preparación de la bifenil-a-naftil-cetona. 


A O LO, 
/ OS > a 


) 


: A SN 


Se disuelven en 1 kg. de sulfuro de carbono purificado 
(Kalhbaum), colocado en un matraz de 3 litros, provisto de 
un buen refrigerante de reflujo, 450 er. de bifenilo puro y 
210 gramos de cloruro de «-naftoilo. Se calienta la mezcla á 
baño de Maria hasta que comienza á hervir el sulfuro de 
carbono; entonces se retira del baño y se añaden, en por- 
ciones, de 30-50 gr. 200 er. de cloruro de aluminio subli- 
mado. La adición se termina en veinte á treinta minu- 
tos, regulando de modo que la mezcla se mantenga en viva 
ebullición. Una vez terminada, se hierve el líquido, fuerte- 
mente coloreado en rojo, durante una hora al baño de Ma- 
ría. Se deja enfriar y se vierte en una mezcla de 1 kg. de 
clorhídrico concentrado y 2 kg. de hielo triturado. Una vez 
que el hielo ha fundido, se decanta la capa inferior aceito- 
sa, se lava dos veces por decantación con 3 litros de 
agua y se destila al vapor. Destilan primero unos 800 gr. 
de sulfuro de carbono y después unos 150-200 gr. de 
bifenilo. Queda una pasta roja, que se vierte aún calien- 
te en gran cantidad de agua, con lo cual se solidifica en 
una masa dura. Una vez seca, se pulveriza y se hierve con 
1 litro de éter de petróleo (70-809); se disuelve una gran parte 
del producto (bifenilo en exceso) y queda un polvo fino, que 


se filtra y escurre á la trompa y seca en el plato poroso, 
P*=550 gr. Este producto impuro se hierve dos veces con 
1 lit. de éter de petróleo, filtrando y escurriendo bien á la 
trompa después de cada ebullición. Se obtienen 320 gr. de 
P. F”=130-133", Se disuelven en 1300 c.c. de benceno ca- 
liente, y la disolución filtrada se concentra y cristaliza; los 
cristales filtrados y escurridos á la trompa se lavan dos 
veces en una cápsula con éter de petróleo (70-809), filtrando 
y escurriendo cada vez. Se obtienen 192 gr. de producto 
puto P+E*140% 
Las aguas madres, junto conias del lavado, concentradas, 
dan 33 gr. de materia, P. F?= 135-140%. Las aguas madres 
de esta nueva cristalización no dan producto aprovechable. 
(Las disoluciones de éter de petróleo se evaporan, y el re- 
siduo que dejan se destila al vapor para regenerar algo de 
bifenilo). 

La bifenil-o-naftilcetona es una substancia blanca, insolu- 
ble en éter de petróleo, poco soluble en éter caliente, soluble 
en benceno, de cuyas disoluciones cristaliza en grandes y 
brillantes agujas agrupadas en erizos, P. F”=140". Se di- 
suelve en sulfúrico con color anaranjado intenso. No se ha 
podido obtener la oxima. 


Substancia 0,1486 gr.; CO, = 0,4908 gr.; H,0 = 0,0679 gr. 
— OO O SS Ir OOO 

O 
Calculado C = 89,61 %/, Encontrado C = 89,56; 90,06 %/, 
— H=— 5,199, — H==05:20 011698 
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Condensación de la bifenil-a.-naftil-cetona por medio 
del cloruro de aluminio. 


FENIL-BENZANTRONA. 
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Existe un procedimiento patentado recientemente para ob- 
tener la benzantrona(*) y combinaciones análogas á ésta (**). 
Consiste en calentar las «-naftil-aril-cetonas con cloruro de 
aluminio; en el caso particular de la benzantrona se parte de 
la a-nattil-fenil-cetona. 


SS a AS 
| | 
ENS ON ES ÓN E Y SN AS EN 
| | | 
OI SIA SLUAESCIOAS DA 
CO CO 
fenil-x naftilcetona. (Benzantrona.,) 


(+) Zeit. fir Farbeindustrie 1911, 187. 

(**) Bibliografía de la benzantrona y sus derivados: D. R. P. de la 
Badische: C.B. 1906 (2). 1787; 1908 (1), 2071; (2) 655; 1909 (1), 113, 
415; Liebermann y Roka, Ber. 41, 1423; Balley y Scholl, Ber. 44, 


1656. 


ne e 


La benzantrona y sus derivados son materias colorantes 
de tina. 

Nos pareció interesante comprobar la patente en la nueva 
cetona bifenil-o-naftil cetona y conocer las propiedades de 
la fenil-benzantrona. Hemos obtenido este cuerpo, pero no 
hemos tenido tiempo de estudiarlo detenidamente, pues esta 
cuestión se aparta aleún tanto de nuestro problema general. 

Siguiendo las indicaciones de la patente, se obtienen ma- 
lísimos rendimientos; propone un exceso enorme de Cl, Al, 
y los ensayos practicados inducen á creer que, disminuyen- 
do aún la cantidad de cloruro, aumentará el rendimiento, 
que siempre es escaso. e 

Se pulverizan 120 gr. de ClL_Al anhidro y se mezclan inti- 
mamente con 30 gr. de cetona en polvo fino (según la pa- 
tente, una parte de cetona y 10 partes de cloruro (!)). La 
masa rojiza que resulta se introduce en un tubo ancho y se 
calienta durante cuatro horas en baño de aceite á 140-150” 
mientras se agita.La-masa comienza á fundir hacia los 1200, 
y álos 130” puede ponerse en marcha el agitador. El pro- 
ducto de la reacción se vierte, fundido, sobre una mezcla 
de medio kg. de hielo machacado y medio kg. de clor- 
hídrico concentrado. Se produce una viva reacción, des- 
prendiéndose gran cantidad de humos blancos, y queda 
precipitado un polvo amarillo verdoso (P*= 40 gr.). Des- 
pués de lavado y seco, se extrae en un Soxhlet con un litro 
de éter de petróleo (50-80”). No son convenientes ni el éter 
ni el benceno. La extracción dura unas ochenta horas. En el 
matraz se van formando unas costras de cristalitos de color 
amarillo intenso. Al final se decanta el éter de petróleo (el 
producto que tiene disuelto es poco y malo; no se aprove- 
cha) y serecogen las costras amarillas, que pesan de 8 á 10 
eramos. Se purifican disolviéndolas en benceno, hizviendo 
con negro animal, y recristalizando tres veces en benceno 
se llega á un producto de P. F” = 174-175" sin tomar color 
pardo. 


es 


La fenil-benzantrona es una substancia de color amarillo 
intenso, muy poco soluble en éter de petróleo, poco soluble 
en éter y soluble en benceno, de donde cristaliza en láminas 
brillantes de color amarillo de oro, agrupadas formando pe- 
queñas coliflores. En sulfúrico se disuelve con color rojo 
intenso y magnífica fluorescencia roja; de estas disoluciones 
precipita el agua la substancia inalterada. 


Substancia=0,1813 gr.; CO, =0,5972gr.; H,0O = 0,0748 gr. 
CH. 0 
Calculado C = 90,19%, Encontrado C = 89,84 %/, 
== MS AO == NO 


PRERARACIÓN DEL FENIL-BIFENIL-2-NAFTILCARBINOL 
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En un matraz de dos litros y medio se introducen 64 gra- 
mos de magnesio en polvo seco, 1 gr. de iodo y un litro de 
éter absoluto. A través del refrigerante de que va provisto el 
matraz se añaden, poco á poco, 180 gr. de ¡odobenceno 
So sobre Cta po E == 182% se lleva. la reacción: de 
modo que el éter hierva con toda intensidad. Una vez aña- 
dido todo el iodobenceno y que ha cesado la intensidad de 
la reaccción, se hierve á baño de María durante una hora la 
disolución de i¡oduro de fenilmagnesio y se filtra á un matraz 
de 3 litros, donde se han introducido previamente 64 gr. de 
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cetona en polvo fino y seco. Inmediatamente comienza una 
reacción bastante viva (como el matraz es grande no precisa 
ni conviene enfriar); el líquido se colorea en verde intensi- 
simo y entra en ebullición á la vez que la cetona se disuelve. 
Una vez filtrado el magnesiano, se hierve á reflujo sobre el 
baño de María una hora. Al cabo de este tiempo se ha di- 
suelto la cetona. Se deja enfr'ar y se añade á través del re- 
frigerante, y muy lentamente, 100 c. c. de agua. Las primeras 
gotas producen una reacción vivísima, debido al gran ex- 
ceso de magnesiano empleado (*). 

Terminada de añadir el agua se disuelve el precipitado de 
sal básica por medio de 70 c.c. de ácido acético diluído en 
300 c. c. de agua. Conviene añadir unos 500 c. c. de éter 
para facilitar la separación de las dos capas. Se lava la 
etérea 5 0 6 veces con agua, se seca con SO, Na, calcinado 
y se concentra. Por enfriamiento comienza á cristalizar el 
carbinol, y se deja unas horas en la nevera para terminar la 
cristalización. 

Esta operación se ha repetido tres veces con igual canti- 
dad de materia; los cristales que se obtienen se filtran, se 
escurren ála trompa y se reunen las tres porciones, así 
como las tres aguas madres. (Véase más adelante el trata- 
miento de éstas.) Se lavan con un poco de éter y se secan 
sobre el plato poroso, P"=136 gr. Se hierven con 5006 c. c. 
de éter de petróleo (70-809) y el residuo filtrado y escurrido 
funde á 150-156” y pesa 125 gr. Se disuelve en seis litros 


(*) En una operación que hicimos. trabajando con cantidades 
triples de las indicadas, intentamos realizar esta descomposición con 
trocitos de hielo; al principio marchó bien, pero de pronto se decla- 
ró una reacción violentísima, casi explosiva, y se perdió todo el 
producto. Gracias, por una parte,á la bondad de mi maestro profesor 
Dr. Schimidlin, y por otra, á la de los señores profesores Dr. Cabre- 
ra y Dr. Moles, pude adquirir las costosas primeras materias y repe- 
tir esta investigación. Deseo hacer constar en este lugar mi profundo 
agradecimiento para todos ellos. 
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de éter y cristaliza, los cristales se escurren á la trompa, 
P” — 112 gr. y funden á 114-115" (con efervescencia). 

El fenil-bifenil-a-naftil-carbinol es una substancia blanca, 
cristalina, insoluble en éter de petróleo, muy poco soluble en 
éter frío, poco soluble en caliente, de donde cristaliza en 
prismas incoloros, con media molécula de éter de cristaliza- 
ción que retiene con avidez. Soluble en benceno. Los crista- 
les con éter funden á114-115” (con efervescencia).El carbinol 
puro tunde á 161-162”. Se disuelve en ácido sulfúrico, colo- 
reándose en morado intenso en disoluciones diluídas y'ne- 
ero en disoluciones concentradas (véase el espectro cap. V, 
figura 4.*) 


Eter de cristalización: 


2,3041 er. substancia pierden en el 


VAIO UNER 0,0014 gr. 
Idem íd. íd. en los 27 días siguien- 

e e aa tit a 0,0007 er. 
Idem id. íd. en 3 días á 100” en el 

VA cue a id ERA 0,2002 gr. 


2 CH) O == (C,H:), O 
Eter: calculado = 10,36 %/, encontrado = 9,68 %/.. 
Substancia 0,1906 gr.; 0,1840 gr.; 0,1592 er. 
CO O Ote 02 ar 0922891 
H,O = 0,0985 gr.; 0,0939 gr.; 0,0840 gr. 
Co 0) 
Calculado C = 90,16 %/, Encontrado C = 89,76; 90,68; 89,56 %/, 
— PU ZO — SS OZ 
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Obtención del fenil-bifenil-o-naftil-clorometano. 
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Se disuelve el carbinol en benceno seco; se hace llegar á 
la disolución, hirviendo, clorhídrico seco durante tres horas. 
Se concentra en corriente de clorhídrico y cristaliza la diso- 
lución por enfriamiento; los cristales se filtran y escurren á 
la trompa y se guardan en el vacío sobre sulfúrico é hidróxi- 
do sódico. 

Este cloruro es una substancia blanca, cristalina, insoluble 
en éter de petróleo, muy poco soluble en éter, soluble en 
benceno; se disuelve en sulfúrico con efervescencia, dando la 
coloración del carbinol, P. F?=192-195* (sin descompo- 
nerse hasta los 200%). 


Substancia = 0,1670 gr.; Cl Ag = 0,0588 gr. 
Co, Hs, Cl 
Encontrado Cl Si Calculador 1 e 


Fenil-bifenil-9-naftilmetilo y su peróxido. 


Sólo se ha obtenido en disolución haciendo hervir la so- 
lución bencénica con cobre en el aparato descrito (fig. 7.*). 

Se hierven durante treinta minutos 2 gr. de cloruro, di- 
suelto en 50 c. c. de benceno, con 20 gr. de cobre. Se filtra 
en atmósfera de CO. 
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Las disoluciones del metilo son de color café muy intenso. 

En disoluciones diluidas tienen color amarillo sucio (es- 
pectro, fig. 4.*). Se decoloran instantáneamente al aire, 
quedando la disolución amarillenta y precipitándose el per- 
óxido. Si una disolución concentrada se agita al aire hasta 
que quede con un color débil y entonces se deja reposar, se 
nota cómo recobra el color, sensible, pero no intensamente. 

El peróxido es muy sensible al calor. Si se quiere cristali- 
zar su disolución bencénica evaporándolaá baño de María, se 
colorea fuertemente primero en amarillo y luego en anaran- 
jado y no se obtiene mas que una resina. Si se vierte el 
benceno caliente sobre el peróxido en polvo, se disuelve y 
la disolución que se obtiene está coloreada; concentrada en 
el vacío, da un producto más impuro que el primitivo. Lo 
mismo sucede con el cloroformo. No pudiendo cristalizarlo, 
se ha purificado, hirviéndolo con éter, hasta que el P.F*per- 
manecía constante. 

Polvo blanco casi insoluble en éter, poco soluble en ben- 
ceno frío, soluble en caliente, alterándose, P.F?= 154 - 155" 
(tomando color pardo). En sulfúrico se disuelve lentamente 
con el color del carbinol. 


Substancia 0,1852 gr.; CO, = 0,6092 gr.; H,O = 0,0924 gr. 
Cenizas = 0,0042 er. 
(Cao Hay 0)» 
Calculado C = 90,38 %/, Encontrado 89,72 Y/, 
— H= AS — O 


Tratamiento de las aguas madres de la obtención del car- 
binol.—Se han dejado más de un mesen la nevera, sin conse- 
guir que cristalicen; queda un aceite espeso que se trata por 
éter de petróleo (70-80), primero en frío y luego en caliente, 
hasta que adquiere mucha consistencia. Entonces se trata 
con éter, que disuelve parte del producto, dejando un resi- 


= 30%. = 


duo en polvo fino. Se filtra y se escurre á la trompa, y seca- 
do sobre el plato poroso pesa 115 er. y funde á 178-185". 
Se cristaliza dos veces en benzeno y dos veces en cloro- 
formo y queda 1 gr. de substancia de P. F*= 196-200", 
pero que no es pura, pues colorea intensamente al sulfúrico. 

El análisis no da luz en la naturaleza del cuerpo, y aunque 
parece ser que se trata del fenil-bifenil-«-naftilmetano no se 
puede asegurar. 


Substancia 0,1400 gr.; CO, = 0,4727 gr.; H,O = 0,0752 gr. 
(ales 
Calculado C = 94,04 %/, Encontrado € = 92,08 %/, (?) 
— HAS — EOL 0), 


ENSAYOS PARA OBTENER COMBINACIONES DE UN TRIARILME- 
TILO CON UN RADICAL ACTIVO Á LA LUZ POLARIZADA 


Con el fin de desdoblar el carbinol racémico obtenido por 
sintesis, el feni-bifenil-a-naftil-carbinol, que por poseer un 
carbono asimétrico debe poder desdoblarse en dos antípodas 
activos, hemos intentado combinar el radical fenil-bifenil-u- 
naftilmetilo, y, en general, el radical de un triarilmetilo, con 
una molécula activa á la luz polarizada, de modo que se ob- 
tuviera una combinación que por cristalización permitiera la 
separación deseada. 

Los ensayos efectuados se pueden agrupar así: 

1.2 Ensayo de obtención de éteres. 

2. Ensayo de obtención de ésteres. 

3.” Ensayo de combinación con los alcaloides. 

4. Ensayo de combinación con otras bases. 
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ENSAYOS PARA OBTENER ÉTERES DE TRIARILMETILOS 


Eter trifenilmetil-etílico (C¿H.)¿ € — O — C,H;.—El tri- 
tenil-clorometano hervido con alcohol absoluto da cuanti- 
tativamente el éter trifenilmetil-etílico (*). 

Se hace hervir á reflujo dos horas una disolución de 
10 gr. de trifenilclorometanoen 100 c.c. de alcohol destilado 
sobre sodio. El producto se vierte en agua y se precipita un 
aceite que á los pocos momentos cristaliza en masa. Se filtra 
yseca, P” =9'5 gr.Se disuelve en ligroína caliente (110-130*) 
emstaliza Orar ROS == 101% 

En vista de que marcha tan bien esta reacción, se ha en- 
sayado con el mentol la obtención del 

Eter trifenilmetil-mentílico. — El mentol no reacciona ca- 
lentado á baño de María con el trifenilclorometano. A 200* 
comienza á reaccionar y se obtiene trifenilcarbinol. Calen- 
tado el trifenilclorometano con mentolato sódico disuelto en 
éter, da una reacción complicada y se obtiene, junto á unas 
resinas, trifenilcarbino! y mentol, una pequeña cantidad de 
un cuerpo de P.F*=210* y que no se ha estudiado. 

Para obtener el éter mentílico se emplea,con muy buenos 
resultados, la piridina como medio de condensación. 

- En un matracito cerrado con un tapón provisto de un 
tubo de Cl,Ca se calienta á baño de María durante cinco ho- 
ras una disolución de 10 gr. de mentol (Kalhbaum, recrista- 
lizado en éter de petróleo) (2/3 de mol.) y 7 gr. de trifenil- 
clorometano (1/4 de mol.) en 25 gr. de piridina pura, redes- 
tilada sobre hidróxido potásico en polvo. El líquido, de 
color pardo amarillento, se vierte en 300 c. c. de agua y se 
precipita un aceite que agitando toma consistencia; se lava 
con clorhídrico diluido y después alternativamente con agua 


(*) Hemilian Ber. 7, 1208. 
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caliente y fría, para eliminar algo de mentol, hasta que queda 
una pasta cristalina que se seca extendiéndola sobre un 
plato poroso, P?"=10'5 gr.; una vez seco se pulveriza y se 
trata en frío por 100 c.c. de éter de petróleo (30-50). 
Queda un residuo, P?-=0,6 gr.; funde 154-159", y cristaliza- 
do en éter (155-159”); es carbinol. La disolución en éter de 
petróleo se concentra y cristaliza; las aguas madres no se 
aprovechan porque contienen mucho mentol. Los cristales 
P?=62 er. funden, 40-90”. Se cristalizan en éter de petró- 
leo (30-50%) cuatro veces hasta el punto de fusión constante 
yaise obtienen arde SO ISO 


Substancia= 0,1696 gr; CO, =0,5444 gr.; H, O 0,1292 gr. 
(C;¿H;) Es Os ¡e Hao 
Calculado C = 87,44 %/, Encontrado C = 87,54 Y, 
— El= 0340 == O O 


El modo de obtener el compuesto y su análisis demues- 
tran su constitución. 

Cristales bastante solubles en éter de petróleo, de donde 
cristaliza en magníficos prismas, muy solubles en éter, 
P.F*=135-136%. Se disuelve en sulfúrico rápidamente con 
color amarillo; esta disolución, vertida en agua, adquiere olor 
terpénico; pero no se ha estudiado. 

Ensayos para condensar el mentol con el fenil-bifenil-2-naf- 
_ tilclorometano.—Se ha practicado una serie de ensayos con 
el fin de obtener el éter mentílico del nuevo carbinol asimé- 
trico; ensayos que han dado resultados negativos; por tan- 
to, se reseñan brevemente. 

El método empleado con éxito en el caso del trifenilcloro- 
metano no da resultado en este caso. Si se emplea una can- 
tidad relativamente pequeña de mentol, la disolución piridí- 
nica toma mucho color al calentarla y se obtiene carbinol 
(proporciones empleadas: 1,5 gr. de mentol (2 mol.), 2 gra- 
mos de cloruro (1 mol.) y 10 er. de piridina). 


BN 


Si se emplea un gran exceso de mentol, la mezcla no se 
colorea; pero no se puede separar del producto de la reac- 
ción substancia alguna, pues el éter de petróleo (30-507) lo 
disuelve todo. Si se elimina el exceso de mentol calentando 
el producto á baño de María en el vacío, el residuo no vo- 
látil no contiene más que carbinol (proporciones empleadas 
1 er. de cloruro, 5 gr. de mentol, 5 er. de piridina). 

Si esta operación se hace en disolución bencénica en vez 
de piridínica, se forma, efectivamente, un precipitado de 
clorhidrato de piridina, pero se obtiene carbinol (proporcio- 
nes empleadas: 2 er. de mentol (2,8 mol.), 2 er. de cloruro 
(1 mol.), 5 gr. de piridina y 50 c. c. de benceno seco sobre 
sodio). 

Se obtiene igual resultado empleando una piridina cuida- 
dosamente desecada. La piridina pura (Kalhbaum) destilada 
se dejó en contacto durante veinticuatro horas con la mitad 
de su peso de BaO en polvo y se destiló sobre el óxido de 
bario. No se consigue mejor resultado (proporciones emplea- 
das: 2 gr. de cloruro (1 mol.), 3 gr. de mentol (4 mol.) y 
10 er. de piridina). 

Por último, se ensayó disolver el cloruro en mentol puro, 
destilado á baja presión (P. E” = 101%, 9 mm.), calentan- 
do á baño de María esta disolución con indicios de piridina 
y eliminando el mentol por destilación á presión reducida, 
pero no se obtuvo ningún resultado: 1 gr. de cloruro se di- 
solvió en 70-80 c. c. de mentol fundido; se añadieron cen- 
tímetros cúbicos 0,4 de piridina redestilada sobre BaO; se ca- 
lentó diez horas á baño de María y destiló en el vacio el men- 
tol. El residuo resinoso deja con éter de petróleo (30 -50*) 
un polvo que, cristalizado en éter, es carbinol. 

Eter amilico del fenil-bifenil-“-naftilcarbinol.—(C.,Ho1) 
SSQASA ne 

El alcohol amílico ordinario (P.E”=128-134*) se destiló 
traccionadamente, empleando un tubo de destilación de tres 
bolas, llenas de perlas de vidrio, recogiendo la fracción que 
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destila entre 132-134” (alcohol iso-amilico). Se deja un día 


con SO,Na,, recientemente calcinado. 

50 c. c. de este alcohol se calientan dos horas al baño de 
María con 1 gr. de fenil-bifenil-a-naftilclorometano. El cloru- 
ro se disuelve y la disolución toma al principio color mora- 
do (2?) (el característico del carbinol disuelto en sulfúrico); 
poco á poco pasa la coloración á pardo muy claro. Se deja 
reposar doce horas y se encuentra una cristalización bastan- 
te abundante. Se separan los cristales, y las aguas madres 
no se trabajan. Estos cristales, que son eflorescentes, P* = 
0,8 gr., funden á 140-144”, con poca efervescencia. Se cris- 
talizan dos veces en éter y se obtienen 0,2 gr. de cristales, 
que funden á 153-155%. Un punto de fusión mixto con el cat- 
binol da el siguiente resultado: 


Substancia. Mezcla. Carbinol. 


Es 153 - 1557 140” - 146” 160*-162* 


— 
o 
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Se continúa esta investigación. 
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XVII. — Conferencias sobre Fisica matemática. 
Ecuaciones de la mecánica. 


Por JosÉ ECHEGARAY. 
Conferencia vigésima. 
SEÑORES: 


Como aplicación de la teoría de los multiplicadores inte- 
grantes, anunciamos eun la conferencia anterior, que ibamos 
á explicar en ésta un teorema sobre dicha teoría, el cual 
puede decirse que es clásico, y es el siguiente: 

Teorema.—Lleva éste un título clásico también. Se de- 
nomina: teorema del último multiplicador. Dicho teorema no 
resuelve el problema de la integración sino ea un caso muy 
particular, que, sin embargo, tiene importancia en las apli- 
caciones. 

Es, en el fondo, sumamente sencillo, y procuraré hacerlo 
comprender á mis alumnos en los términos más breves que 
me sea posible. 

Se refiere á las ecuaciones en diferenciales parciales de 
primer orden lineales y homogéneas. 

Y claro es, como hemos dicho ya varias veces, que todo 
lo que sea facilitar la integración de estas ecuaciones, es fa- 
cilitar el de las ecuaciones diferenciales ordinarias, que á 
ellas van enlazadas. 

Integrar las primeras es integrar las segundas, y recípro- 
camente. 

Dijimos que la ecuación en diferenciales parciales 


Ruy. AcAD. DE CIENCIAS. —XII.— Enero, 1914» 24 


— 310 — 


tenía n — 1 integrales distintas, que representábamos por 


E o ioccoas 95) 


2 == UL (Ese Eo) noDao 29) 


Integrar por completo la ecuación diferencial propuesta 
es encontrar las n — 1 expresiones «a, porque otra integral 
cualquiera, z, demostramos que era una función de las a: 


Ahora supongamos que se han podido encontrar todas 
estas integrales, menos una, y que además se conoce un mul- 
tiplicador integrante. 

Pues el teorema que vamos á demostrar consiste en que, 
para este caso, se puede acabar la integración por medio de 
cuadraturas. O sea, que por medio de cuadraturas se puede 
hallar la única integral que nos falta. 

En honor á la verdad, y si se nos perdona esta manera de 
expresarnos, diremos, que el título del teorema, que no deja 
de ser pomposo, no está en relación con el triunto analítico 
que representa. 

Porque haber encontrado todas las integrales menos una, 
y además un factor integrante, es haber resuelto la mayor 
parte del problema, y aun puede preverse fácilmente la so- 
lución del mismo. 

Pero, en fin, todas estas cuestiones son tan difíciles, que 
el dar en ellas un paso, aunque no sea paso de gigante, 
debe agradecerse y celebrarse. 

Pasemos, pues, á la demostración del teorema sobre el 
último multiplicador. 
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Supongamos que en la ecuación en diferenciales par- 
ciales 


se conocen de las n — 1 integrales que constituyen la solu- 
cióndel problema, n — 2, que representaremos por 


Zo = 57 (e Xo ..... Xn) 


ZA == 2, (E, X» von.» Xn) 


y además un multiplicador integrante M(X;,X» ..... E 

Esto es lo mismo que decir que en las ecuaciones dife- 
renciales ordinarias que corresponden á la ecuación en di- 
ferentes parciales indicada, es decir, en el sistema 


dea Y o LUX 


e Xo A 


se conocen 1 —2 integrales, que tendrán la misma forma 
que las anteriores en función de las x, es decir, que serán, 
expresadas en valores de x: 


dy (5 Xo ..... Xn ) => Cs 
Oo (Lo Xo ..... Xina) = C, 


Lo Sia Xo ...so Ei o 


siendo las c constantes arbitrarias. 
Hemos visto en otra conferencia, que cambiando de va- 
riables y tomando todas las integrales o por nuevas varia- 
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bles y agregando dos variables y ,_;,, Y n, es decir, sustitu- 
yendo en la ecuación en diferenciales parciales, á las 


IS Ad) 000do Xn-1)Xn, 


las 


la ecuación en diferenciales parciales quedaba reducida á 
sus dos últimos términos. De suerte que tomaba esta forma: 


9Z 92 
%Yn-1 Yn 


en que las Y son funciones de las a y de y, _;, Y n- 

Pero en las « no tenemos que fijarnos, porque como no 
entran sus diferenciales, podemos considerarlas como cons- 
tantes para la integración que nos queda por efectuar, que 
sólo se refiere á Y, _¡ y 4). 

Ahora bien; conocíamos un factor integrante por hipóte- 
sis y hemos efectuado una transformación de variables inde- 
pendientes, luego podemos conocer el factor integrante de 
la última ecuación diferencial con sólo multiplicar M por D, 
siendo ésta la determinante funcional de transformación. 

Sea M' el multiplicador integrante de la ecuación diferen- 
cial en y. 

Claro es que satisfará á la ecuación diferencial de los 
multiplicadores, que será en este caso 

AM Vr) y AMY) 


= 0. M”) 
9Yn—1 9Yn 


Pero á la ecuación en diferenciales parciales, que hemos 


obtenido, corresponde la ecuación diferencial ordinaria, 


Y n-—1 9Yn 
Minato 


IE 


Ó bien 
Y, Y n-1 AT Mor Yn = 0. 


Y la ecuación (M') no significa otra cosa, sino que M' es 
el multiplicador de esta última ecuación, es decir, que mul- 
tiplicada por M', la ecuación resultante 


MA a 9Yn =0 


es una diferencial exacta, puesto que cumple con la condi- 
ción de integrabilidad 


EN A e) 


Y n 9Yn-—1 


- que, pasando el segundo miembro al primero, es la misma 
ecuación (M5). 

Y esta ecuación última, siendo una diferencial exacta, po- 
dremos integrarla por cuadraturas, y tendremos una relación 
finita entre las cantidades que entran en la ecuación, que son: 


Way Lyomams. nor Yn—1» Yn- 


Como Y»: Yn, al cambiar de variables, las habremos ex- 
presado en función de las x, eliminándolas de esta última 
ntegral obtendremos la que nos faltaba en la ecuación dife- 
rencial propuesta. 

Tal es el principio ó el teorema del último multiplicador. 

Y aquí debemos detenernos en esta excursión, quizá un 
poco larga, pero que he creído indispensable, al campo de 
la ciencia pura. 

Volvamos ya al estudio de las ecuaciones canónicas de 
Hamilton, y recogiendo algo de las teorías abstractas que 
preceden, indiquemos qué aplicaciones pueden hacerse á los 
problemas de la Mecánica y por lo tanto, á los problemas 
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de la Física Matemática clásica y aun á la nueva Física 
Matemática. 


ES 
E * 
Recordemos las ecuaciones de Hamilton, que abreviada- 
mente se expresaban de este modo: 
a 2) a 9H 
de A 
dt 9p; di oq; 


y desarrollándolas según los valores de /, serían las si- 
guientes: 


DNS ON A A e 

dt Na E dt Pr 
dl a dp UA ap A 
dt q: dt AS di Oe 


Las funciones desconocidas son en número 2k y están 
formadas por 


91) da e... Uk) Pi» Pa 50000 Pko 


La variable independiente única es f. 

Los segundos miembros, aunque aparecen bajo la forma 
de derivadas, son funciones de forma perfectamente conoci- 
da en cada problema, porque en cada problema a priori se 
puede establecer 5H. | 

Y se presentan dichos segundos miembros, bajo forma de 
derivadas, para indicar la operación que hay que efectuar 
sobre H para obtener el segundo miembro de las ecuacio- 
nes anteriores. 

De modo que, volvemos á repetirlo, los segundos miem- 
bros son funciones de forma conocida y de esta clase: 


A Ola ss izo ¡Odo Da cocos 10) 1) 
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Conviene también, que recuerden mis alumnos, que esta 
forma de las ecuaciones canónicas supone para las fuerzas 
exteriores al sistema una función de fuerzas, ó sí se quiere, 
una potencial. 

De no ser así, los segundos miembros todavía se expre- 
sarían por una función única, pero serían algo más compli- 
cados, j 

Atengámonos en esta exposición elemental al caso más 
sencillo, que es el que expresan las ecuaciones ante- 
riores. 

Claro es, que éstas pueden representarse por una serie de 
igualdades, de este modo: 


DE y E Da a el 
2H E MA 2H 
Py Ps) Pr 94, 90» 
d dt 
== (H) 
A 1 
90 


Tal forma es la misma, que hemos empleado en estas úl- 
timas conferencias, para expresar las ecuaciones diferencia- 
les simultáneas ordinarias, que corresponden á una ecua- 
ción en diferenciales parciales de primer orden lineal y ho- 
mogénea. 

En efecto; la forma clásica era: 


dx, dx, dXp 


X, Xx BS xo 


Lo que en las ecuaciones de Hamilton llamábamos 


1) Qa »-...- Uk») Pi Po ..... Pr) Í 


es lo que en esta última ecuación llamamos X;,, X» ..... ES; 
decir, el número total de funciones y la variable indepen- 
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MENTE APO EMP Xn, pueden ser las funciones, 
y Xx, puede ser dicha variable independiente. 

En las ecuaciones que constituyen la forma típica, el nú- 
mero de funciones es n— 1 y la variable independiente 
una sola. 

En las ecuaciones canónicas, el número de funciones es 
2k y la variable independiente f. 

Siguiendo la comparación entre las ecuaciones canónicas 
y las ecuaciones típicas, podemos agregar, comparando los 


denominadores, que las cantidades que en estas últimas son 


porque el último denominador es la unidad. 

Y una vez más repetiremos, que estas últimas expresiones 
son funciones determinadas en cada caso de las p, q, f, como 
las X son funciones de las x. 

Claro es que para aplicar todo lo que en términos abs- 
tractos hemos explicado en las conferencias precedentes, á 
estas ecuaciones canónicas, podríamos escribir la ecuación 
en diferenciales parciales que á ella va enlazada de este 
modo: 


lo) Po fo) 
o 
9p, | 9; 0Pa | 9 0Px ] “q; 


9H 9Z 9H 92 
al | ale | Hon. =- 
09 1 9P; 99» 90P, 


+= | 92 2] SE 


00% | Pr ot 
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en que los paréntesis, como hemos dicho, sustituyen á las 
X de la forma general. 

Establecidas estas ideas, podemos aplicar las teorías ge- 
nerales expuestas, á estas ecuaciones de la mecánica, y ten- 
dremos una serie de simplificaciones, que no son mas que 
una parte de los resultados obtenidos en la teoría general. 

Indiquemos alguna de estas simplificaciones. 


Primera simplificación. —Hemos demostrado en la teoría 
general, que cuando las X cumplen con esta condición, 


la ecuación en diferenciales parciales puede presentarse 
bajo forma de determinante funcional, y que, por lo tanto, 
hay un multiplicador integrante igual á uno. 
ESTUecI 
== Lo 


Pues esto precisamente se verifica en las formas canóni- 
cas y, por lo tanto, en las que estamos considerando, que, 
no hay que olvidarlo, supene que las fuerzas del sistema 
tienen una potencial. 

En efecto; sustituyendo en la condición anterior, en vez 
de las X, sus equivalentes, tendremos: 


MS 

9Py | 9D) / Pr 1 
9q1 1 90» en 
do) 
— O El “E A A o 


9Py 0D, 


Pr 


A 


, 


A 


Ó bien 
MEM ue do o o 
IED: SO Pl MEP AQ Pa 
E 
dr Pr 


expresión en que los términos se destruyen dos á dos y dan 
por resultado O = 0. 

Podemos, pues, establecer que las ecuaciones canónicas 
tienen un multiplicador igual á la unidad. Así, para todas 
ellas, M=1. 


Segunda simplificación.—Resulta de lo que precede, que 
si en las ecuaciones canónicas hubiera modo de cono- 
cer 2k—1 integrales, como un multiplicador ya se conoce y 
es igual á la unidad, podría terminarse la integración por 
medio de cuadraturas. 


Tercera simplificación. —Supongamos, no sólo que las 
fuerzas que entran en un problema tienen una potencial, 
sino que f no entra explícitamente, ni en la ecuación de las 
fuerzas vivas, ni en función de fuerzas. 

Claro es que entonces en ninguno de los denominadores 
entrará la variable f, y, por lo tanto, en las ecuaciones (H) po- 


do di k ; : 
demos prescindir de E y considerar tan sólo las ecuacio- 


nes anteriores 


en las que no entrarán mas que las p y q, y, por lo tanto, 
una función menos. 

Aun en este caso existe un multiplicador igual á la unidad 
para este sistema, como se ve en la condición antes estable- 
9 (1) 

ot 
contaba, como no se cuenta ahora. 

Luego si en este caso se conocieran 2k — 2 integrales, la 
integral que queda para completar las 2k— 1 del sistema 
se obtendría por una cuadratura. 

Claro es que esto no basta para resolver el problema 
mecánico, porque estas últimas integrales sólo darán 2k — 1 
relaciones 


cida, porque el término era igual á cero y con él no se 


Co iio Ola toos Uk) Pr) Po 0oooo Pr) =C,; 
dr (Qs Da m0. Qs Py) Do «<<» Pr) =C) 


(a DD ¡Díe) == loe 


entre las variables; relaciones que determinan la forma que 
en cada momento tiene el sistema. 

Pero esto, repetimos, no basta; es preciso determinar 
las p y las q en función del tiempo. 

Dicha parte de! problema, sin embargo, es sencillísima y 
se resuelve por una cuadratura más. 

En efecto; de la serie de igualdades (41), en la que antes 
habíamos suprimido el último miembro, tomemos, por ejem- 
plo, los dos últimos 


En el denominador entran las p y las q; pero 2k — 1 de 
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estas cantidades pueden obtenerse en función de las res- 
tantes por las ecuaciones obtenidas 


Más claro. Enestasecuaciones, que son en númeio2k —1, 
entran, en general, 


Qi) Ya ..... Ox, Pi) P2 ..... Pk-1)Pk» 


que son en número 2 X. Luego de dichas 2k— 1 ecuacio- 
nes podremos deducir 2k— 1 cantidades en función de la 
restante. Es decir, 


Alle eos lr Dio Da so Daba EOAVACIÓON ES JD, 


con lo cual el denominador -- de 
90 k 
Apr POR dt 
2H 
N 0 


se convertirá en una función de py, y la ecuación anterior 
será de esta forma: 


a 
F (px) 


que se integra con una sola cuadratura, puesto que están 
separadas las variables. Se tiene, en efecto, 


Il App E 

) F(pr) 

y representando por 0 la integral que expresa la cuadratura 
del primer miembro 


D(Pr) = Í. 
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De donde se deduce pz en función del tiempo. 

Y como todas las demás funciones están expresadas en 
función de pz, tendremos todas las p y todas las q expresa- 
das en función del tiempo con 2 k constantes arbitrarias: las 
de las integrales a, que son en número 2 k -— 1, y la constan- 
te de la última cuadratura. 

El problema quedaría resuelto por completo; pero no se 
olvide que es suponiendo conocidas 2 k — 2 integrales. 


Cuarta simplificación. —Es análoga á la anterior. 

Supongamos que una de las p ó una de las q no entra 
en A. Por ejemplo: que la A no contiene p,. 

Pues como antes prescindiamos del último miembro de la 
serie, ahora podríamos prescindir del primero. 

Y si además no entrase la £ en ninguno de los denomina- 
dores, podríamos prescindir del primero y el último. 

En efecto; en el primer miembro 


dq; 
.H” 
Py 
puesto que A no contiene p,, es claro que > — será igual 
Pi 
dq; 


á cero, y dicha parte quedará reducida á 


Luego tendremos dq, =0, ó bien q, = constante. Esto es 
evidente, porque, de lo contrario, este término sería infinito, 
é infinitos serían todos los términos de la igualdad. Sólo pre- 


: ; 0 
sentándose bajo forma indeterminada, mr no resulta esta 


imposibilidad del problema. 
O también puede verse de otro modo. 
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Convirtiendo la serie de igualdades en ecuaciones aisla- 
das, una de ellas sería 


lo) 
dq; —= paean dt, 
9P; 
óÓ bien 
Al o 
di Ps 


de donde, integrando, resulta, como hemos dicho, q, = cons- 
tante. : 

Suprimiendo en la serie de igualdades este miembro y el 
que le corresponde invirtiendo p y q, es decir, 


y suprimiendo también el último miembro, quedará la si 
guiente serie de igualdades: 


dq» A A NI O A 


9 2H 2H NE 


DP 2p; Pr a od 


El número de estas ecuaciones, toda vez que el número 
de índices es 2k — 2, será evidentemente 2k — 3. Siempre 
hay una ecuación menos que el número de miembros. 

Veamos en efecto el número de funciones que contiene: no 
contiene en ningún denominador p,, ni tampoco contiene su 
diferencial, porque hemos separado el término 


dp; 
oH' 


= 
cg 


— 383 — 


Contendrá q,; pero importa poco, porque hemos visto que 
es una constante. Luego contendrá 2k — 2 variables. 

En resumen: es un problema de integración en que las 
variables son 2k — 2 y el número de ecuaciones 2k — 3. 

Si conociésemos 2k — 4, la integral restante se podría 
hallar por cuadraturas, puesto que las sumas de las deriva- 
das de los denominadores, con relaciones á las q y á las p, 
se reducen á cero, y, por lo tanto, el factor integrante es 1. 


En efecto: 
> 0H > oH 2H ne Le 
“P> Pa Pr il Ye (a 
q == q AS q 5p, 
en 0H ¿A 9 
99; 0 i 
a a, A o ad 
Ó bien 
2H 02H 02H 02H 
oa O 
02H 02H 0 
O o 


Etectuando, pues, la cuadratura final tendremos 2k — 2 
integrales, que nos expresarán 2k — 2 funciones, p y q, en 
función de la restante. 

Sólo nos faltará determinar la p, en función de ésta y lue- 
go todas en función del tiempo. 


Con igualar la parte que habíamos separado, 
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á cualquier miembro de la serie, por ejemplo, al primero, 
resolveremos el primer problema. 


En efecto: 

dp; dg, 

oH 2H 

99; 9 Pp, 

da 
dp; ANT E a9 ) 

O lal 
9D» 


y como todas las p y las q que entran en el segundo miem- 

bro pueden expresarse en función de una, como hemos di- 

cho, por ejemplo, en función de q,, y como por hipótesis la 
p, no entra de una manera explícita, resultará 


dp, =F (9,) d9,, 


que por una cuadratura 
Pr = 1 (9,) dq, + constante 


nos dará la expresión de p, en función de q,, como todas 
las demás. 

Y no olvidemos que q, no puede embarazar ninguna de 
estas operaciones, porque es una constante. 

El problema terminaría como en el caso anterior para ex- 
presar todas ellas en función de f. 

En suma, en esta hipótesis, conociendo 2k — 4 integra- 
les se resuelve el problema. 

Pero aún la simplificación es mayor, porque si £ no entra 
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en la función de fuerzas ni en la fuerza viva, como recorda- 
rán mis alumnos que en estas hipótesis teniamos 


T— U= H= constante, 


es claro que H = constante será una integral y nos bastará 
para resolver el problema conocer, no 2k — 4, sino 2k — 5 
integrales. 


Pudiéramos aún continuar presentando algunos casos de 
simplificación; pero basta con los ejemplos, que hemos dis- 
cutido, para demostrar la importancia de las teorías desarro- 


lladas. 


Dos teorías, sin embargo, quisiéramos exponer: la que se 
refiere á las integrales, que dependen de soluciones inme- 
diatas y la teoría importantísima de las invariantes integra- 
les, que es uno de los trabajos más notables, entre tantos 
otros, de Mr. Poincaré. E 

Pero el tiempo apremia, el curso termina, y no me queda 
mas que someter á mis alumnos algunas consideraciones 
generales sobre las dos teorías expresadas. 

Y antes de terminar esta conferencia y de decir algo, aun- 
que será muy poco, en la conferencia próxima, sobre las dos 
teorías indicadas, séame permitido presentar algunas consi- 
deraciones generales, que desde luego anuncio que van á 
ser muy vagas, pero me es imposible precisarlas más, res- 
pecto al problema general de la integración de ecuaciones 
generales. 

El problema de la integración no es un problema de so- 
lución única, á menos de que, por condiciones especiales, no 
se circunscriba. 

Más claro todavía. 
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El caso más elemental, el de una cuadratura, el que re 
sulta de integrar 


A 


o 


no da una solución única, porque sabemos que la inte- 
gral es : 


y ros + C, 


siendo C una constante arbitraria. 

De suerte que no hay una sola curva para satisfacer á la 
ecuación diferencial, sino infinitas curvas, idénticas en la 
forma y en las dimensiones, y que se obtienen moviendo 
una de ellas paralelamente al eje de las y, y, por lo tanto, 
aumentando á todas las ordenadas de la curva, que se elija, 
la cantidad constante y arbitraria C. 

La solución de la ecuación diferencial no es una curva, 
es un sistema de curvas. 

Que en este caso particular son idénticas y pueden su- 
perponerse por un movimiento de traslación paralelo al eje 
de las y. 

Al pasar, pues, de las ecuaciones ordinarias algebraicas 
á las ecuaciones diferenciales, la solución, por decirlo así, 
se ha ensanchado. La ecuación ordinaria del grado /m tiene 
im soluciones, ó sea un número finito. 

Otras ecuaciones trascendentes tienen ya infinitas raices, 
pero en serie discontinua, á saltos, por decirlo asi. 

Estas ecuaciones diferenciales, que son las más sencillas, 
tienen á su vez infinitas soluciones, pero formando un sis- 
tema continuo; sin contar cón que cada solución á su vez es 
una curva, es decir, un sistema y no un número determi- 
nado. 

A medida que el matemático se eleva en los problemas, 
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los problemas se van complicando y en cierto modo se van 
superponiendo. 

La ecuación diferencial ordinaria de primer grado y de 
la forma más elemental, pero en que el coeficiente diferen- 
cial contiene la función y la variable independiente; en 
suma, 


0) 


LF (xy), 
Xx 


15d) 


también tiene infinitas soluciones, también representa intini- 
tas curvas; es decir, que la solución no es única, es un sís- 
tema. 

La forma general es, pues, 


5 (X1, Yo, (6) EE O. 


Contiene, como vemos, una constante arbitraria C, y á 
cada valor de la constante arbitraria C corresponde una 
curva. 

Pero este sistema ya es mucho más complicado, que el 
del primer ejemplo; porque las curvas no son idénticas ni 
pueden coincidir, en general, por un movimiento de trasla- 
ción. 

Están enlazadas, ciertamente, entre si, puesto que todas 
ellas satisfacen á la misma ecuación diferencial. Constituyen, 
por esta razón una familia, y sus relaciones de parentesco, 
si se me permite la imagen, están expresadas en la ecuación 
diferencial á que pertenecen. 

Podrán transformarse unas en otras, y precisamente esta 
idea, que es un germen, desarrollada por grandes matemáti- 
cos y ensanchada sucesivamente, nos atrevemos á decir que 
ha dado lugar á la admirable teoría de los grupos de trans- 
formación, una de las grandes creaciones matemáticas de Lie. 

Aunque es claro que el problema está presentado del 
otro modo. 
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Y si avanzamos enumerando todos los tipos de ecuacio- 
nes diferenciales, la complicación ó, si se quiere, la amplifi- 
cación, irá siendo cada vez mayor. 

Ya las soluciones no serán curvas; serán superficies; se- 
rán dominios de distintos grados en los espacios de muchas 
dimensiones; ya no entrarán constantes arbitrarias, sino fun- 
ciones arbitrarias. 

Y no hay que decir si se amplificarán las soluciones cuan- 
do no se trate de una ecuación diferencial, sino de un sís- 
tema. 


Cuando sean muchas las variables independientes y cuan= 


do sean muchas las funciones. 

Y en este orden de ideas, claro es que me detengo en es 
ecuaciones diferenciales clásicas, sin entrar en nuevos cam- 
pos en que se agitan problemas novísimos y de inmensa 
complicación, y en cuya complejidad la imaginación no se 
detiene, porque se siente dueña de crear complicaciones in- 
finitamente mayores. Me refiero á la teoría de las ecuaciones 
integrales, es decir, en que las funciones desconocidas ya no 
están bajo el signo diferencial, sino bajo el signo integral. 


. 


Claro es, que una ecuación diferencial Ó un sistema de 


ecuaciones diferenciales tiene una solución general, y den- 
tro de esa solución general tiene infinitas soluciones particu- * 


lares, cuando se precisan, se determinan, se individualizan 
estas soluciones particulares por medio de condiciones par- 


ticulares también. 
El caso más sencillo, que es el primero que hemos pre- 
sado, cuando se trata de la ecuación 


dy 1% 
a on 


A 
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aunque la solución está formada por infinitas curvas, pue- 
de particularizarse una de ellas, agregando otra condición. 
Sirva de ejemplo este problema: hallar la curva que satisfa- 
ce á la ecuación diferencial precedente y que además pasa 
por un punto determinado (X,, Jo). 

Ya la solución no es un sistema de curvas, es una curva. 

Y de igual suerte pueden particularizarse todos los pro- 
blemas de cálculo integral. 

Uno de estos problemas, como explicábamos en el curso 
anterior, aunque es claro que infinitamente más complicado, 
es el problema de Dirichlet. 

Pero no es éste el punto adonde se dirigen nuestras ob- 
servaciones. 

Volvamos á las soluciones generales. 

La solución más general de las ecuaciones diferenciales 
aisladas Ó constituyendo sistema, comprende un número in- 
finito de soluciones particulares. 

Pues bien; muchas de las teorías modernas parten de esta 
idea: poner en relación unas soluciones particulares con 
otras. > 

Así dicho esto es muy vago, mas, por el momento, nos es 
imposible precisarlo más, sin entrar en extensas disertacio- 
nes, que aún necesitarían ser ilustradas con multitud de 
ejemplos. 

Poniendo en relación, como antes decíamos, unas solucio- 
nes particulares con otras, se puede llegar á la teoria de los 
erupos de transformación. 

Considerando á la vez dos óÓ más soluciones se llega á 
otra teoría importante, y dentro de ella, si se consideran dos 
ó más soluciones infinitamente próximas, se llega asimismo 
á las ecuaciones de variaciones que ha introducido Mr. Poin- 
caré en el cál-ulo. 

Y se obtienen integrales que dependen de dos ó más in- 
tegrales infinitamente próximas. 

Por último, considerando varias soluciones y formando 
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integrales para diferentes dominios, con las variaciones de 
unas á otras se obtiene la importantísima teoría, en gran 
parte creada también por Mr. Poincaré, y que se conoce con 
el nombre de teoría de las invariantes integrales. 

No sé si en la conferencia próxima, que acaso sea la últi- 
ma, me quedará tiempo para ampliar estas ideas. 

De todas maneras, espero explicar como terminación del 
curso el llamado teorema de Liouville, distinto del que en 
otras conferencias explicamos, esencial para el estudio de la 
Mecánica estadistica y que es ejemplo singular en la misma 
teoría de las integrales invariantes. 
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XIX.— Ensayos sobre Automática.-—Su definición. 
Extensión teórica de sus aplicaciones, 


POR LEONARDO TTORRES Y QUEVEDO 


I.. La denominación de autómata se aplica á menudo á 
una máquina que imita la apariencia y los movimientos de 
un hombre ó de un animal. Se trata, generalmente, en este 
caso de una máquina que lleva en sí misma la fuente de 
energía que la hace marchar (un resorte, por ejemplo) y que 
ejecuta ciertos actos, siempre los mismos, sin recibir ningu- 
na influencia exterior. 

Hay otra clase de autómatas que ofrecen un interés mu- 
cho más considerable: los que imitan, no los gestos, sino las 
acciones del hombre, y algunas veces pueden reemplazarle. 

El torpedo automóvil, que sabe maniobrar para llegar al 
término de su carrera; la balanza que pesa las piezas de 
moneda para elegir las que tienen el peso legal, y mil 
aparatos más, muy conocidos, pueden servir como ejemplo 
de autómatas de esta última especie. 

Se hallan otros mucho más interesantes en las fábricas. 
El progreso industrial se realiza principalmente sustituyen- 
do al trabajo del hombre el trabajo de la máquina; poco á 
poco llegan á hacerse mecánicamente la mayor parte de las 
operaciones primitivamente ejecutadas por obreros, y se dice 
que una fabricación ha llegado á ser automática cuando 
puede ser completamente ejecutada por medio de máquinas. 

Convendrá, antes de pasar adelante, para precisar bien el 
objeto de esta nota, dividir los autómatas en dos grupos, se- 
gún que las circunstancias que regulan su acción actúen de 
un modo continuo, ó que, por el contrario, lo hagan brusca- 
mente, por infermitencias. 


— 392 — 


Polemos tomar como ejemplo del primer grupo el torpe- 
do automóvil. El timón horizontal, destinado á mantenerle á 
una profundidad aproximadamente invariable, es gobernado 
por la acción de un depósito de aire comprimido, que hace 
equilibrio á la presión del agua, y por un péndulo: las va- 
raciones de altura producen el desplazamiento de una pared 
que separa el depósito de aire del agua que le rodea; las 
variaciones de inclinación producen el movimiento, con rela- 
ción al torpedo, del péndulo, que permanece vertical; el 
timón horizontal está unido al péndulo y á la pared del de- 
pósito por medio de mecanismos que le hacen tomar en cada 
momento la posición conveniente para que el torpedo vuelva 
á la profundidad que se desea. 

Se trata, pues, de establecer entre tres móviles: el péndulo, 
la pared y el timón, enlaces mecánicos invariables. Este es 
un problema de la misma especie que todos los estudiados 
en la Cinemática aplicada á la construcción de máquinas. 
Su estudio no presenta aquí un interés especial. 

En los autómatas del segundo grupo, el automatismo no 
se obtiene por medio de enlaces mecánicos invariables; 
se trata, por el contrario, de alterar bruscamente estos en- 
laces cuando las circunstancias lo exigen; será necesario 
que el autómata—por medio de una maniobra generalmente 
muy rápida-—embrague Ó desembrague una polea, abra ó 
cierre una válvula, etc. Se requiere, en definitiva, que el 
autómata intervenga en un momento dado para alterar 
bruscamente la marcha de las máquinas, las cuales puede 
decirse que serán gobernadas por él. 

Se encuentran en las descripciones de máquinas ejemplos 
muy numerosos de estas intervenciones bruscas; pero es 
evidente que el estudio de esta forma de la automatización 
no pertenece á la Cinemática. Así es que nunca se ha estu- 
diado sistemáticamente, que yo sepa. : 

Esa deficiencia debería corregirse agregando á la teoría 
de las máquinas una sección especial: la Automática, que 
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examinara los procedimientos que pueden aplicarse á la 
construcción de autómatas dotados de una vida de relación 
más ó menos complicada (*). 

Los autómatas deberán tener sentidos: termómetros, brú- 
julas, dinamómetros, manómetros..... aparatos sensibles á 
las circunstancias que deben influir en su marcha. 

La impresión recibida por cada uno de estos aparatos se 
traduce, generalmente, por un movimiento, por ejemplo, el 
desplazamiento de una aguja sobre un limbo graduado. 

Los autómatas deberán tener miembros: las máquinas ó 
los aparatos capaces de ejecutar las operaciones que les sean 
encomendadas. La orden de ejecutar una operación será 
trasmitida al aparato encargado de realizarla por procedi- 
mientos muy sencillos, aunque se trate de operaciones com- 
plicadas; esto se ve, por ejemplo, en algunos relojes, en los 
cuales una pieza que se dispara permite que se ponga en 
marcha un mecanismo, el cual actúa sobre muñecos que eje- 
cutan diversos movimientos. 

Los autómatas deberán tener la energía suficiente: los acu- 
muladores, las corrientes de agua, los depósitos de aire com- 
primido que han de suministrársela á las máquinas destina- 
das á ejecutar las operaciones necesarias. 

Además, se necesita — y éste es el principal objeto de la 
Automática—que los autómatas tengan discernimiento, que 
puedan en cada momento, teniendo en cuenta las impresiones 
que reciben, y también, á veces, las que han recibido anterior- 
mente, ordenar la operación deseada. Es necesario que los 
autómatas imiten á los seres vivos, ejecutando sus actos con 
arreglo á las impresiones que reciban y adaptando su con- 
ducta á las circunstancias. 

La construcción de aparatos que hagan las veces de los 


(*) El estudio teórico y experimental de estos procedimientos es 
el fin principal del Laboratorio de Automática, de cuyos trabajos me 
propongo dar cuenta en notas sucesivas que formarán la continua: 
ción de estos ensayos. 
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sentidos no presenta, en teoría, dificultad alguna. Todos los 
dias se inventan aparatos nuevos destinados á medir y re- 
gistrar las variaciones de los elementos que intervienen en 
el mundo físico; las que no pueden ser medidas hoy lo serán 
mañana, 6, por lo menos—y creo expresar con esto una opi- 
nión generalmente admitida— no hay razón alguna para 
afirmar que no ocurrirá así. 

La misma observación se puede hacer respecto de las 
máquinas que hayan de ejecutar el trabajo encomendado al 
autómata A buen seguro que nadie marcará límites al pro- 
egreso de la Mecánica; nadie se negará á admitir que se 
pueda inventar una máquina que realice una determinada 
operación. 

No ocurre lo mismo cuando se trata de si será posible 
construir un autómata que, para determinar sus actos, pese 
las circunstancias que le rodean. Se piensa, generalmente, 
que sólo en algunos casos muy sencillos puede conseguir- 
se esto; se cree que es posible automatizar las operaciones 
mecánicas, puramente manuales de un obrero, y que, por 
el contrario, las operaciones que exigen la intervención de 
las facultades mentales nunca se podrán ejecutar mecáni- 
camente. 

Esta distinción carece de valor, pues, exceptuando el 
caso de los movimientos reflejos, de los cuales no hemos 
de ocuparnos aquí, en todas las acciones humanas inter- 
vienen las facultades mentales. 

Intentaré demostrar en esta nota — desde un punto de 
vista puramente teórico — que siempre es posible construir 
un autómata cuyos actos, todos, dependan de ciertas cir- 
-cunstancias más ó menos numerosas, obedeciendo á reglas 
que se pueden imponer arbitrariamente en el momento de la 
construcción. 

Evidentemente, estas reglas deberán ser tales que basten 
para determinar en cualquier momento, sin ninguna incerti- 
dumbre, la conducta del autómata. 
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El problema podría resolverse de mil modos diferentes; 
pero — para hacerme comprender más facilmente — en vez 
de limitarme á abstracciones puras, indicaré un método 
electro mecánico que puede dar, en mi opinión, la solución 
general del problema. 

Los esquemas que acompañan á esta nota no tienen, de 
ningún modo, la pretensión de representar soluciones prác 
ticas; para nada hemos de preocuparnos de las dificultades, 
ó imposibilidades más bien, que ofrecería su ejecución; se 
han trazado para que resulten más claras las explicaciones 
teóricas, y únicamente desde este punto de vista podrán ser 
útiles. 

IL. El principio del método electromecánico que voy á 
exponer es sumamente sencillo. 

Hace un momento hemos admitido que la variación de 
cada una de las circunstancias que intervieznen en la direc- 
ción del autómata sea representada por cierto desplazamien- 
to; podemos suponer que la pieza que se mueve sea un 
conmutador: En lugar de un índice que recorre una escala 
graduada, tendremos entonces una escobilla que barre una 
línea de plots y entra sucesivamente en contacto con cada uno 
de ellos. 

Si hay n conmutadores, y si designamos por P,, P,, Pz... 
P , el número de plots conjugados con cada uno de ellos, e] 
número de las posiciones del sistema será P, <P,>x 
¡SIN CIA ' 

A cada una de estas posiciones corresponderá, según 
acabamos de ver, cierta operación cuya realización debe ser 
provocada por algún medio muy sencillo. Puesto que se 
trata de una máquina electro mecánica, lo más sencillo será 
hacer que el movimiento de una armadura, al ser atraída por 
su electroimán, dé lugar á que se dispare el mecanismo en- 
cargado de ejecutar la operación de que se trata. Deberá 
haber un electroimán para cada posición del sistema, y para 
realizar la automatización, bastará establecer las conexiones 
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eléctricas de tal modo que cada electroimán entre en activi- 
dad en el momento en que se produzca la posición corres- 
pondiente de los conmutadores. 

En el caso más sencillo — cuando la marcha del autómata 
dependa de un solo elemento —, la solución es la indicada 
esquemáticamente en la fig. 1.*. 

Las variaciones de este elemento se representan por los 
movimientos del conmutador M, que, al girar, entra sucesi- 
vamente en contacto con cada uno de los plots 4, B, C, D. 
Actualmente la corriente pasa por el electroimán E; la ope- 
ración provocada por éste (al atraer á su armadura, como 
queda dicho más arriba) será la que se realice si el mani- 
pulador k cierra el circuito en este momento. Por lo demás, 
este manipulador puede ser accionado automáticamente 
cuando se produzca cierta circunstancia prevista al cons- 
truir el autómata, por ejemplo, al dar una hora determi- 
nada. 

Se tropezaría á veces con dificultades para llevar á cabo 
la ejecución de este aparato; pero su posibilidad teórica (de 
la que únicamente nos ocupamos) no presenta la menor 
duda. 

Y no es menos evidente en el caso más general, cuando 
hay que considerar varios conmutadores en lugar de uno 
solo. 

En el esquema (tig. 2.*) hay tres conmutadores: M, N, P. 

El segundo arrastra en su movimiento, por medio de la 
barra T, otro conmutador: N”. 

El tercero arrastra los cinco conmutadores P”, P”, P”, 
dc 

M puede tomar las dos posiciones A y B. 

N las tres E, F y. G. 

Pilas cuatro RS 1: 

El sistema admite en total veinticuatro posiciones diferen- 
tes, y á cada posición corresponde un electroimán que entra 
en actividad en cuanto se establece el contacto. 


— 397 — 


Se puede aumentar cuanto se quiera el número de con- 
mutadores y el número de plots conjugados con cada uno 
de ellos. Dicho de otro modo, puede aumentarse indefinida- 
mente el número de casos particulares que el autómata ten- 
drá que considerar para regular sus actos; se, puede compli 
car cuanto se quiera su vida de relación. 

Y esto sin la menor dificultad teórica. No hay ninguna 
diferencia esencial entre la máquina más sencilla y el autó- 
mata más complicado; una y otro se reducen á un sistema 
material sometido á leyes fisicas, que se derivan de su com- 
posición; pero cuando estas leyes son complicadas, cuando 
es necesario un razonamiento importante para deducir de 
estas leyes las maniobras correspondientes, la máquina que 
las ejecutase parecería que razonaba por sí misma, y esto es 
lo que generalmente extravía el juicio de las personas que 
se ocupan de esta cuestión. 

Recordaré, á modo de ejemplo, las ideas de Descartes 
sobre este punto (Discours sur la Methode, 5*"* partie). 

Admite sin dificultad que se pueda considerar el cuerpo 
de un animal «como una máquina que, habiendo sido hecha 
por la mano de Dios, está incomparablemente mejor ordena- 
da y lleva en sí movimientos más admirables que ninguna 
de las que pueden ser inventadas por los hombres». 

Añade que «si hubiese máquinas tales que tuviesen los ór- 
ganos y la forma exterior de un mono ó de cualquier otro ani- 
mal sin razón, no tendríamos ningún medio de reconocer 
que no eran en todo de la misma naturaleza que dichos 
animales». 

Pero Descartes niega, aun á la infinita potencia divina, la 
facultad de construir autómatas capaces de imitar las accio- 
nes humanas que son guiadas por la razón. Juzga metafísi- 
camente imposible, por ejemplo, que un autómata pueda 
emplear palabras ni otros signos «para responder al sentido 
de todo lo que se diga en su presencia, como los hombres 
más atontados pueden hacerlo». 
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Admite fácilmente que el autómata pueda hablar, pero no 
concibe que pueda hablar razonablemente. 

Imaginemos una máquina análoga á la representada por el 
esquema (fig. 2.*), pero en la cual, en vez de tres conmutado- 
res, haya miles ó millones, si hace falta; y que, en vez de tres 
ó cuatro posiciones diferentes, cada conmutador tenga una 
posición correspondiente á cada uno de los signos de la es- 
critura (letras, cifras, signos de ortografía, etc.). 

Se comprende perfectamente que se puede, valiéndose de 
estos conmutadores, escribir una frase cualquiera, y hasta un 
discurso más ó menos largo; esto dependerá del número de 
conmutadores de que se disponga. 

A cada discurso corresponderá una posición del sistema, 
y, por consiguiente, un electroimán. 

Podemos suponer que éste dispare un fonógrafo sobre el 
cual se halle inscrita la respuesta á la pregunta que ha pro- 
vocado su movimiento, y de este modo tendremos un autó- 
matacapaz de discutir de omni re scibile. 

Ciertamente, el estudio preliminar de todas las preguntas 
posibles, la redacción de la respuesta á cada una de ellas, y, 
finalmente, la construcción de una máquina semejante, no se- 
ría una cosa muy llana; pero no sería mucho más difícil que 
la construcción de un mono, ó de otro animal bastante bien 
imitado para que pudiera ser clasificado por los naturalistas 
entre las especies vivas. 

No hay entre los dos casos la diferencia que veía Descar- 
tes. Pensó sin duda que el autómata, para responder razona- 
blemente, tendría necesidad de hacer él mismo un razona- 
miento, mientras que en este caso, como en todos los otros, 
sería su constructor quien pensara por él de antemano. 

Ill. Creo haber mostrado, con todo lo que precede, que 
se puede concebir fácilmente para un autómata la posibilidad 
teórica de determinar su acción en un momento dado, pesan- 
do todas las circunstancias que debe tomar en consideración 
para realizar el trabajo que se le ha encomendado. 
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Se puede concebir igualmente un autómata que obre con 
una finalidad; un autómata que realice una serie de actos 
tendiendo á conseguir un objeto determinado. 

El asunto es demasiado complicado para que me sea po- 
sible tratarle de un modo abstracto; correría el riesgo de no 
expresarme claramente. Será mejor, por lo pronto, estudiar la 
aplicación del método á un caso particular. 

El ejeniplo que he de escoger, para ilustrar mis explicacio- 
nes, está bien indicado: las máquinas analíticas. Los demás 
que pudieran elegirse presentarían grandes dificultades de 
exposición, debidas principalmente á la necesidad de repre- 
sentar (aunque fuera sólo esquemáticamente) los sentidos y 
los miembros del autómata: los aparatos destinados á poner- 
le en relación con el medio ambiente, y los operadores que 
deberían ejecutar operaciones más ó menos complicadas. 

Estos inconvenientes no existen en las máquinas de cal- 
cular. Cada valor de los que deben intervenir en los cálculos, 
sean los datos, sean los resultados provisionales de las ope- 
raciones sucesivas, será representado en nuestros esquemas 
por el desplazamiento de un móvil, como en las figs. 1.* y 2.*. 

Calcular un valor será, pues, para el autómata, desplazar 
el móvil correspondiente para llevarle á la posición necesa- 
ria, y esta eperación — repetida cuantas veces sea necesa- 
rio —es la única que el autómata tiene que ejecutar. 

Además, creo que estas máquinas nos ofrecerán el caso 
más general que se pueda examinar, y todas las conclusio- 
nes que se obtengan de su estudio teórico serán fácilmente 
generalizadas por el lector. 

Una máquina analítica, tal como la entiendo aquí, debe 
ejecutar unos cálculos cualesquiera, por cumplicados que 
sean, sin auxilio de nadie. 

Se le dará una fórmula y uno ó varios sistemas de valo- 
res particulares de las variables independientes, y ella de- 
berá calcular é inscribir todos los valores de las funciones 
explícitas ó implícitas definidas por la fórmula. Deberá se- 
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guir una marcha análoga á la de un calculista: ejecutará 
necesariamente una á una las operaciones indicadas, toman- 
do los resultados de unas como factores ó argumentos de 
las siguientes, hasta llegar á obtener los resultados defini- 
tivos. 

Antes de entrar en la descripción del conjunto, describiré 
los aparatos destinados á ejecutar cada una de las operacio- 
nes elementales que el autómata ha de llevar á cabo para 
realizar sus cálculos en debida forma: 

a) Anotar un valor pariicular desplazando el móvil co- 
rrespondiente. 

La regla A (fig. 3.*%) puede deslizar entre el tope B y el re- 
sorte B”, que ejerce una presión moderada y, además, es 
guiada por uno de los dos rodillos Q, Q”. 

Lleva dos plots P, P” conjugados con siete escobi- 
Me A E r',, y una escobilla R conjugada con los 
SCS OO Io les esedo Fi. 

Los dos rodillos están constantemente girando en el sen- 
tido indicado por las flechas; pero su separación es algo 
mayor que el ancho de la regla M, por cuya razón ésta no es 
arrastrada; la retiene el roce del tope B y el resorte B'. 

Supongamos que hacemos positiva (*) la escobilla r”;. 

Si esta escobilla está en contacto con el plot P, se esta- 
blecerá un circuito que pasa por el electroimán E (del 


(*) Diremos que un conductor es positivo cuando está en comu- 
nicación directa con el polo positivo del manantial de electricidad. 

- (**)  Supondremos en estos dibujos: 1.9, que las líneas rojas—tales 
como la a—indican que las dos piezas en las cuales se terminan es- 
tán constantemente en comunicación eléctrica, pero no representan 
un conductor de forma invariable; por ejemplo, la línea « significa 
que el alambre arrollado en el electroimán E está en contacto, nunca 
interrumpido, con el plot P por medio de una escobilla, de un hilo 
flexible ó por cualquier otro medio que no estorbe en nada el movi- 
miento de la regla A; 2. que los círculos con dos diámetros perpen: 
diculares representan plots que están siempre metálicamente unidos 
al polo positivo de la pila; por consiguiente, forman un solo conduc- 
tor unido á dicho polo positivo; 3.?, que los dos círculos que hay en 
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cual atraerá á la regla A, que vendrá á apoyarse sobre el ro- 
dillo Q; el rozamiento que se produce entonces en el punto 
de tangencia es suficiente para arrastrar á la regla hasta el 
momento en que la escobilla r”, caiga sobre el espacio que 
separa los dos plots y corte la corriente, dejando de este 
modo inactivo el electroimán £. 

Si la escobilla r”, estuviese en contacto con el plot P”, 
todo pasaría de un modo análogo; el electroimán E” sería el 
que recibiese la corriente, y la regla A, arrastrada por el ro- 
dillo Q”, marcharía hacia arriba, hasta que la escobilla y”; vi- 
.niera á colocarse entre los dos plots P, P”. 

Si la escobilla 1, se encontrase ya en esta posición en el 
momento en que se hace positiva, la regla A no se mo- 
vería. 

En todos los casos, por el hecho de haber puesto en con- 
tacto con el plot positivo la escobilla r¿ habremos llevado 
la regla á esta posición, y, por medio de la escobilla monta- 
da en la parte superior de la regla A, habremos establecido 
el contacto entre el conductor R y el plot r;. Diremos enton- 
ces que hemos anotado en este aparato el valor R,. 

b) Ejecutar una de las cuatro operaciones aritméticas: 
sumar, restar, multiplicar ó dividir. 

Desde el punto de vista de la construcción no hay dife- 
rencia alguna esencial entre estas cuatro operaciones; he re- 
presentado, para fijar las ideas, en el esquema 4 el aparato 
que ejecuta la multiplicación. 


las figuras 3.* y 7.* con una w en su interior, representan plots uni- 
dos ordinariamente al polo negativo; estos plots comunican entre sí, 
formando un conductor único, que llamaremos ou, el cual se halla uni- 
do metálicamente, de un modo invariable, á los plots negativos de 
todos los electroimanes que figuran en los esquemas, menos el E” (fi- 
gura 7.2). También se halla unido dicho conductor w al polo negativo 
de la pila por el contacto de la armadura / (fig. 7.*) del electro- 
imán E' contra su tope. Cuando este electroimán atrae á su armadu 
ra, interrumpe dicho contacto é impide que funcionen todos los demás 
electroimanes. 


Rxv. AcAp, DE Cipncias. —XI[I.—Enero 1914. 26 


— 402 — 


Los factores están representados por las reglas X”, X”, y 
el producto, por el haz 7. 

Cada una de las reglas puede maniobrarse, haciendo po- 
sitiva una de las escobillas conjugadas con ellas, por medio 
de un dispositivo análogo al que acabamos de describir; pero, 
para simplificar el dibujo, se han suprimido los topes, los 
electroimanes y los rodillos. 

La regla X” arrastra en su movimiento un tablero T con 
varios plots, y la regla X” lleva una escobilla, siempre activa, 
cuya extremidad se apoya sobre uno de los plots, dependien- 
do cuál sea éste de la posición de X” y de X”. 

Poniendo activos —simultánea Ó sucesivamente —una es- 
cobilla del grupo m' y otra del grupo m””, se moverán, como 
queda explicado, las reglas X” y X” de tal modo que vengan 
á representar los valores particulares que se desee de los 
factores. Se ven representados en el dibujo los valores 4 por 
la regla X” y 3 por la regla X”. 

Con estas maniobras se conducirá la extremidad de la es- 
cobilla H á hacer contacto con un plot determinado, y, por 
consiguiente, con uno de los conductores del grupo 7. 

El aparato está construido de tal modo, que el valor re- 
presentado por este conductor sea el producto de las dos 
cantidades anotadas en las reglas X”, X”. 

Basta, pues, inscribir los factores para poner en contacto el 
conductor M con el conductor del haz m que corresponde 
al producto. 

La construcción es fácilmente comprensible. La tabla Tes, 
en suma, el nomograma de la multiplicación, en el cual las 
curvas están materializadas por los conductores que reunen 
los plots correspondientes á todos los productos iguales 
entre sí. 

Actualmente tenemos escrita, por decirlo así, en el apara- 
to la operación 4 <3= 12. 

Es suficiente cambiar la tabla T y sus conexiones con las 
escobillas M para que el aparato ejecute una cualquiera 
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de las otras operaciones aritméticas. Se debe observar, 
sin embargo, que en la multiplicación y en la suma pue- 
de representarse indiferentemente una ú otra de las can- 
tidades dadas en cualquiera de las reglas X”, X”, mien- 
tras que en las otras dos operaciones no ocurre lo mismo, 
porque no se trata entonces de calcular funciones simé- 
tricas. 

En la división se obtienen dos resultados: cociente y resto; 
si se desea obtener ambos con el mismo aparato, se puede 
hacer que la regla X” lleve dos tablas y la X” dos escobillas; 
pero éste es un detalle sin importancia ninguna por el mo- 
mento. 

En todos los aritmómetros, lo mismo que en el de la mul- 
tiplicación, bastará inscribir los dos argumentos de la opera- 
ción para que la escobilla establezca contacto entre M y el 
conductor del haz m que corresponda al resultado de la ope- 
ción. 

c) Comparar dos cantidades (fig. 5.?). 

Las dos reglas X”, X” se manejan como queda dicho, por 
medio de las escobillas conjugadas con ellas. 

Una de ellas, XA”, lleva una escobilla H, y la otra, X”, tres 
plots: P, 'P”, P”. Cuando los valores representados por las 
dos reglas son iguales, como en el caso actual, el extremo 
de la escobilla hace contacto sobre el plot P; cuando no 
existe dicha igualdad, la escobilla H hace contacto sobre el 
plot P”, si la cantidad de la izquierda es mayor, y con el plot 
P” en caso contrario. 

d) Impresión de los valores dados ó calculados. 

Puede ejecutarse con una máquina de escribir; cada tecla 
correspondería á un valor diferente, y en vez de empujarla 
con el dedo, sería accionada por un electroimán. Habría» 
pues, tantos electroimanes como teclas. 

Todos estos aparatos pueden ser utilizados por un calcu- 
lador, y el esquema 6 muestra una disposición que facilitaría 
su empleo con este objeto. 
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Los aparatos que acaban de ser descritos están represen- 
tados por símbolos muy sencillos (**). 

Para comprender su marcha en un caso particular, exami- 
naremos lo que va á ocurrir, suponiendo que el manipula- 
dor c acaba de llegar á la posición dibujada de puntos. 

Ha hecho positivo el conductor R y también — según lo 
que acabamos de ver (fig. 3.%) — uno de los conductores de] 
haz r (y por consiguiente del haz H), el que corresponda al 
valor anotado en este momento en el aparato R. 

Supondremos que el conductor activo es el que ha sido 
representado por una línea de trazos. Una rama de este con- 
ductor penetra en el aparato destinado á la multiplicación, 
pero no puede llegar—como se ve en la fig. 4.*—mas que á 
un plot aislado ó á la escobilla H, y por ahí al conductor ac- 
tualmente aislado M (fig. 6.2%). Otro tanto puede decirse del 
aparato destinado á la suma; pero las que van á parará m” 
y á ese hallan en contacto: una, con uno de los conductores 
del aritmómetro, y la otra, con uno de los de la máquina de 
escribir. El primero (véase la fig. 4.”) hará funcionar el valor 
anotado en el aparato R; es decir, que este mismo valor será 
el representado por la regla X” cuando, una vez la operación 
terminada permanezca en su nueva posición. 

El conductor que penetra en la máquina de escribir hará 
que este valor se imprima al mismo tiempo. 

El resultado de la operación ha sido, pues: 

1.2 Inscribir como factor, per el cambio de posición de 
la regla X”, el valor que estaba anotado en R. 

2.” Imprimir este mismo valor. 


(*) Puede verse un aritmómetro para la suma, otro para la multi- 
plicación, un aparato inscriptor y la máquina de escribir. Supon- 
dremos que estos aparatos, análogos á los descritos más arriba, se 
hallan encerrados en cajas (representadas por los rectángulos del 
dibujo) que no permiten ver de cada uno de ellos mas que los haces 
de factores (a”, a””, m', m'”, r”), los del resultado (a, m, r) y el conduc- 
tor (A, M, R) destinado á poner activo en el momento que se desee 
el resultado anotado en el aparato. 
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Si ahora se desea multiplicar este valor por un número 
conocido será necesario: 

1. Mover las correderas p” y e hacia la izquierda para 
incomunicar las escobillas que se apoyan sobre ellas. 

2.” Poner activo, por medio del conmutador c, el con- 
ductor /m correspondiente al valor dado. 

3.” Mover y” hacia la derecha para establecer las comu- 
nicaciones en esta corredera. 

Un razonamiento semejante en todo al que acabamos de 
hacer demostrará que en estas condiciones se obtiene como 
resultado de la operación ejecutada por la máquina la ins- 
cripción sobre la regla X” (fig. 4.*) del valor representado por 
el conductor r puesto activo. 

Supongamos aún, que después que se ha realizado esta 
operación, movemos las correderas e y a* hacia la derecha, y 
la m' hacia la izquierda, y que ponemos activo el conduc- 
tor M. 

Al mismo tiempo que éste pondremos activo— teniendo en 
cuenta lo dicho al describir el aritmómetro (tig. 4.) —uno de 
los conductores del haz m, el que corresponde al producto de 
las cantidades inscritas en las reglas X” y X”, y, por las razo- 
nes ya explicadas, este producto se encontrará anotado en 
el inscriptor R y en la regla X” del aritmómetro destinado á 
las sumas. Puede continuarse así indefinidamente para cal- 
cular una fórmula más ó menos complicada. 

La operación ejecutada por el autómata, en el fondo, es 
siempre la misma: inscribir en uno ó varios aparatos (*) una 
operación siempre la misma. Esta cantidad puede determi- 
narse arbitrariamente, Ó bien tomarse de uno de los aparatos 
elementales donde ha sido anotada como consecuencia de las 
Operaciones anteriores. 

El gobierno de esta máquina es muy sencillo; se com- 


(*) La máquina de escribir es un aparato en el cual las cantida- 
des se imprimen en vez de ser representadas por el desplazamiento 
de un móvil. 
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prende que la tarea del calculista que la utilizase se reduci- 
ría á oprimir de tiempo en tiempo ciertas teclas, y que este 
trabajo puede automatizarse por un procedimiento análogo 
al usado para la escritura musical de los pianos mecánicos. 

IV. El esquema fig. 7.*, representa un autómata dispues- 
to para calcular el valor de la fórmula «a = ax (y— 2)? sin 
el auxilio de nadie. 

Se le dará el valor del parámetro a y varios sistemas de 
valores particulares de las tres variables. El autómata debe 
ejecutar todos los cálculos, imprimir los resultados y adver- 
tir que la operación ha concluido. 

Su economía general es fácil de comprender. 

En la parte superior se ven todos los operadores necesa- 
rios en este caso particutar: 

Dos aritmómetros, uno para la resta y otro para la mul- 
tiplicación, que son las únicas operaciones indicadas por la 
fórmula. 

Un comparador, que determinará en cada caso cual de 
las dos variables, y ó z, es la mayor, para inscribirlas, cada 
una en su lugar, en el aparato que ha de hacerla resta. 

Una máquina de escribir. 

Dos inscriptores, cuya utilidad veremos pronto. 

Y un aparato L, cuyo objeto se explicará más adelante. 

Algo más abajo hay una fila de correderas análogas á las 
ya vistas en la fig. 6. Todas las que hemos de tener en 
cuenta ahora están dispuestas del mismo modo (fig. 8.?): 
cuando funciona el electroimán, atrae á la corredera y esta- 
blece las comunicaciones entre las escobillas; cuando la 
corriente del electroimán cesa, el resorte antagonista corta 
las comunicaciones. 

En la fig. 7.* se han suprimido los resortes y los elec- 
troimanes, y se ha dejado solamente las correderas y los 
conductores s', s”, m'”, m”, destinados á activar los electro- 
imanes que atraen á estas correderas. Su funcionamiento es 
sencillo: cada vez que se pone activo uno de esos con- 
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ductores, e ó r”, por ejemplo, se restablecen las conexiones 
de la corredera correspondiente (el de la máquina de escri- 
bir ó el del inscriptor R). 

La marcha de esta máquina es dirigida por el tambor T 
(figura 7.*), conjugado con un grupo de escobillas. Este tam- 
bor es análogo al de un organillo; lleva varios plots, que 
vienen á hacer contacto con las escobillas á medida que el 
tambor gira en el sentido de la flecha. La distribución de 
estos plots viene determinada en el aparato por la fórmula 
que ha de calcular, lo mismo que en el organillo por la 
pieza que ha de tocar. 

En el esquema fig. 7.* esta distribución aparece visible, 
porque se ha representado el desarrollo de la superficie del 
tambor. Esta superficie está dividida en 16 zonas horizon- 
tales numeradas. Cuando el tambor gira en el sentido indi- 
cado por la flecha, todas estas zonas pasan, una tras otra, 
por debajo de las escobillas; claro está que la primera zona 
se presenta inmediatamente en contacto después de la dé- 
cimosexta, puesto que las lineas a b y a” b' representan, en 
realidad, una misma generatriz del cilindro. El tambor está 
divido en tres secciones (£, £”, £”), separadas en la figura por 
bandas negras verticales. Todos los plots de cada sección 
están unidos metálicamente entre sí y aislados de los corres- 
pondientes á otras secciones. Además, hay contacto metáli- 
co permanente entre la sección f y el plot 7, y lo mismo 
Ente lyiE0 y entren bó yaTis 

Se ve también en el esquema la placa rectangular P, de 
longitud indefinida, conjugada con las escobillas y. Se escri- 
ben en esta placa, por medio de los plots que se hallan 
distribuidos sobre ella, los valores particulares de las varia- 
bles x, y, z. Cada valor particular será inscrito sobre una 
banda horizontal. Sobre la primera (y así está indicado en la 
figura), el valor de x,; sobre la segunda, y,; sobre la tercera, 
21 y sobre las bandas cuarta, quinta y sexta, el segundo 
sistema de valores particulares dados: X>, Y», Z,, Y así suce- 


— 408 — 


sivamente. Se supone en el dibujo que en este caso parti- 
cular el cálculo ha de hacerse para cuatro sistemas de va- 
lores. 

Además del grupo de escobillas destinadas á la represen- 
tación de las variables, se ve una escobilla, , cuyo objeto 
es indicar el fin de la operación. 

Esta placa P tiende á marchar en el sentido de la flecha 
(arrastrada, por ejemplo, á rozamiento suave por una pieza 
que está marchando mientras el autómata funciona), pero 
no se lo permite el trinquete Q. Todos los plots que lleva 
comunican con el conductor V. 

Antes de empezar la operación se debe poner también en 
comunicación la escobilla « con el conductor que representa 
el valor del parámetro a; lo cual se indica en el esquema su- 
poniendo que se ha clavado una clavija sobre el plot corres- 
pondiente á este valor. 

Ahora ya nos será fácil seguir la marcha del autómata. 

Consideraremos sucesivamente varios intervalos de tiempo 
que correspondan cada uno al paso de una de las zonas 
horizontales del tambor T bajo la línea formada por las 
extremidades de las escobillas. 

He indicado en la tabla, que se ve á la izquierda de la 
figura principal, cuáles son las escobillas que durante cada 
intervalo se encuentran en contacto con los plots de las tres 
secciones f, £*, £”; esta tabla no es mas que la traducción de 
lo que igualmente puede leerse en el desarrollo del tambor. 

Las explicaciones dadas en la descripción del esquema 
anterior bastan para comprender lo que va á pasar en cada 
intervalo. 

I. Se hacen positivas las escobillas V, m/', e. La esco- 
billa V, por su parte, pone positivos á todos los plots de la 
placa P, y, por consiguiente, á la escobilla del haz y que 
corresponde al valor particular x.. 

Las escobillas mm” y e establecen (fig. 8.*) las comunicacio- 
nes de las correderas correspondientes, y, por lo tanto, el 
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valor x,, al mismo tiempo que se imprime en la máquina, es 
representado como factor en el aritmómetro. 

IL. La escobilla «, que se hace positiva momentánea- 
mente, hace funcionar al electroimán E. Este atrae á su 
armadura y permite que la placa P avance un paso. Avanza 
lentamente, para que no pueda correrse más de un paso, 
mientras E permanece activo. 

IIT.. La escobilla « pone activo el conductor que represen- 
ta el parámetro designado por la letra a, y la escobilla m” 
hace que este valor sea inscrito como segundo factor en el 
aritmómetro. Hemos anotado, pues, en este aritmómetro el 
producto a X;. 

IV. La escobilla V vuelve á ponerse positiva; pero como 
la placa P ha avanzado un paso, es el conductor correspon- 
diente al valor de y, el que se pone positivo ahora. 

Este valor, según indica la figura, será anotado en R',, será 
impreso por la máquina de escribir, y al mismo tiempo será 
representado como primer término de comparación en el 
aparato C. 

V. La placa P avanza un paso. 

VI. El valor de z, es anotado en R,, impreso por la má- 
quina, y representado como segundo término de compara- 
ción en el aparato C. 

VII. La escobilla y hace que la placa P avance un paso 
más. La acción de la escobilla K es más interesante. 

Pone activo: 

ENconductono sy 27; 

> SII 2 
> ASI ZE 

Primer caso: y =Z. Puesto que y, = 2,, no es necesario 
llevar los cálculos más adelante; puede escribirse « = 0; y 
esto es lo que hace el autómata poniendo activo el conduc- 
tor 6 que va á pasar á la máquina á escribir y que corres- 
ponde precisamente al valor O. Además, hace funcionar al 
electroimán E”, que corta el contacto en h. Cuando esto ocu- 
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rre, ninguno de los aparatos puede seguir funcionando pot- 
que está cortada la corriente de la pila. La incomunicación 
durará mientras dure el contacto entre la escobilla K y el 
plot que se extiende sin interrupción basta la décimoquinta 
banda inclusive; el tambor T continuará su marcha; pero el 
autómata no ejecutará operación alguna. 

Segundo caso: y, > Z,. El conductor y hace positivos 
los plots de la sección f, y la marcha de la operación conti- 
núa como sigue: 

VIIL Las escobillas activas R, y s” hacen que el valor 
anotado en R, (el valor y) sea transportado á la regla X” del 
aparato destinado á la resta. 

IX. El valor de 2, se inscribe en la regla X” del mismo 
aparato. El valor anotado en éste como resultado de la ope- 
ración será, pues, Y, — 2;. 

Tercer caso: y < Z,¡. El conductor 3 hace activos los plots 
de la sección f”, y como se ve en la tabla y en la figura, se 
altera, con relación al caso anterior, el orden en el cual se 
hacen positivos los conductores s” y s”, lo cual da lugar á que 
se inscriba z, en la regla X” é y, en la regla X”. El valor ins- 
crito en el aparato será z, — y,. En realidad, ahora y, — 2, 
es una cantidad negativa; pero el autómata no necesita ocu- 
parse de los signos en este caso particular, porque el cua- 
drado de la diferencia, que es el que interviene en los cálcu- 
los, es siempre positivo. 

A partir de este momento, la marcha de los cálculos es 
la misma en los dos últimos casos. 

X. El autómata, para continuar el cálculo, debe elevar 
al cuadrado la cantidad y, — 2, (positiva ó negativa). Esto 
le es muy fácil utilizando el aritmómetro de la multiplica- 
ción; pero al realizar esta nueva operación, el valor del pro- 
ducto 4x,, que estaba inscrito, va á desaparecer; y como este 
valor debe figurar ulteriormente en los cálculos, es necesa- 
rio anotarlo antes de borrarlo, y asi lo hace el autómata en 
el intervalo actual: inscribe el valor ax, en el aparato R;. 
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Borra al mismo tiempo el valor y,; pero éste ya no se ne- 
cesita. 

XI. La diferencia y, — z, se inscribe al mismo tiempo en 
las dos reglas m', m” del aparato M. 

XII. El valor (y, — 21)? es inscrito en R. 

XIII. El producto ax, es inscrito como primer factor en 
el aparato M. 

XIV. El valor (y, —2,)* es inscrito como segundo factor. 

XV. El valor « es impreso por la máquina, y la operación 
concluye para el primer sistema de valores particulares 
dados. 

XVI, Es preciso que la máquina de escribir deje un espa- 
cio en blanco entre el primer sistema de valores y el se- 
gundo que va á ser impreso inmediatamente. Con este obje- 
to hay que hacer positivo el conductor B, y esto en los tres 
casos que hemos considerado; esta es la razón por la cual 
el plot que entra en contacto con la escobilla K no se prolon- 
ga mas que hasta la banda décimosexta; de modo que al fin 
del intervalo décimoquinto, el electroimán E” suelta su ar- 
madura, el contacto se restablece y la máquina de escribir 
funciona en cuanto la escobilla B se activa, aunque estemos 
emelicaso de Y == 21: 

Pero el tambor T no se para, sino que continúa girando. 
Como más arriba hemos visto, el fin del periodo décimo- 
sexto coincide con el principio del período primero; los mis- 
mos cálculos van á empezar de nuevo pero, como la placa 
P ha avanzado tres pasos durante la primera vuelta del 
tambor T, los valores x,, y,, 2, serán respectivamente susti- 
tuídos por X», Yz, Zy. El autómata calculará un segundo 
valor de «, y del mismo modo todos los otros consecutiva- 
mente. 

Se ve en la placa P, á continuación de todos los plots que 
corresponden á los valores particulares de las variables x, 
y, z, un plot que entra en contacto con la escobilla 7, cuyo 
objeto es señalar el fin de los cálculos y parar el autómata. 
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Esta maniobra se comprende fácilmente: después que el úl- 
timo valor de « ha sido calculado, el tambor empieza una 
nueva vuelta, hace positiva la escobilla V, y, por consiguien- 
te, la escobilla 7; ésta produce una corriente que atraviesa 
el aparato L, en el cual, por efecto de esta corriente, se dis- 
para un mecanismo que desembraga el tambor 7, corta la 
comunicación de la pila con el autómata, y, en fin, hace lo 
necesario para suspender la operación, y al mismo tiempo, 
si se desea, lo anuncia, haciendo sonar un timbre ó utilizan- 
do cualquier otra señal convenida. 

V. Este ejemplo es suficiente para hacernos ver la ge- 
neralidad del método. El autómata toma cada valor que ne- 
cesita, sea en la placa P, cuando figura entre los datos, 
sea en uno de los aparatos, en el cual se halla inscrita 
como resultado de una operación anterior. Ejecuta una por 
una todas las operaciones indicadas en la fórmula que se 
trata de calcular, y escribe todos los resultados que conviene 
conservar. 

El autómata procede en todo como un ser inteligente que 
sigue ciertas reglas, y me interesa hacer observar especial- 
mente que procede como un ser inteligente en el momento 
en que hay que escoger un camino en cada caso particular; 
antes de hacer la sustracción indicada en la fórmula, com- 
para las dos cantidades que deben ser restadas una de otra; 
si son iguales, escribe para a el valor cero y espera sin hacer 
nada que el tambor T haya concluido la vuelta; si las dos 
cantidades no son iguales, las operaciones se continúan; 
pero pueden seguir dos caminos diferentes; la diferencia 
sólo consiste en que el orden de inscripción de las variables 
y, z varía de un caso á otro, porque es preciso inscribir la 
mayor de las dos en la regla X” y la menor en la X”. 

Es verdad que se ha considerado un caso muy sencillo; 
pero el método es completamente general. 

En otros casos, las reglas impuestas al autómata para de- 
terminar el camino que debe seguir serán mucho más com- 
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plicadas; para tomar una decisión deberá conocer muchos 
valores, dados ó calculados en las operaciones anteriores; 
deberá saber si cierto hecho ha ocurrido, y quizá el número 
de veces que ha ocurrido, ó bien, si cierta cantidad que 
figura en los cálculos es real Ó imaginaria, etc. Pero cada 
una de estas circunstancias, ó de otras que pueden tener in- 
Huencia en sus decisiones, se escribirán una por una, durante 
la marcha de las operaciones, en un aparato análogo al que 
ha sido descrito al empezar (fig. 2.?). 

Le bastará al autómata, para decidir el camino que debe 
seguir, hacer positivo el conmutador M en el momento desea- 
do. Este camino quizá llegue á otros puntos de bifurcación, 
y en cada uno de ellos el autómata hará su elección aplican- 
do el mismo procedimiento. 

He insistido sobre este punto por ser de una importancia 
capital para definir la extensión de la Automática. 

Se afirma generalmente que un autómata jamás puede 
proceder por tanteos, y convenía demostrar que esta afir- 
mación está mal fundada, por lo menos cuando se conocen 
con precisión las reglas que es necesario seguir en los tan- 
teos, y ése es el único caso que nos interesa. 

VI. Es evidentemente imposible de realizar el esque- 
ma fig 7.* en condiciones de utilidad práctica; pero esta 
dificultad proviene exclusivamente del gran número de va- 
lores particulares que pueden tomar las variables que inter- 
vienen en los cálculos. La automatización, propiamente di- 
cha, se obtendría sin inconveniente; depende de la disposi- 
ción del tambor T y de las escobillas conjugadas con él; en 
el tambor es donde se ha escrito por medio de plots la fór- 
mula que hay que calcular, y el tambor y las escobillas po- 
drían muy bien construirse. 

Si aquel número fuese muy limitado — quince, veinte, y 
hasta ciento, por ejemplo—, el esquema se podría construir, 
poco más ó menos, según queda descrito. 

Puede salvarse la dificultad (se ha salvado en todos los 


— 414 — 


aritmómetros conocidos) aplicando el principio de la nume- 
ración decimal. 

Un número de varias cifras se trata en las Operaciones 
aritméticas usuales, no como una cantidad sencilla, sino 
como una cantidad compleja; como una suma de varias 
cantidades, cada una de las cuales es igual al producto de 
un número de una sola cifra por una potencia entera 
de diez. 

La operación más sencilla, una suma, una multiplicación, 
se transforma de este modo en una serie de operaciones 
parciales; pero esta complicación ha sido absolutamente ne- 
cesaria para hacer posibles los cálculos numéricos, por el 
hecho de que en cada una de las operaciones elementales 
no es necesario tomar en cuenta mas que números inferio- 
res á diez. 

Cada aritmómetro utilizado por el autómata para sus cál- 
culos no será ya un aparato elemental, sino una máquina 
complicada del género del autómata (fig. 7.2). 

El autómata, en el momento deseado, le dará los dos va- 
lores particulares que deben figurar como factores Ó argu- 
mentos, é iniciará la operación. Una vez que ésta se termine 
y se inscriba el resultado, el autómata recibirá noticia de ello 
por un conductor análogo al = (fig. 7.*) y continuará sus 
cálculos. 

No sería de este lugar entrar en detalles sobre el modo de 
realizar las operaciones; pero son análogas á aquellas cuya 
descripción queda esbozada, y espero que se admitirá su 
posibilidad (*). 

Por este medio salvaremos la primera dificultad: haremos 
posibles las operaciones elementales. 


(*) Se podría de este modo, según lo que se ha dicho al em- 
pezar, construir un autómata que manipulase un aritmómetro or- 
dinario. Debería entonces ordenar á tiempo la operación necesa- 
ria: hacer que diera una vuelta el manubrio, correr el totalizador, et- 
cétera, etc. 
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De todos modos los números muy grandes son tan em- 
barazosos en los cálculos mecánicos como en los usua- 
les (*). En éstos se evitan ordinariamente los inconvenien- 
tes que resultan representando cada cantidad por un número 
pequeño de cifras significativas (seis ú ocho, á lo más salvo, 
en casos excepcionales) é indicando con una coma y con 
ceros, si hace falta, el orden de magnitud de las unidades 
representadas por cada cifra. 

También á veces, para no escribir muchos ceros, se escri- 
ben las cantidades en esta forma: n < 10”. 

Podríamos simplificar mucho esta notación estableciendo 
arbitrariamente tres reglas muy sencillas: 

1. n tendrá siempre el mismo número de cifras (seis, 
por ejemplo). 

2. La primera cifra de n será del orden de las décimas, 
la segunda, del de las centésimas, etc. 

3. Se escribirá cada cantidad en esta forma: n; m. 

Así, en vez de 2.435,27 y de 0,00000341862 se escribirá, 
respectivamente, 243527; 4 y 341862; — 5. 

No he señalado límite al valor del exponente; pero es 
evidente que en todos los cálculos usuales será menor de 
ciento; de modo que en este sistema se escribirán todas las 
cantidades que intervienen en los cálculos sólo con ocho 
cifras. 

Puede aplicarse esto á los aritmómetros, de los cuales nos 
estamos ocupando, y reducir suficientemente de este modo 
el número de las operaciones elementales. 

Las reglas para la coordinación de todas éstas serán, por 
el contrario, más complicadas; pero no hay ningún inconve- 
niente en formularlas primero é inscribirlas después en el 
tambor del aritmómetro. 


(*) Babbage preveía cincuenta ruedas para representar cada va- 
riable, y todavía serían pocas, de no recurrir á los medios que indi 
caré en seguida ó á otros análogos, 
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Creo es posible llegar por este camino á soluciones práti- 
cas; pero no pretendo aquí demostrar esta afirmación. Esto 
exigiría desarrollos impropios de la presente nota. He 
querido solamente señalar el camino que me parece más 
practicable para conseguir dicho objeto. 

VII. Sólo diré algunas palabras sobre las ventajas del 
sistema electromecánico que he tratado de aplicar en mis 
estudios y en mis experiencias. 

Generalmente, se preconizan para estos aparatos las solu- 
ciones exclusivamente mecánicas, y hasta se recomienda 
limitarse, en cuanto sea posible, á los mecanismos rígidos, 
suprimiendo los resortes. En suma: se desea tener una con- 
fianza absoluta en la buena marcha de la máquina; se desea 
que mientras la máquina no se rompa, los resultados de sus 
cálculos sean seguramente exactos. 

Pero es evidente que este resultado no se obtendrá por 
medios electromecánicos; un contacto puede fallar, y el re- 
sultado de la operación resultará entonces generalmente fal- 
seado. 

Así es que empecé, como todo el mundo. pensando en las 
soluciones mecánicas; pero las dificultades me parecieron 
absolutamente invencibles. 

El gran número de mecanismos que hay que tener en 
cuenta, las múltiples conexiones que hay que estableceren- 
tre ellos, la necesidad de dispositivos que permitan alterar 
á cada momento estas conexiones, la dificultad de combi- 
narlo todo sin que los mecanismos se estorben unos á otros 
y sin que los rozamientos impidan la buena marcha de la 
máquina, y muchas mas dificultades prácticas que podría 
citar, hacen el problema casi inabordable. 

Fué necesario el genio mecánico de Babbage para afron- 
tarle, y, sin embargo, aunque durante largos años de impro- 
bo trabajo le dedicó por entero su gran inteligencia, aunque 
gastó á manos llenas en estos estudios su dinero y el de su 
país, no obtuvo ningún resultado satisfactorio. 


cl 


Babbage tenía, cuando emprendió el proyecto de máqui- 
na analítica, una preparación teórica y práctica completa- 
mente excepcional: era un matemático distinguido; había 
trabajado, además, diez años e:1 la construcción de la má- 
quina de diferencias, y, según el informe de Mr. Mérrifield 
á la Asociación Británica, estos trabajos son una maravilla 
de mecánica. Además, todos los hombres de ciencia que han 
juzgado la obra de Babbage se har asombrado de la inge- 
niosidad y de la fecundidad que ha demostrado en su in- 
vención. 

Babbage tuvo á su disposición un taller, instalado por el 
Gobierno inglés, para la construcción de la máquina, y un 
laboratorio que montó en su casa, á sus expensas, para los 
estudios y los ensayos. Gastó muy cerca de un millón de 
francos: 500.000 de su fortuna personal y 425.000 que le 
suministró el Gobierno. 

Elaboró un sistema de notaciones mecánicas, sistema que 
representa un trabajo enorme, para que pudieran entenderse 
sus dibujos. 

Estudió un gran número de soluciones; hizo, en suma, de 
esta obra la obra de su vida y trabajó sin descanso en ella 
durante treinta años. 

Pero á pesar de sus grandes méritos, indiscutibles é indis- 
cutidos; á pesar de su inteligencia, su entusiasmo y su cons- 
tancia, fracasó. Sus dibujos y sus modelos se conservan en 
el museo de Keusington; pero es de temer que jamás sean 
útiles para nadie. 

Babbage pensaba escribir un libro: «Historia de la má- 
quina analítica», pero la muerte le sorprendió sin que hu- 
biera podido realizar este proyecto, y su mismo hijo, que fué 
su colaborador, dec'ara que no conoce sus trabajos con todos 
sus detalles. 

Quizá otro triunfe donde fracasó Babbage; pero la cosa 
no parece fácil, y será temerario, á mi juicio, seguir sus 
pasos mientras no poseamos principios mecánicos nuevos 
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que nos den la esperanza de vencer las dificultades del ca- 
mino. No estoy en ese caso. 

Las dificultades de una solución puramente mecánica me 
parecen invencibles, por lo menos, con los, medios de que 
podría disponer. Mejor dicho: mientras en mis estudios so- 
bre las máquinas de calcular no he pensado mas que en 
soluciones mecánicas, he participado de la opinión general; 
no creía posible resolver el problema de los cálculos mecá- 
nicos, con toda la generalidad que lleva en sí, tal como aquí 
lo he examinado. 

El estudio del telekino fué el que me encaminó en esta 
nueva dirección. 

El telekino es, en suma, un autómata que ejecuta las ór- 
denes que le son enviadas por medio de la telegrafía sin 
hilos. Además, para interpretar las órdenes y obrar en cada 
momento en la forma que se desea, debe tener en conside- 
ración varias circunstancias. Su vida de relación es, pues, 
bastante complicada. 

Durante la construcción de los diversos modelos del 
telekino que ensayé, tuve ocasión de apreciar prácticamente 
la gran facilidad que dan para estas construcciones los 
aparatos electromecánicos, y pensé que se les podría aplicar 
con éxito á las máquinas de calcular. 

La inseguridad que se les atribuye se combate eficazmen- 
te á menudo. Se ven muchas máquinas electromecánicas 
que marchan largo tiempo sin sufrir ninguna alteración. Las 
erandes redes telesráficas ó telefónicas funcionan, en gene- 
ral, con mucha regularidad, y las interrupciones ó los errores 
que todo el mundo tiene ocasión de observar, casi siempre 
pueden ser imputados al viento ó la lluvia, que producen 
averias en las líneas. | 

Creo que con una construcción muy esmerada se llegará 
á obtener una seguridad suficiente. 

Es verdad que no será absoluta, ni siquiera tan grande 
como la que se podría obtener empleando aparatos exclusi- 
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vamente mecánicos; pero me parece que será igual ó supe- 
rior á la que podría ofrecernos un calculador hábil. Y esto 
basta, evidentemente, “puesto que los calculadores obtienen 
resultados á los cuales otorgamos toda nuestra confianza. 

Llegan á esto repitiendo los cálculos, y más á menudo 
etectuándolos á dos manos, y los dos procedimientos po- 
drían ser imitados automáticamente; pero, por desgracia, to- 
davía no es necesario ocuparnos de estas cuestiones. 
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XX. — Estudio sobre los Triarilmetilos. 


(Conclusión.) 


Por ANTONIO GARCÍA BANÚS. 


ENSAYOS PARA OBTENER ÉSTERES DEL TRIFENILCARBINOL 


El acetato del trifenilcarbinol se obtiene muy bien según 
las indicaciones de Gemberg (*): Se hierve á reflujo duran-. 
te dos horas una disolución de 4 gr. de trifenilclorometano 
en 50 c. c. de benceno absoluto con 8 gr. de acetato de pla- 
ta seco (algo más del doble de la cantidad teórica). Se filtra, 
concentra la disolución y queda un aceite que, tratado por 
éter de petróleo (30-50*), cristaliza en masa. Se disuelve y 
cristaliza dos veces en éter de petróleo (50-80%) y se obtie- 
ne puro el éster acético, P.F”=86-88". 

Se ha ensayado obtener de un modo análogo el tartrato y 
el cantorato del trifenilcarbino!. 


Ensayos para obtener el tartrato del trifenilcarbinol. 


Tartrato de plata (**),—Se disuelven en 300 c. c. de 
agua 10 gr. de nitrato de plata y se añade una disolución de 
sal de Seignette (al 20 por 100) hasta que no se forma más 
precipitado, se deja reposar y se lava cinco veces por de- 
cantación, cada vez con 300 c. c. de agua. Se filtra, escurre 
á la trompa y se deja en el desecador en el vacio, sobre sul- 
fúrico, hasta peso constante. 

Forma una masa blanca de brillo anacarado, algo soluble 


5) Ber. 36, 3926. 
(++) Liebig, Ann. 38, 132, 
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en agua, poco alterable á la luz; calcinada, deja plata me- 
tálica. 


0,8110 gr........ de tartrato calcinado dió 
0,4804 gr........ de plata, 
C¿H,O¿ Ag, 


Calculado Ag = 59,28 %/, Encontrado Ag = 59,23 %/, 


Tartrato de trifenilcarbinot (?). — A una disolución de 
4 gr. de trifenilclorometano en 50 c. c. de benceno absoluto 
se añaden 6,6 gr. de tartrato de plata puro en polvo seco. 
El tartrato se colorea en amarillo anaranjado; agitando, des- 
aparece esta coloración, que reaparece al dejar reposar. La 
desaparición de esta coloración no es debida al aire, pues se 
produce en atmóstera de CO,. Se hierve sobre el baño de 
María dos horas á reflujo, se filtra y se evapora el benceno. 
Queda un residuo resinoso que, tratado en frío por éter de 
petróleo (30-50”), deja un polvo cristalino. El éter de petró- 
leo da 3 gr. de trifenilcarbinol, P. F” = 142-160". 

El polvo cristalino se hierve con éter de petróleo, que di- 
suelve aún 0,4 gr. de carbinol y deja un residuo que se 
disuelve en éter y cristaliza: 

La primera fracción son unos cristales escasos (menos 
0,1 gr.), P. F? = 170-175”, insolubles en éter y en benceno, 
solubles en agua é idénticos al ácido tartárico (caracteriza- 
dos por el punto de fusión: reacción de la resorcina y reac- 
ción con el SO, Fe y el agua oxigenada alcalina). 

La segunda fracción está formada por dos clases de cris- 
tales; unos son grandes láminas prismáticas apuntadas, y 
los otros son un polvo cristalino; pueden separarse muy 
bien mecánicamente. El polvo cristalino es trifenilcarbinol. 

Los grandes cristales, P” = 0,3 gr., funden á 120-125", se 
cristalizan en éter y se obtiene 0,1 gr. de P. F” = 138-140". 
(¿Eter tartárico?) 


— 422 — 


Se ha repetido esta operación, pero no se ha podido obte- 
ner el producto de punto fusión 138-140". 

Ensayo para obtener el canforato del trifenil carbinol.— 
El canforato de plata se obtiene como el tartrato, precipi- 
tando una disolución de nitrato de plata por otra neutra de 
canforato sódico. 


TAS a de cantorato calcinado dieron 
SILA de plata. 
Calculado Ag = 52,17 %/, Encontrado Ag = 51,83 %/, 


Este ensayo no ha dado ningún resultado. Se han obteni- 
do, junto á una pequeña cantidad de carbinol, resinas incris- 
talizables. 


ENSAYOS PARA COMBINAR LOS CLORUROS DE TRIARILMETILO 
CON LOS ALCALOIDES Ú OTRAS BASES ORGÁNICAS 


El trifenilclorometano posee propiedades de un cloruro de 
ácido. Entre otras, la facilidad con que se eterifica con el al- 
cohol y las reacciones con la urea, difenilurea, etc. (+). Por 
otra parte, este mismo cloruro cristaliza de su disolución pi- 
ridínica en magníficos cristales, con una molécula de piridi- 
na de cristalización (**). 

Se pensaron seguir estos tres caminos para desdoblar 
el cloruro del carbinol asimétrico: 

Cristalizar el cloruro, no en piridina, si no en una base 
análoga activa, y elegimos la nicotina, pensando que, de 
cristalizar con una molécula de nicotina, la combinación po- 
dría desdoblarse, empleando siempre la nicotina como di- 
solvente. 

Otro camino era hacer reaccionar el cloruro con un cuer- 


(*) E. von Meyer. Jour. fiir prak. Che. 82, (2) 521 (1910). 
(9 Idem. 


po activo que contuviera, bien un grupo amino NH.,, bien 
un erupo imino NH; no hay ningún alcaloide que posea el 
primer radical; se eligió la coniina, que contiene el segundo. 

Y por último, pensamos combinar el cloruro con la etileno- 
diamina NH,-CH,-CH,-NH, para obtener el compuesto 
Ar¿-C-NH-CH.-CH.-NH, y éste poderlo combinar con un 
ácido activo. 

Ensayo con la nicotina.—La nicotina contiene, como se 
sabe, el núcleo piridínico. 

La nicotina pura (Kalhbaum) se dejó cuarenta y ocho ho- 
ras con KOH en polvo y se destiló á baja presión (P. E” = 
124”-20 mm.). Destila un liquido ligeramente amarillento, que 
se conserva en un frasco de doble tapón, lleno de carbónico; 
así permanece mucho tiempo incoloro. 

Seguido el camino que conduce á la combinación con la pi- 
ridina, no se obtiene nada.Se hierve á baño de María durante 
seis horas, 10 gr. de nicotina con 10 gr. de trifenilclorome- 
tano disuelto en 50 c. c. de benceno. La disolución roja se 
concentra á baja presión y da algunos cristales muy colorea- 
dos que, lavados con éter de petróleo (30-509), no contienen 
nitrógeno y dan el P.F” = 105” del triftenilclorometano puro. 

No se consiguieron mejores resultados haciendo cristali- 
zar directamente el cloruro en la nicotina. El trifenilclorome- 
tano se disuelve en frío en la piridina; abandonada esta di- 
solución veinticuatro horas, da una abundante cristalización 
del compuesto doble. Se hizo esto mismo con la nicotina: 
10 gr. de cloruro se disolvieron á un calor suave en 26 gr. de 
nicotina. La disolución se colorea en rojo intenso, á pesar de 
hacerse esto en atmósfera de CO, . Se deja reposar y al día 
siguiente se encuentran cristales que, purificados, son de 
cloruro. 

Ensayo con la coniina. — La coniina posee un grupo imi- 
no; dado el precio del alcaloide, se ha ensayado directamente 
la reacción con el cloruro asimétrico. Se calientan al baño de 
María durante cuatro horas 2 gr. de coniina (Kalhbaum) 
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(2 mol.) con 2 gr. de cloruro (teoría: 1 mol. =3 gr.). El lí- 
quido toma bastante color y se forma un precipitado. Se fil- 
tra: son agujas sedosas de clorhidrato de coniina. La disolu- 
ción bencénica se concentra y deja una resina de la que 
después de tratada con mucho éter de petróleo y con alcohol, 
s2 puede retirar un poco del carbinol. 

Ensayo con la etilenodiamina.—Se hierve dos horas á 
baño de María una disolución de 1 gr. de etilenodiamina pura 
anhidra (Kalhbaum) y un 1 gr. de cloruro del carbinol asi- 
métrico en 100 c. c. de benceno seco. Al fin se evapora el 
benceno y queda una resina que con alcohol da un polvo 
cristalino, P” = 0,5 gr. Se hierve con éter y queda un residuo 
de P. F?= 189 192”, que contiene nitrógeno, pero que no > 
es soluble en clorhídrico y que, por tanto, no nos ha intere- 
sado su estudio, pues no podría disolverse en ácidos débiles 
como el tartárico. 


CAPITULO 1x 
Nuevo máétodo de reducción de los poliarilcarbinoles. 


Reducción del bifenilcarbinol (benzhidrol) 4 difenilmeta- 
no (C¿ H;).-CH,.—1,5 gr. de benzhidrol puro se disuelven 
en 30 c. c. de alcohol, y se añade, de modo que la mezcla se 
caliente á unos 70-807, 30 c. c. de sulfúrico concentrado; se 
produce un precipitado, y al cabo de un rato, cuando la mez- 
cla se ha enfriado, se vierte en 200 c.c. de agua. Se precipita 
un aceite que posee fuerte olor (cáscara de naranja?). Se ex- 
trae por éter, éste se seca con Cl, Ca y se evapora, y el re- 
siduo resinoso que queda se destila á baja presión. Destila 
á 120 (10 mm.) un aceite que da P” = 0,8 gr. y que, eníria 
do, cristaliza en magníficas agujas agrupadas en erizos, 
P.F*= 20-22". Posee el olor característico del difenilmetano. 

Reducción del trifenilcarbinol á trifenilmetano. — Nuevo 
procedimiento para obtener el trifenilmetano.—10 gr. de tri- 
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fenilclorometano se disuelven en 100€. c. de alcohol; se 
añaden 100 c. e. de sulfúrico concentrado, de manera que la 
mezcla se caliente entre 70-80". 

Al principio desaparece el color que el sulfúrico produce; 
después comienza á ser persistente, obscureciéndose y pa- 
sando á anaranjado intenso, y comienza á formarse un precipi- 
tado. Se deja reposar una noche y la mezcla se carboniza un 
poco.Los cristales algo negros sefiltran, escurren á la trompa, 
lavan con un poco de agua y secan sobre el plato poroso, 
P” =09 gr. Se disuelven en éter, la disolución se hierve con 
negro animal, se filtra, concentra y cristalizan magníficas agu- 
jas de trifenilmetano algo coloreadas, P. = 6,5 gr., P. F” = 
94-95”. Recristalizadas en éter se obtiene el metano incoloro. 

Se ha caracterizado por el punto de fusión mixto y por 
cristalizar del benceno con benceno de cristalización. 

La reducción se puede hacer igualmente disolviendo el 
carbinol en sulfúrico y vertiendo la disolución sulfúrica en 
alcohol. Si durante la adición se enfría la mezcla (entre 
—5 y 0%, la reducción no es completa (40-70 por 100), y 
el mejor modo de separar el carbinoi es dejar reposar la 
mezcla, filtrarla á través de lana de vidrio, con lo cual queda 
el metano sobre el filtro, y las aguas sultoalcohólicas vertidas 
en agua regeneran el carbinol no reducido. 

Este método. es el mejor de todos los conocidos para ob- 
tener el trifenilmetano. El procedimiento de Sehmidlin (*), 
pasando por el cloruro de trifenilmetilmagnesio, da rendi- 
mientos muchísimo mejores que el antiguo método de Emil 
y Otto Fischer (**). El nuevo procedimiento tiene la ventaja 
de dar rendimientos iguales al de Schmidlin y ser muchísi- 
mo más sencillo. 

No se han investigado los productos de oxidación del al- 
cohol. Cuando la disolución sulfúrica del carbinol se añade 


(*) Ber. 39, 633, (1906). 
(*%) Ann. 194, 253 (1878), y Schmidlin, loc. cit. 
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al alcohol y se enfría, se nota muy bien el olor característico 
del acetaldehido. Cuando la mezcla se vierte en agua se per- 
cibe el olor característico de los ésteres e pero no 
hemos aislado ningún producto. 

Acción del ácido sulfúrico sobre el éter trifenilmetil-etíli- 
co.—0,5 er. de éter trifenilmetil-etílico se disuelven en 20 
centímetros cúbicos de sulfúrico concentrado; la disolución 
tiene el color característico de las del trifenilcarbinol; se deja 
reposar una noche sin que se haya alterado la coloración, y 
se vierte en 100 c.c. de agua. Se deja reposar, se filtra, lava, 
escurre y seca el precipitado, que pesa 0,3 er.; cristalizado 
en éter da el P. F”? = 158-159” del trifenilcarbinol. 

Para la reducción de éste se necesita, por tanto, alcohol 
libre en exceso. 

Reducción del tribifenilcarbinol á tribifenilmetano.—Tribi- 
fenilmetano (C¿H;,-C¿H,)¿CH. Se disuelven 2,5 gr. del clo- 
ruro de tribifenilcarbinol puro finamente pulverizados, en 200 
centímetros cúbicos de sulfúrico concentrado. La disolución, 
de color rojo fuschina intenso, se vierte en 300 c. e. de alco- 
hol. La mezcla queda coloreada en rojo bastante intenso y 
se comienza á formar un precipitado; se calienta á baño de 
María hasta que la decoloración desaparece (quince á veinte 
minutos); se deja enfriar y se vierte en medio iitro de agua; 
el precipitado que se forma se lava, escurre y seca sobre el 
plato poroso, P”=2,8 er. Para purificarlo se hierve primero 
con 100 c. c. de éter, y los 1,9 gr. que quedan de substan- 
cia se cristalizan dos veces en cloroformo. Se obtienen 0,9 
de substancia de P.F*= 235-236". 

Pegueños cristales blancos granujientos, insolubles en 
éter de petróleo y en alcohol, muy poco solubles en éter, 
poco sclubles en benceno frío, más en caliente. De la diso- 
lución bencénica cristaliza en forma de un polvo blanco con 
una molécula dé benceno de cristalización, que retiene con 
eran avidez, y funde á 231-232", con gran efervescencia. 
Esta substancia es idéntica á la que se obtiene junto al tri- 


— 47 — 


bifenilcarbinol, y cuyo análisis demuestra ser el tribifenil- 
metano (+). 

Ensayo de reducción del fenil -a-bifenil-na/tilcarbinol.— 
2,9 gr. de este carbinol se disuelven en 100 c. c. de sulfúrico 
concentrado, y la disolución morada, casi negra, se añade tá- 
pidamente á 100 c. c. de alcohol. Se desarrolla mucho calor 
y la mezcla, que queda fuertemente coloreada, comienza in- 
mediatamente á decolorarse, formándose abundante precipi- 
tado; al cabo. de pocos minutos la decoloración es completa, 
se deja entriar, filtra, lava con un poco de agua, se escurre 
á la trompa y se secan sobre el plato poroso los cristales 
precipitadosiR— 2200 DE 2002300 Se mierve 
con 50 c. c. de éter el residuo, P.F” = 260-265”, que pesa 
1,2 gr. Se cristaliza dos veces en cloroformo y se obtienen 
0,6 gr. de P.F”?=283”. Masa blanca de aspecto nacara- 
do, suave al tacto, insoluble en éter de petróleo y en éter, 
poco soluble en benceno; sólo se ha podido hacer un análisis, 
que no marchó bien y que no tiene valor alguno. 

Los ensayos de reducción del a-dinaftilcarbinol y del «-tri- 
naftilcarbinol, efectuados como se ha dicho en los otros ca- 
sos, dan un producto amorfo, que el éter resinifica, que el 
alcohol caliente disuelve, reprecipitando al enfriarse el mis- 
mo polvo amorfo. 

Ensayo de reducción del hidrato de toluileno.—El hidrato 
de toluileno pierde con gran facilidad agua, dando estilbeno. 
Era interesante comparar la reacción en este alcohol con la 
del benzhidrol para ver la diferencia que existe entre dos 
carbonos, ambos de función alcohólica secundaria, pero uno 
de ellos unido directamente á dos fenilos y el otro á un fe- 
nilo y á un bencilo. 

5 gr. de hidrato de toluileno puro se disuelven en 100 c. c. 
de alcohol y se añaden 100 c. c. de sulfúrico concentrado. 


(*) Schmidlin: Ber. 45, 3171 (1912), y An. Soc. Fís. y Quí. 11, 211 
(1913). | 
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Se forma un precipitado que parece cristalino y se filtra una 
vez frío; pesa 5 gr.; se hierve con 100 c. c. de éter de petró- 
leo (30-50%) y el residuo cristaliza del éter en grandes y 
magníficas láminas nacaradas de P. F”= 124” idénticas al 
estilbeno. 

Ensayo de reducción del alcohol bencílico.—Se disuelven 
10 gr. de alcohol bencilico (Kalhbaum) en 50 c. c. de alco- 
hol y se añade gota á gota, á la vez que se enfría, 60 c. c. de 
sulfúrico concentrado. Desde las primeras gotas de sulfúrico 
se forma un precipitado que aumenta progresivamente; se 
deja reposar y filtra;el precipitado es una resina muy dura que 
se lava con agua y seca sobre el plato poroso, P”=09 gr. En 
alcohol es muy poco soluble y con éter se resinifica. Como 
sólo nos interesaba averiguar si se producía en este caso 
tolueno, y como, por otra parte, es muy difícil el tratamiento 
del producto obtenido, no lo hemos investigado. Este cuerpo 
no puede ser ni el éter etílico, que es liquido (Beilstein II, 1048 
y II Suple. 636), ni el eter benzílico, que también lo es (+). 
- Probablemente se trata de una resina que el alcohol bencíli 
co produce con los cuerpos deshidratantes y que hace tiem- 
po estudió Cannizzaro (**). 

Ensayo de reducción de las cetonas por el alcohol. -1 gra- 
mo de benzofenona purísima disuelta en 20 c. c. de sulfúrico 
concentrado se añadieron á 20 c. c. de alcohol. No se formó 
precipitado; se vertió la mezcla en agua y, recogiendo el pre- 
cipitado de P? =1 gr., se encontró que era benzofenona 
inalterada. 

5 er. de dibifenilcetona disueltos en 60 c. c. de sulfúrico 
concentrado, filtrada la disolución y añadida á 60 c. c. de 
alcohol, producen un abundante precipitado que, recogido, 
filtrado y lavado, es de cetona inalterada. 


(*)  Meisenheimer, Ber. 47, 1420 (1908), C. B. 1908 (1), 1971 
(**) Ann. 92, 114. 
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ENSAYO PARA OBTENER UN TRIARILMETILO MIXTO 
(TRIFENIL-TRIBIFENIL-ETANO) 


Se prepara según las indicaciones de Schmidlin (*) el 
cloruro de trifenilmetilmagnesio: á 10 gr. de trifenilclorome- 
tano disuelto en 100 c. c. de éter anhidro se añaden 4 gr. de 
magnesio en polvo seco y 2 gr. de iodo. Se calienta á baño 
de María y se produce una reacción bastante intensa; cuando 
disminuye, se hierve á reflujo una hora. Se evapora el éter y 
el precipitado del magnesiano, que comienza á separarse 
desde el primer momento, se disuelve en benceno seco. Se 
hierve á baño de María, teniendo primero el refrigerante sin 
agua, para que se vaya todo el éter que queda impregnando 
al magnesiano, y después á reflujo tres horas. El líquido 
toma color verdoso; se filtra sobre 15 gr. de cloruro de tri- 
bifenilcarbinol puro; este se disuelve, tomando color mora- 
do intensísimo. 

Toda esta operación se practica en el aparato descrito por 
Schmidlin (+**), manteniendo constantemente una corriente 
de hidrógeno puro y seco por dentro del aparato. 

La disolución obtenida se ensaya del modo siguiente: 

Una parte se filtra á un tubo de ensayo en atmósfera de 
hidrógeno; tiene el color verde malaquita, característico de 
la mezcla de los dos tribifenilmetilos. Al aire se vuelve azul 
y se forma un precipitado rojo oscuro; continuando oxidan- 
do la disolución, toma color carmesí, y, por último, el color 
del iodo. La coloración rojo carmesí se observa, sobre todo, 
cuando se diluye con cloroformo la disolución primitiva. Si 
se diluye con benceno, de tal modo que éste quede forman- 
do una capa superior en el tubo de ensayo, se observa lo 
siguiente: primero, la región incolora del benceno; debajo, el 


(*) Ber. 41, 423 (1908). 
0 EDc- cit: 
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color verde de las disoluciones de tribifenilmetilo, y en la 
parte inferior del tubo, donde la concentración es grande, se 
observa muy bien el color rojo del otro tribifenilmetilo. 

Si una disolución así diluída se oxida cuidadosamente, 
pasa el color de rojo obscuro á verde y después al amarillo 
del trifenilmetilo; sí se quiere oxidar éste para ver la reapa- 
rición del color, aparece el color del iodo y no se puede 
notar este fenómeno. 

En una palabra: esta disolución se comporta como una 
mezcla del trifenilmetilo con los tribifenilmetilos rojo y 
azul. 

Estudio de los peróxidos.—La disolución filtrada del color 
intenso dicho se deja al aire, se decolora y se forma un pre- 
cipitado. Este P” = 2,4 gr. se recoge, se lava con éter, pri- 
mero frío y después hirviendo, se disuelve en benceno y se 
cristaliza. 

La primera fracción, P” = 0,5 gr., es tribifenilmetano. 

La segunda fracción, P” = 0,1 gr.,es peróxido de tribifenil- 
metilo impuro P.F,= 185-190”. En sulfúrico se disuelve 
con color rojo intenso. 

La tercera fracción, P2 = 0,1 gr., es una mezcla de los 
dos peróxidos; en sulfúrico se disuelve con color amarillo, 
que pasa á anaranjado, y, por último, á rojo. Esto es debido 
á ser el peróxido de trifenilmetilo más soluble que el otro y 
dar éste una coloración quizá cien veces más intensa que 
aquél. 


CONCLUSIONES 


Se ha estudiado la acción de la luz sobre el trifenilmetilo 
y el tribifenilmetilo. El primero es muy sensible y se trans- 
forma cuantitativamente en trifenilmetano y dibifenileno-dife- 
nil-etano. El segundo metilo permanece aparentemente inal- 
terado después de dos años de exposición á la luz. 

Se ha ensayado la acción del calor sobre el trifenilmetilo; 
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ésta varía considerablemente en un pequeño intervalo de 
temperatura. 

Se ha investigado la complicada marcha de la reacción 
entre el cloruro de benzilmagnesio y el benzaldehido, en- 
contrándose que depende de la relación entre las cantidades 
de los dos reactivos; y en tal modo que este hecho hace 
sospechar la existencia del cloruro de benzilmagnesio en 
dos formas tautómeras. 

Se ha encontrado que varios poliarlicarbinoles con al. 
cohol y ácido sulfúrico se reducen cuantitativamente dando 
los metanos correspondientes. 

Se ha obtenido un triarilcarbinol asimétrico, el fenil-bife- 
nilnaftilcarbinol y sus derivados; se ha ensayado desdoblar- 
los en sus dos antípodas activos, pero no se ha logrado has- 
ta la fecha; continuamos trabajando en esta dirección. 

Y, por último, se ha estudiado la hidrogenación catalítica 
del trifenilmetilo, que da trifenilmetano, y se ha intentado 
obtener, con resultado negativo, el trifenil-tribifenil-etano. 


(Laboratorio do Química orgánica de la Escuela Técnica Enperior de Ziirich.) 
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XXI. —Econ mía de las grandes presiones con el vapor 
recalentado. 


POr CARLOS BARUTEL. Y POWER. 


En todos los trabajos de física y de teoría elemental de 
las máquinas de vapor se citan las cifras que resumen los 
valores calorímetros de los vapores saturados y se exponen 
tablas muy conocidas en que figuran: la presión absoluta 
en atmósteras, al lado la presión absoluta en kilogramos 
por centímetro cuadrado; después, la temperatura del va- 
por, en grados centígrados; á continuación, el calor del 
líquido, ó sensible, en calorías por kilógramo; luego el 
calor latente de vaporización, el total suma de las dos an- 
teriores; y, por último, el volumen de un kilogramo de va- 
por en metros cúbicos y el peso específico, que es la cifra 
inversa del anterior. 

Como resumen comparativo de las cifras que figuran en 
esos cuadros, se cita lo que se llama economía de las altas 
presiones, con lo que se advierte que si para transformar 
un kilogramo de agua en vapor á cinco atmósferas, se ne- 
cesitan 653 calorías, Ó sea 130 por atmósfera, en cambio, 
para vaporizar el mismo kilogramo á diez atmósferas sólo 
se precisa 662,6 sea 66 por atmósfera, luego resulta, en 
favor del vapor á diez atmósferas, una economía del 50 
por 100 de calor de inversión. 

Siguiendo por el camino de las investigaciones compara- 
tivas de cifras y de las deducciones á que ello da lugar, va- 
mos á partir de la tabla de Fligner para vapor saturado de 
agua, hasta obtener el calor total en el vapor recalentado, 
y vamos á demostrar que aparece una economía del calor 
total preciso al recalentar vapor saturado á mayor presión, 
y trataremos de medir y de explicar dicha economía. 
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Tabla de Fligner para características de vapores saturados. 


Presión Calor 
| Temperatura del Calor latente. Calor total. 
3 SONS líquido. 
1 99,09 99,58 537,15 636,73 
5 150/09 152,48 500,07 652.55 
9 174/38 176.58 483,11 659.69 
11 183.35 185.56 476,07 661/63 
13 190,57 193,38 471/25 | 664.63 
15 197,24 200,32 466,34 | 666.68 
17 203,26 206,67 461,83 | 668,50 
20 211,34 215,07 465,89 | 670,96 


Para valor de calor específico, á presión constante, del va- 
por recalentado podemos partir de varias cifras. 

En primer término, del valor medio de 0,48 que determi- 
na Regnault. La obra de Sordia, Chauderies et condenseurs, 
hace notar que para los fenómenos que tienen asiento en 
jas calderas, esa cifra es admisible y suficiente. Se advierte 
que con la variación de temperatura oscila el valor de c p, 
siendo, según algunas experiencias: 030 á 260” y 093 
á 315%. Por ello y también en virtud de prolijas experien- 
cias Bach toma como valor medio 060. 

También existen las tablas de Knobloch y Jakok y la de 
Marchis, que insertamos á continuación : 


Calor especifico á presión constante del vapor recalentado, c. p., 
según Knobloch y Jakok. 


Presión efectiva: kg <cm?. JS 1 A] 13 15 ? 
a del va- | 

A 020071, 0,907 0,635 A A OE 
AA EOI. 2007522 0,570 0,588 0,609 
e 300 0,530 0,541 | 0,550 a 
50% 0,5220] (0,529 | 0.536 0,543 


Rev Aca. DE Cikvcias.—XII. — Enero, 1914. 28 
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Tabla de Marchis. 


Presión en abmósforas..... |. 1 2 4 6 8 10 | 12 14 16 | 18 | 20 
Temporatura de saturación. | 99 | 120 | 143 | 158 | 169 | 179 |187 | 194 | 200 | 206 | 211 
T = 100 0,463 
T = 150) 0,462¡0,478/0,515 
Fr = 200 0,462/0,47510,502/0,530/0,560/0,597/0,635/0,677 
Ds 250) 463| 474| 495. 514| 532| 552| 570| 588| 600 
INS00 464| 475| 492! 505| 517| 5301 541 550| 561 
T= 30 468 503| 512| 522| 549| 556| 543 


€. bz _  ____ o »>E__Í5PE DD DD Dn gn o 


Tenemos con lo expuesto datos suficientes para compa- 
rar con exactitud los valores del calor de un kilogramo de 
agua convertido en cierto número de litros de vapor reca- 


lentado. 


Primero: con el calor total de vaporización tenemos el 
calor del vapor á la temperatura inicial de saturación. 
Segundo: con el producto cp <(T-T”) tenemos el valor 


del calor de recalentamiento. 


En el signiente cuadro reunimos los datos resultantes de 


efectuar las citadas operaciones. 


SE Tempera-; Calor Calor (3 52 Calor E 
NS tura del Calor o ja E 
o X [de satura- de vapori- ES 3 | esp X 
A en ción. líquido. | latente. zación. |[S2:3| fico. a 
E ¡E ¡O) 
1 | 99,09 09,58 | 537,15 | 636,73 | 3501 0,500 | 125,45 
9 | 174,38 | 176,58 | 438,11 | 659,69 » |10,522| 91,32 
11 | 17900 | 185,56 | 476,07 | 661,63 >» |.0,529| 89,02 
13 | 194,00 | 193,38 | 471,25 | 664,63 » |0,536| 83,62 
15 | 200,00 232,00 | 466,34 | 666,66 » |0,543| 81,00 


Calor 


total. 


762,18 
751,01 
750,65 
748,25 
747,66 


Si en vez de aceptar los valores señalados por la tabla 
tomamos el valor de 0,60, aparecen como valores totales 


-los siguientes: 


Wir 187,27 
9. 765,06 
Me a oa a PROS 764,23 
13. 758,23 
a: 756,66 
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Y si tomamos los valores de Marchis entonces para 14 at- 
mósferas resultan 751,36 (194 de saturación) y 748,11 
para 16 atmósferas y 200". + 

Por consiguiente, todos los límites apuntados nos indi- 
can que los datos se orientan de mayor á menor, con rela- 
ción á calores totales comparados con los de mayor á me- 
nor presión. 

Del examen del cuadro que antecede se observa: 

1. Que si para vaporizar un kilogramo de agua á un 
kilogramo de presión y recalentarlo hasta 350”, se necesi- 
tan 762 calorías, para recalentarlo á la misma temperatura, 
desde 200% sólo se necesitan 747,66, sea una economía de- 
finitiva de 15 calorías. 

2. Que los valores del calor total se presentan escalo- 
nados, indicando que la economía será tanto mayor cuanto 
mayor sea la presión. 

3. Que las cifras apuntadas, aunque parecen paradógi- 
cas, son reales efectivamente, puesto que si para vaporizar 
á un kilogramo se precisa menos calor que para vaporizar 
á 15, si bien es una cifra muy inferior á la que parece de- 
biera corresponder (la llamada economía de las grandes 
presiones), para recalentar el vapor á un límite fijo tiene 
que ser mucho mayor la economía con el vapor á más 
presión, desde el momento en que la temperatura de ebu- 
llición se aproxima más á la que se trata de llegar con el 
recalentado, viniendo en definitiva á compensarse los ca- 
lores. 

Y como las locomotoras modernas ponen el serpentín re- 
calentador en los tubos hervidores, de aquí resulta que la 
llama se aprovecha más y aparecen las economías que se 
preconizan, de carbón y de agua, con el consiguiente au- 
mento de potencia efectiva Ó rendimiento industrial como 
máquina de vapor en relación con el consumo. 

Como la función llamada entropia, siempre revela los 
fundamentos de las evoluciones térmicas, hemos calculado 
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dicha función para las principales presiones que aparecen 
en la tabla expuesta. 

El valor de la entropia del kilogramo de vapor recalenta- 
do, consta de tres sumandos. 

1.” Entropia de calentamiento, que es: 


234 4Q (TA 273 + f 
l == EC== = 0 ¡0 ai 
213 TA TS T 213 


2... Entropia de vaporización, que es: 


a Du 

IA A 

por ser T, constante durante el fenómeno. 
3. Entropia de recalentamiento, que es: 


Ma O, a 
J2an3+t IF SE 


Con arreglo á estas ecuaciones integrales hallaremos los 
valores correspondientes á un kilogramo, 11 y 15. 
Para un kilogramo dichas expresiones son: 


2713 + 99,09 
De f dQ jog 234 99,09 
AD 


, ip 273 
T 99,09 * 
273 + 350 
Sl f A alada 
213+90,09 1 273 + 99,09 


En la primera tomamos para C el valor unidad y en la 
tercera tomaremos el valor 0,60, con arreglo al promedio 
que se cita anteriormente (Bach). 
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Efectuando las operaciones indicadas aparecen los valo- 
res siguientes para los de entropias totales del fenómeno: 


Presión de 1 kilogramo......... -  6,034674. 
Id. Ido edo des 10 03,217334: 
ld. rider de: lod: 2,950780. 


Del exámen de estas cifras se ve que van de mayor á 
menor, lo que comprueba la idea del calor más útil. Se 
sabe que aunque una caloría se puede transformar siempre 
en 425 kilográmetros, sin embargo, las calorías tomadas, 
p - eá4200% ó de entropia pequeña, pueden iniciar y des- 
envolver trabajos que á las calorías á 40” Ó de entropia 
mayor les son vedados. 

Y por la disminución progresiva de la entropia citada se 
viene en consecuencia que el kilogramo de vapor recalenta- 
do es de entropia menor que el de un kilogramo, lo que 
confirma sus efectos reales. 
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Programa de premios para el concurso del año 1915. 


Artículo 1.2 La Real Academia de Ciencias Exactas, Fi- 
sicas y Naturales, de Madrid, abre concurso público para ad- 
judicar tres premios á los autores de las Memorias que des- 
empeñen satisfactoriamente, á juicio de la misma Corpora- 
ción, los temas siguientes: 

Primero. «Sucinta exposición de los principios fundamen- 
tales de la Nomografía estrictamente necesarios para la com- 
posición y fácil inteligencia de un sistema de ábacos ó nomo- 
gramas, desconocidos hasta ahora, y aplicables, con mani- 
fiesta ventaja sobre cualquier otro procedimiento, á (a reso- 
lución de una serie de cuestiones, interesantes en teoría y de 
utilidad en la práctica, referentes á las ciencias físico mate- 
máticas.» 

Segundo. «Estudio acerca de la teoría electrónica de los 
metales.» 

Tercero. «Estudio comparativo de las faunas malacoló- 
gicas pliocenas y vivientes de una región de España, con da- 
tos no publicados hasta ahora». 

Acompañarán á la Memoria los justificantes necesarios, 
como ejemplares, fotografías, fototipias, dibujos y datos bi- 
bliográficos. 

2.” Los premios que se ofrecen y adjudicarán, conforme 
lo merezcan las Memorias presentadas, serán de tres clases: 
premio propiamente dicho, accésit y mención honorífica. 

3. El premio consistirá en un diploma especial en que 
conste su adjudicación; una medalla de oro, de 60 gramos de 
peso, exornada con el sello ylema de la Academia, que en se- 
sión pública entregará el señor presidente de la Corporación 
á quien le hubiere merecido y obtenido ó á persona que le 
represente; retribución pecunaria, al mismo autor ó concu- 
rrente premiado, de 1.500 pesetas; impresión, por cuenta de 
la Academia, en la colección de sus Memorias, de la que hu- 
biere sido laureada, y entrega, cuando esto se verifique, de 
100 ejemplares al autor. 

4.” El premio se adjudicará á las Memorias que no sólo 
se distingan por su relevante mérito científico, sino también 
por el orden y método de exposición de materias y redac- 
ción bastante esmerada, para que desde luego pueda proce- 
derse a su publicación. 

5.” El accésit consistirá en diploma y medalla iguales á 
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los del premio, y adjudicados del mismo modo, y en la im- 
presión de la Memoria, coleccionada con las de la Academia, 
y entrega de los mismos 100 ejemplares al autor. 

6.” El accésit se adjudicará á las Memorias poco inferio- 
res en mérito á las premiadas y que versen sobre los mis- 
mos temas, Ó, á falta de término superior con que compa- 
rarlas, á las que reunan condiciones científicas y literarias 
aproximadas, á juicio de la Corporación, á las impuestas 
para la adjudicación ú obtención del premio. 

7. La mención honorífica se hará en un diploma espe- 
cial, análogo á los de premio y accésit, que se entregará tam- 
bién en sesión pública al autor ó concurrente agraciado Ó á 
persona que le represente. 

S.” La mención honorífica se hará de aquellas Memorias 
verdaderamente notables por algún concepto, pero que, por 
no estar exentas de lunares é imperfecciones, ni redactadas 
con el debido esmero y necesaria claridad para proceder in- 
mediatamente á su publicación, por cuenta y bajo la respon- 
sabilidad de la Academia, no se consideren dignas de pre- 
mio ni de accésit. 

9. El concurso quedará abierto desde el día de la pu- 
blicación de este programa en la Gaceta de Madrid, y cerra- 
do en 31 de Diciembre de 1915, á las diez y siete horas; 
plazo hasta el cual se recibirán en la Secretaría de la Aca- 
demia, calle de Valverde, número 26, cuantas Memorias se 
presenten. 

10.2 Podrán optar al concurso todos los que presenten 
Memorias que satisfagan á las condiciones aquí establecidas, 
sean nacionales ó extranjeros, excepto los individuos nume- 
rarios de esta Corporación. 

11. Las Memorias habrán de estar escritas en castellano 
Ó latín. 

12. Las Memorias que se presenten optando al premio 
se entregarán en la Secretaría de la Academia, dentro del 
plazo señalado en el anuncio de convocatoria al concurso, y 
en pliegos cerrados, sin firma ni indicación del nombre del 
autor, pero con un lema perfectamente legible en el sobre ó 
cubierta, que sirva para diferenciarlas unas de otras. El mis- 
mo lema de la Memoria deberá ponerse en el sobre de otro 
pliego, también cerrado, dentro del cual constará el nombre 
del autor y las señas de su domicilio ó paradero. 

13. De las Memorias ó pliegos cerrados el Secretario 
de la Academia dará, á las personas que los presenten y en- 
treguen, un recibo en que consten el lema que los distingue 
y el número de su presentación. 
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14.” Los pliegos señalados con los mismos lemas que 
las Memorias dignas de premio 6 accésit se abrirán en la se- 
sión en que se acuerde Ó decida otorgar á sus autores una ú 
otra distinción y recompensa, y el señor presidente procla- 
mará los nombres delos autores laureados en aquellos plie- 
gos contenidos. 

15. Los pliegos señalados con los mismos lemas que las 
Memorias dignas de mención honorífica no se abrirán hasta 
que sus autores, conformándose con la decisión de la Aca- 
demia, concedan su beneplácito para ello. Para obtenerle se 
publicarán en la Gaceta de Madrid los lemas de las Memo- 
rias en'este último concepto premiadas, y, en el improrroga- 
ble término de dos meses, los autores respectivos presenta- 
rán en Secretaría el recibo que de la misma dependencia 
obtuvieron como concurrentes al certamen y otorgarán por 
escrito la venia que se les pide para dar publicidad á sus 
nombres. Transcurridos los dos meses de plazo que para 
llenar esta formalidad se conceden sin que nadie se dé por 
aludido, la Academia entenderá que los autores de aquellas 
Memorias renuncian á la honrosa distinción que legítima- 
mente les corresponde. 

16.” Los pliegos que contengan los nombres de los au- 
tores no premiados ni con premio propiamente dicho, ni 
con accésit, ni con mención honorífica, se quemarán en la 
misma sesión en que la falta de mérito de las Memorias res- 
pectivas se hubiere declarado. Lo mismo se hará con los 
pliegos correspondientes á las Memorias agraciadas con 
mención honorífica cuando, en los dos meses de que trata la 
regla anterior, los autores no hubieren concedido permiso 
para abrirlos. 

17.2 Las Memorias originales, premiadas Ó no premia- 
das, pertenecen á la Academia, y no se devolverán á sus 
autores. Lo que por acuerdo especial de la Corporación 
podrá devolvérseles, con las formalidades necesarias, serán 
los comprobantes del asunto en aquellas Memorias tratado, 
cemo modelos de construcción, atlas ó dibujos complicados 
de reproducción difícil, colecciones de objetos naturales, et- 
cétera. Presentando en Secretaría el resguardo que de la 
misma dependencia recibieron al depositar en ella sus traba- 
jos como concurrentes al certamen, obtendrán permiso los 
autores para sacar una copia de las Memorias que respecti- 
vamente les correspondan. 
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XXII. -— Conferencias sobre Fisica matemática. 
Ecuaciones de la mecánica. 


POR JoséÉ ECHEGARAY. 


Conferencia vigésimaprimera. 


SEÑORES: 


En esta conferencia, que probablemente será la última del 
presente curso, anunciamos ya en la precedente, que iba- 
mos á explicar y á demostrar otro teorema de Liouville; 
- que no tiene nombre especial, sino el nombre de su autor, 
pero que es importantísimo por sus aplicaciones á la Mecá- 

- fica estadística y porque, en cierto modo, puede servir de 
introducción Ó puede dar idea de la teoría llamada de las 
- Invariantes integrales. 

De este teorema hay varias demostraciones. 

Una, debida al mismo Liouville, que es la que, modificada 
en su exposición para hacerla más clara á mis alumnos, voy 
á desarrollar en esta conferencia. 

Otras demostraciones hay, y, entre ellas, dos muy nota- 
bles en las lecciones sobre la teoría de los gases de L. Boltz- 
mann, profesor de la Universidad de Viena. 

De todas maneras preferimos la de Liouville, porque es, 
por decirlo así, más inmediata y casi elemental. 

En una ó en dos páginas pudiera condensarse, aunque yo 
_emplearé acaso toda esta conferencia: pero será para orien- 
tar á mis alumnos en este nuevo orden de ideas, á fin de dar- 
es un concepto claro y riguroso de los problemas, que com- 
rende la citada teoría de las invariantes integrales. 


ES 
+ % 
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Las ecuaciones de la Mecánica, que han constituído el 
principal objeto de este curso, puestas bajo la forma canó- 
nica, que lleva el nombre de Hamilton, hemos visto que son 
las siguientes: 


2 : 
A 


di dp; Of 90; 


Dando al subíndice í todos los valores desde 1 á k, se ob- 
tienen 2k ecuaciones diferenciales simultáneas de primer or- 
den, con 2 funciones, a saber: q.) 9 10... AI O ess ¡Die 3 
además la variable independiente f, que es el tiempo. 

H es una función de las p, de las q y, en general, de £, que 
puede establecerse a priori en cada problema, y por lo tan- 
to, cuya forma es conocida. 

Y así, como la derivación con relación áp y áq es una 
operación determinada, los segundos miembros serán fun- 
ciones determinadas también en cada problema. 

De manera que, representando por f y 2, los segundos 
miembros de las ecuaciones anteriores, tomarán estas la si- 
guiente forma: 


da; 
== las Co odo: Uk, Pi) Pa -.... Pr, Í) 
(== 12 a) 
AO 
man == (lia El eco Olas JU 1D cross [zo La) 


que es la forma normal; y dentro de esta forma normal tie- 
nen la forma canónica, porque esta f y esta g se obtienen a 


priori [diferenciando una función H también conocida con. 


relaeión á las p y á las q. 

Todo lo que precede lo hemos explicado con repetición, 
pero conviene tenerlo siempre presente. 

Más aún: integrar estas ecuaciones canónicas de Hamilton 
es buscar expresiones para las q y las p en función del 
tiempo y de 2k constantes arbitrarias. 


— 
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De suerte que las integrales generales del sistema (1) ten- 
drán esta forma: 


== Dn (O oa ME) 


.... +... ... . o... 


... +... . 0. ro... . +... 


(2) 


e... ......... 0... ..—. 0... 


e... ........00 0 . .... 


a, bd..... 1 son constantes arbitrarias en número 2k 

Las verdaderas incógnitas del problema son Q,, Q»..... 0% 
por que son las que determinan, por decirlo así, la configu- 
ración del sistema de puntos materiales: son las que se 
llaman coordenadas generalizadas. 

Como las q vienen expresadas en función del tiempo, para 
cualquier instante podrán conocerse sus valores, y como 
todas las coordenadas, x, y, z, están expresadas por las 
ecuaciones de los enlaces en función de las q, es claro que 
para ese instante que hemos escogido, ó sea para ese valor 
de £, quedarán determinadas todas las coordenadas X, y, 2, 
de todos los puntos del sistema y la posición de éstos. 

Y además, todas las magnitudes del problema mecánico. 
Por ejemplo; teniendo las x, y, z, en función del tiempo, sus 
derivadas, con relación á éste, serán las componentes dle la 
velocidad de cada punto. Las sumas de los cuadrados por 
las masas serán las fuerzas vivas. ; 

Las segundas derivadas serán las aceleraciones. 

Volvemos, pues, á repetirlo; las verdaderas incógnitas 
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son las q. Las p son incógnitas auxiliares; son las que 
hemos introducido para rebajar el orden de las ecuaciones 
diferenciales del segundo al primero. 

Pero como en el problema de la integración las p y las q 
están enlazadas, al mismo tiempo obtendremos unas y otras 
en función del tiempo. 

Y en rigor hasta pueden cambiarse las p por las q, y rec:- 
procamente, atendiendo á la forma de las ecuaciones Ca- 
nónicas. 

Y esta transformación se enlaza con las transformaciones 
de contacto; pero es problema en que no podemos dete- 
nernos. 


Las p y las q, hemos dicho, son las funciones descono- 
cidas, que hay que determinar en funciones de f, y de las 
correspondientes constantes, integrando las ecuaciones ca- 
nónicas (1). 

Mas para las consideraciones que vamos á exponer en 
seguida, y para simplificar la exposición del teorema de 
Liouville, conviene que demos una representación sensible 
á todas estas funciones ó variables, 


Pi, Pz «.... Pr 
1) 02 eo... Uk» 


considerándolas como coordenadas del espacio de 2k di- 
mensiones. 

Hemos dicho, que vamos á dar á las p y á las q una re- 
presentación sensible, y en rigor hemos dicho mal; hemos 
prometido lo que no podemos cumplir. Precisamente lo que 
no podemos dar á las p y á las q es una representación sen- 
sible, material; en cierto modo geométrica, para explicarnos 
con más exactitud. 
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Si el número 2k de las variables p y q fuera á lo sumo 
igual á 3, entonces sería posible y fácil esta representación 
que indicamos. Bastaba con que fuesen las tres coordena- 
das x, y, z del espacio de tres dimensiones. 

¿Pero cómo hemos de dar forma sensible al espacio de 
cuatro, de cinco..... de 2k dimensiones? 

La inteligencia humana, nuestra imaginación, y, sobre 
todo, nuestro organismo físico y nuestros sentidos, son in- 
capaces de dar representación adecuada á un espacio que 
tenga más de tres dimensiones. 

¿Es que el espacio de tres dimensiones es el único posi- 
ble, como número máximo de dimensiones, y pensar en 
otro que tenga más, es pensar en lo absurdo y en lo impo- 
sible? 

¿O este absurdo y este imposible son puramente relati- 
vos, y sólo se refieren á la manera de ser del hombre, de 
suerte que otros seres inteligentes Ó supra-inteligentes po- 
drían forjar representaciones de nuevos espacios? 

Claro es que nosotros no hemos de resolver estos pro- 
blemas, en cuyo fondo late una muy honda metafísica, ni 
hemos de discutirlos siquiera. 

Y, sin embargo, vamos á seguir hablando del espacio 
de 2k dimensiones; pero vamos á representarlo únicamente 
como forma simbólica, como una prolongación lógica, y aún 
dijéramos mejor, verbal, de los espacios de una, dos y tres 
dimensiones. 

Y con estas aclaraciones y salvedades, diremos que 
ID DIA Oe q, son las 2% coordenadas de un pun- 
to en el espacio de 2k dimensiones. 

Y hasta podemos decir, que definimos el punto en el es- 
pacio de 2k dimensiones por el conjunto de las 2 cantida- 
des 91, 2 +... Qk, Pr) Do »<0» Pro 

Unimos, pues, la idea de este punto simbólico á la idea 
del conjunto de estas 2k cantidades. 

Y esto nos va á permitir simplificar las explicaciones y 
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hasta trazar figuras, que no serán ciertamente las del espacio 
de 2k dimensiones, sino verdaderos esquemas ó símbolos 
de conjunto de cantidades convenientemente ordenadas y 
agrupadas. | 

Todo esto se comprenderá mejor á medida que avance- 
mos en nuestras explicaciones. 

Por lo demás, y lo repetimos de nuevo, no tenemos la 
pretensión de representar espacios de muchas dimensiones. 

El ilustre Monge, al crear la Geometría descriptiva, con- 
siguió representar el espacio de tres dimensiones en un 
plano; es decir, en un espacio de dos dimensiones. 

Esperemos que un nuevo Monge, del orden enésimo, re- 
presente el espacio de N dimensiones, en otro espacio 
de N—1, y así sucesivamente, hasta poner los espacios de 
orden superior á nuestro alcance. 

Hasta entonces hemos de contentarnos con estos esque- 
mas y simbolismos de que voy á dar un modestisimo 
ejemplo. 

Si el conjunto de las variables p,, P» ..... Px, Q1) Q> -..-* 107% 
representa en el espacio de 2k dimensiones, un punto, Ó 
de otro modo: si la idea de un punto en dicho espacio va 
unida con este conjunto de cantidades á manera de defini- 
ción, podremos decir (flg. 3.*), que el punto A, en el espa- 
cio de 2k dimensiones está determinado por las magnitu- 
ES OO O E Pr. Estas magnitudes están re- 
presentadas por las rectas Aq,, AQ, ..... Ap, AD» ..... 

Esto, en cuanto á la magnitud de dichas cantidades, en 
cuanto á la dirección, no hay que atribuir ningún sentido 
geométrico á la de cada una de estas rectas, porque no po- 
demos representar en un plano el espacio de 2k dimensiones; 
las trazamos en forma de haz arbitrario con un vértice co- 
mún en A, para marcar lo que acabamos de decir, á saber: 
que la idea del punto A va unida á la idea del cómputo de 
magnitudes p y q. 

Recordemos ahora que en el problema mecánico, que con- 
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sideramos, las p y las q son funciones del tiempo; de suette, 
que á cada valor de f, corresponderá un sistema de valores 
de dichas funciones q ..... Pp. 

Si al tiempo f le damos una sucesión de valores, tendre- 
mos una sucesión de conjuntos (p ..... q) y así, como he- 
mos determinado el punto A por el conjunto q,, 9» ..... la, 
¡Dada OS Px, podremos determinar otro punto A” para otro 
valor tf” del tiempo, que determine el conjunto de valo- 


eS Q 1,0 2 «...- xk P1,D3 ..... pr. 


Figura 3. 


En suma, haciendo variar f por la serie de valores £,f ..... j 
tendremos una serie de puntos A, A” ..... que determinarán 
una curva simbólica A B. 

Cada uno de los puntos de dicba curva corresponderá á 
un valor de £ y á un conjunto de valores de (p, 9). 

Todo esto es una generalización, más bien analítica que 
geométrica, de lo establecido para los espacios de una, dos 
y tres dimensiones. 

Sobre una línea, una variable q, contada desde un origen 
fijo, determina diferentes puntos de dicha línea. 
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En un plano, si se refiere el sistema, por ejemplo, á dos 
ejes rectangulares (fig. 4.2), las dos coordenadas Q,, P,, es 
decir, este haz de coordenadas determina el punto A. El haz 
de coordenadas q',, p',, determina el punto A”, y si és- 
tas p y q son funciones del tiempo, haciendo variar éste, 
tendremos la curva A $. 


Figura 4." 


Lo mismo podemos decir para el espucio de tres dimen- 
siones (fig. 5.?). 

El haz de coordenadas Q,, Q», q: determina el punto A. 
El haz Q,, 9», Q'¿, determina asimismo el punto A”, y si 
estas coordenadas son funciones del tiempo, haciendo va- 
riar £, tendremos la curva representativa A B. Como 3 no es 
par, no podemos en este caso expresar las p,, P» ..... 

Aqui, claro es, que no hemos podido dividir por partes 
iguales las coordenadas entre las denominaciones p y q, pero 
da lo mismo. 

Laa observación que vamos á hacer ahora, es importan- 
tísima y deben tenerla muy presente mis alumnos. 

Estas curvas representativas A B de las figuras 3.f, 4.* 
y 5.*, no son trayectorias del movimiento ni tienen relación 
aleuna directa con las verdaderas trayectorias de los vuntos 
del sistema. 


— 449 — 


Son únicamente líneas, ó si se quiere, trayectorias repre- 
sentativas de los sistemas p y q. 


Figura 5.* 


Y ahora volvamos al problema mecánico. 


La integración de las ecuaciones canónicas de Hamilton, 
hemos dicho que nos da los valores de las p y de las q en 
función del tiempo y de 2k constantes arbitrarias, es decir, 
que la integración general del sistema de ecuaciones canó- 
nicas 


3 : 3 
E AOS H =D 
di 9p; dí oq; 


puede expresarse por el siguiente cuadro Ó conjunto de va- 
lores 


................. co... 0... 


. .... . . .. 0... 0. 0... . o. 


OO O POMO O O OOO a OO 90 


e... .0. .. .0......... 


x= Br (£, (y ....: Do £), 


en que 4, ..... 4, son 2k constantes arbitrarias. 

Supongamos ahora, que para un instante cualquiera, ó si 
se quiere para el instante inicial ¿= 0, se fijan los valores 
iniciales de las p y las q, que representaremos por 


les ao Ps 
0,, Q, ODODO Or 
pues es claro que en vez de las constantes a, ..... Aa podre- 


mos introducir este sistema de nuevas constantes P, Q. 

Porque en efecto, si para + = 0 las p, q se convierten en 
las P, O, este sistema de valores deberá satisfacer á las inte- 
orales y tendremos el siguiente grupo de ecuaciones 


D 
ES 
a 
> 
SS 
5 
= 


OMR OSO FO OOO LOROS O ORO O O O 
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De este sistema de 2k ecuaciones podremos despejar 
AOS Le. a), en función de las P, Q, y sustituyendo en las 
integrales generales tendremos las p, q expresadas en fun- 
ción de las P, Q y del tiempo. 

Es decir: en función de los valores iniciales P, ..... Pg, 
MO correspondientes dt 0: 

Podremos, pues, escribir las integrales generales bajo esta 
forma: 


OTI O OO RO O O OO OOO OA O O ONO 10 O 


DA ..... dE (a Cn... Qí, 1) 
E A UE Qr, £) 


..... +... «eos... o. 9... o... .«<.0.08 


M 


Claro es, y es casi inútil advertirlo, que estas funciones <, $ 
son distintas de las u, 6 de las integrales anteriores, porque 
la sustitución de las constantes a por las constantes P y Q 
ha de cambiar la forma de las funciones. 

Conservamos las mismas letras a y $ para evitar nuevas 
notaciones y porque esto no puede dar lugar á ninguna 
confusión. 

Resumiendo: en este último sistema de integrales de las 
ecuaciones canónicas, las funciones p, q, vienen expresadas 
en función del tiempo, única variable independiente, y de 
2k constantes arbitrarias que son los valores iniciales de 
p, q, Ó sea para ¿ = 0. 

Podemos representar simbólicamente las curvas y trayec- 
torias representativas de los sistemas p, q para las nuevas 
constantes arbitrarias, como hicimos en la fig. 3.*. 

Esto es lo que hemos hecho en la fig. 6.*. 

En las integrales que acabamos de escribir, las constan- 
tes arbitrarias son las P y Q, y es claro que podemos darles 
un número infinito de sistemas de valores. 
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En el instante inicial ? = 0, podemos darles, por ejemplo, 
los valores P, ..... Era OM. Og ....., que definirán el pun- 
to A,, y sustituyendo estos valores en las integrales y ha- 
ciendo variar £, tendremos la trayectoria particular A, C. 


Figura 6.* 


Un punto cualquiera, B, de esta trayectoria, estará defini- 
do por el sistema p, ..... 1085 LO ucosos q que corresponderá al 
tiempo /. 

Y lo mismo podemos decir de otro punto cualquiera de 
esta curva representativa. 

Aunque alguna vez la llamemos trayectoria, no es porque 
tenga relación alguna, como ya hemos explicado, con las 
trayectorias de los puntos del sistema. 

Si en vez de dar á las coordenadas iniciales los valo- 
ESAS Px, Q; ..... Qu les diéramos otro sistema de va- 
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tendríamos otro punto A”, en el espacio de 2k dimensiones 
y otra curva A”, C' en que un punto cualquiera B” estaría 
definido por el sistema de las p, q” de las ecuaciones gene- 
rales para las constantes P”, Q' y para el tiempo ?. 

Haciendo variar las P y Q en el espacio de 2k dimensio- 
nes, obtendríamos para ¿= 0 un número infinito de puntos 
NS SON variando por la ley de continuidad. 

Serían los puntos de partida de otras tantas curvas repre- 
sentativas ó simbólicas en el espacio de 2k dimensiones, á 
SEA ES A 

Son sistemas particulares, que corresponden á valores 
particulares de las coordenadas iniciales; constituyen un ma- 
nojo, por decirlo de esta manera, ó un haz de infinitas cur- 
vas simbólicas, cuyo conjunto es la representación de las in- 
tegrales generales (Y). 

Claro es que los puntos iniciales A,, A”, ....., ocupan en 
el espacio de 2k dimensiones una región ó dominio ó ex- 
tensión, que todos estos nombres se le puede dar. 

Si todas estas integrales particulares se realizan, los pun- - 
tos representativos, que son funciones del tiempo, marchará 
cada uno por su trayectoria, correspondiéndose por grupos, 
espacios, dominios Ó extensiones. 

Simbólicamente podemos decir que en el instante £= 0, 
los puntos A/,A' ..... llenan la región E,, cuyo límite hemos 
expresado simbólicamente por una línea cerrada de puntos. 

En cambio, en un instante f cualquiera, se corresponderán 
los puntos B, B”, B” y llenarán una región E cuyo límite 
también hemos presentado simbólica ó esquemáticamente; 
casi pudiéramos decir que es la región E, que se ha trans- 
portado á E. Estas regiones serán finitas Ó infinitas; poco 
nos importa por ahora. 

Bien comprenderán mis alumnos, que si de todas las coor- 
denadas que entran en las ecuaciones canónicas solo tomá- 
semos las q y las transportásemos al sistema real, cuyo mo- 
vimiento estudiamos, estas coordenadas, aplicadas, repetimos, 
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al sistema real y en el espacio de tres dimensiones, determi- 
narían real y positivamente el movimiento de los N puntos 
que constituyen el sistema material y cuyas coordenadas x, 
y, z son funciones de las q según sean los enlaces. 

Mas por ahora prescindimos del problema mecánico, es- 
tamos estudiando las ecuaciones diferenciales canónicas en 
que hay 2k funciones p, q y una sola variable independien- 
te 1 y todas estas figuras esquemáticas no son mas que sim- 
bolos geométricos de dichas variables. 


Ya lo decíamos recientemente: la tendencia de muchas 
teorías relativas á integración de ecuaciones, es la de poner 
en relación todas las integrales particulares, cuyo conjunto 
representa la integral general, unas con otras. 

Y asi vamos á relacionar nosotros las diferentes curvas 
representativas parciales C, C”, C” (fig. 6.*) 

Para más claridad representamos en la figura 7.* dos de 
estas soluciones infinitamente próximas; y también para 
simplificar la figura y la explicación, en vez de considerar 
para cada punto de cada trayectoria el manojo ó el haz de 
funciones p, q, no representaremos más que una de ellas. 

Lo que de esta digamos podríamos decir de las restantes. 

Tenemos, pues, en la figura 7.* dos puntos iniciales 
A,, A”, infinitamente próximos. 

Las dos curvas representativas correspondientes son A, C, 
AER 

Los puntos de ambas curvas, claro es que se correspon- 
derán dos á dos; por ejemplo, A,, A”, corresponderán 
A = 0. 

En cambio, los puntos a, a” corresponderán al tiempo f y 
estarán con todos los demás que á este instante correspon- 
den dentro de la región E. 
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Y ahora podemos poner en relación el punto a con otro 
punto infinitamente próximo sobre su trayectoria, que será 
el b, el cual corresponderá á otro instante £ + dr, con lo que 
es evidente que á este último no lo consideramos como for- 
mando parte de la región E. 


Figura 7.* 


Pero el discutir esto nos llevaría muy lejos y no lo nece- 
sitamos para nuestro objeto. 

Mas también podemos, como deciamos antes, poner en 
relación el punto a con el punto a” de la trayectoria infinita- 
mente próxima 4”, C”. 

Cuando decimos que ponemos en relación el punto a con 
el punto b, Ó con el punto a”, queremos decir algo más que 
poner en relación estos puntos dos á dos. 

Lo que vamos á poner en relación son las coordenadas 
de estos diferentes puntos; es decir, los valores de las p y 
las q para a,b ya. 
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Comparemos en los dos puntos infinitamente próximos a, b 
los valores correspondientes de una de las coordenadas; por 
ejemplo q,, que llamaremos q,, 0',. La diferencia q, — Q, 
será la diferencial de q, que representaremos por una d; de 
suerte que 


q", —Q1 =d9,. 


Comparemos ahora para los dos puntos a y a” también 
infinitamente próximos los valores de la coordenada q, que 
representaremos por q, y q” ,, designando la diferencia que 
será infinitamente pequeña por 9, y así tendremos 


q 1 ==, 


donde vemos claramente la diferencia de estas dos diferen- 
ciales dq, y 9q, relativas á la misma coordenada q;. 

La primera se refiere al tiempo; es decir, á dos instantes ? 
y ¿+ dt, y, por lo tanto, á la misma trayectoría C. 

La segunda se refiere á un mismo instante f y á dos tra- 
yectorías infinitamente proximas A, C y A”, C”. 

Así, en rigor, dq, puede expresarse tomando la derivada 
de la función f que representa q, y tendremos 


aq, = DP PO + 90 q 


de éstas nos vamos á ocupar ahora; la otra también podrá 
expresarse de este modo: 


== E A a O E == BO o O) 


que tendrá infinitos valores, según*sean las dos trayectorias 
infinitamente próximas C,, C” que se comparen. 

Pues bien, digamos en general que en la teoría de las in- 
variantes integrales solo se consideran las propiedades de 
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la última clase de diferenciales de p y q, buscando integrales 
que sean constantes para todo el movimiento, que resbalen 
si podemos expresarnos de este modo, por el haz de trayec- 
torías C, C”, C””..... sin cambiar de valor. 

De todas estas integrales solo vamos á estudiar la que 
entra en el teorema de Liouville, y este estudio nos dará 
una idea provisional de esta teoría importantísima de las 
invariantes integrables. 


Consideremos la integral 


a 
> 2) A) 3 a 3 
1 Wo «0. OQ OP, Ds ce... “Pr, 
SNE 


y vamos á explicar claramente el sentido de esta integral, 
aunque no es distinto del que en el cálculo se da á dichas 
expresiones. 

Supongamos para simplificar, que el número de diferen- 
ciales sea tres; que se define la integral 


| Va DN 
DE 


por tres coordenadas trirrectangulares X,, X»,, X3, y que la 
integral se extiende á un volumen cerrado que represen- 
tamos por E. 
El cálculo de esta integral ya lo conocen mis alumnos. 
Se integra primero, por ejemplo, con relación á x¿ entre 
dos límites marcados por los subíndices 1 y 2, y tendremos 


e fos 9X, (Xy) * = f ES IX, 


Los subíndices 1 y 2 se refieren á los puntos en que la 


o) — Cs): | e 
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recta xz encuentra á la superficie que cierra el espacio E, con 
lo cual resulta que el paréntesis, en rigor, será una función 
lema 

Podremos, pues, escribir 


ES 3% (xa): 


Integremos ahora, por ejemplo, con relación á x, y repre- 
sentemos por y esta integral, después de tomar los límites; 
resultará 


I[= fos TE (X,, X>) 9X, = 1 $ (x,). 


Integrando, por último, con relación á x,, y llamando a y b 
á los límites de la integración y y á la integral indefinida 


= OU) 0) 


que ya sabemos que representa el volumen comprendi- 
do en E. 

Pues esta serie de integraciones, que corresponden á un 
problema elemental de cálculo de volúmenes, se aplican 
idénticamente al cálculo de la integral 


ón o oo... Dg OP, OPo ..... OPr 
E 


en el espacio E de 2k dimensiones. 

Este espacio E no será ya un volumen, será, Óó podemos 
darle este nombre, una extensión de 2k dimensiones, y la he- 
mos representado simbólicamente por la línea de puntos E 
en la figura 7. 4 

Las diferenciales 2 se refieren á puntos infinitamente próxi- 


— 459 — 


mos en dicha extensión, de modo que la integral se refiere á 
un instante £ del tiempo. Expresa, si podemos valernos de 
estas palabras, lo que pasa en todos los puntos a, a” ..... de 
las diferentes trayectorias, en el espacio E y en el instante f. 

Si la representación geométrica es simbólica Ó esquemá- 
tica, y no tiene significacion real, dadas las condiciones de 
nuestros sentidos corporales, la expresión analítica se com- 
prende que pueda ser tan real como para el ejemplo del 
volumen, que hemos presentado. Dimensiones, para nuestros 
sentidos, no hay más que 3; variables en análisis puede ha- 
ber infinitas. 

Asi, pues, en el caso general, todo está reducido á efec- 
tuar una serie de integraciones: primero con relación á q 


| a (9) | 


y este paréntesis será una función de todas las demás coor- 
denadas, menos la q,, de modo que tendremos 


187 A A Oe ¡Dz Ol coso Ulea 


Después integraríamos con relación á q;_, y el resultado, 
tomando los límites, sería una función de las coordenadas 
anteriores; es decir, 


y llamando y á la integral, con relación á qx-,, y tomando 
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los límites correspondientes, el resultado será una función 
de todas las coordenadas hasta q,-_.: se hallará 


Seguiremos ahora integrando por relación á Qx_, y Ob- 
tendremos, llamando Y á la nueva integral 


Y así sucesivamente hasta llegar á dp,. 

Esta marcha, que es natural y sencillísima, no ofrece 
nada de extraño ni de incomprensible; lo único que hay es, 
que deberán definirse en cada caso, sin ambigiiedad, los lí- 
mites de estas integrales parciales. 

En ambos ejemplos, ya en el de tres dimensiones (x, y, 2), 
comorentelmasioenena OO E 0), hemos 
supuesto que las variables de la integración eran indepen- 
dientes; en nuestro caso supondremos que son funciones de 
otras variables independientes; pero la idea fundamental es 
la misma, aunque el problema se complica con un cambio 
de variables, que es como considerar diversas especies de 
espacios de 2k dimensiones. 

Estas ideas se precisarán en adelante. 


+ 
ES 


El teorema de Liouville que pertenece, por decirlo así, á 
la teoría de las invariantes integrales, se refiere á la integral 
múltiple que acabamos de indicar, llamándola / (inicial de 
invariante), tendremos: 


— 461 — 


Las diferenciales de esta integral suponen el tiempo cons- 
tante, y se refieren á un espacio de 2k dimensiones, como 
antes hemos explicado, y á la extensión simbólica A de la 
figura 7.* 

Pero una integral análoga puede escribirse para otro ins- 
tante cualquiera f,, simbólicamente para la extensión E, y 
los puntos a,, A, ..... Dele 

Si representamos también simbólicamente por A un punto 
del limite que marca E, y por este punto hacemos pasar la 
trayectoria hh, que es una del sistema C, C* .....; si además 
suponemos que A pertenece al instante £ y h, al instante f,; 
y, por último, si hacemos lo mismo para todos los puntos 
límites de E, se comprende que E, quedará definido y que- 
dará definida la integral que corresponde al espacio E,. Se 
comprende aún que podemos escribirla de este modo, mar- 
cando por un acento los valores de las coordenadas que co- 
rresponden á los puntos del espacio E,. 

Así: 


Pues bien, el teorema de Liouville consiste en que, cuando 
las variables p, q pertenecen á un sistema canónico, la inte- 
oral / es invariante, es decir, que es independiente del tiem- 
po el valor de dicha integral, y, por lo tanto, para todos los 
espacios ó extensiones E, E, ..... se tiene: 


Esto no es evidente, porque las p y las q son funciones 
del tiempo £, y aunque al efectuar las integraciones, como 
hemos explicado, se considere á ? como una constante, no 
por eso dejará de entrar f en el resultado de la integral ó al 
menos podrá entrar. 
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Precisamente el teorema consiste en demostrar, que des- 
aparece y que, por lo tanto, á lo largo del haz de trayecto- 
rias C el valor de / es invariable. 

Pasemos, pues, á la demostración, y para simplificar la 
escritura y no tener que emplear dos notaciones, una para 
p y otra para q, representemos todas las coordenadas ó fun- 
ciones del problema por 


E 
representando siempre por f la variable independiente. 


Asimismo los segundos miembros los representaremos 
por-X, es decir, por 


De este modo, en vez de las ecuaciones canónicas 


a al O ad qe OA 
dt 3p, * dt JON dt 9Pr 
dp, EN EL APk aH 
E O OE NS A 


tendremos esta serie de ecuaciones de escritura más fácil: 


dx; = X,, e Soo E 
dt dt di 


De escritura más tácil hemos dicho, y podemos agregar 
más simétrica y hasta más general, porque el teorema de 
Liouville no sólo se aplica á las ecuaciones de Hamilton, 
sino á otras muchas ecuaciones diferenciales, lo cual, dicho 
sea de paso, no debe de olvidarse en ciertas teorías mo- 
dernas. 
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También puede escribirse el sistema de ecuaciones pre- 
cedentes de este modo: 


dx; dx, o El 
Xx NS Xx re 


en cuyo caso el teorema de Liouville consiste en demostrar 
que, para las variables x la integral 


f9s as 03 
JE 


es una invariante cuando se aplica á una extensión E de n 
dimensiones, y cuando las diferenciales de las x se refie- 
ren á todos los puntos de esta extensión en cualquier ins- 
tante Í. 

Claro es que las integrales de este último sistema de ecua- 
ciones diferenciales tendrán esta forma: 


en que las « son las funciones de la integración, es decir, 
las que expresan las x en función del tiempo y además de 1 
constantes arbitrarias que hemos representado por a, db, ..... l, 
que pueden ser y serán los valores iniciales de las x. 

Y con esto, como veremos en la cont % encia inmediata, 
que será la última de este curso, la demostración del teore- 
ma de Liouville queda reducida simplemente á un cambio 
de variables bajo la integral múltiple, para cuyo cambio ya 
hemos dado la regla general en uno de los cursos ante- 
riores. 
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XXI!ll. —Neurópteros de Oceanía. 


Por ri R. P. LONGINOS NAVÁS, S. J. 


PRIMERA SERIE 


Complázcome en ofrecer á la Real Academia de Ciencias 
de Madrid, que me ha honrado con el título de correspon- 
sal, el estudio de los Neurópteros de Oceanía que de va- 
rios Museos de Europa me han enviado para su determi- 
nación. 

No los citaré todos, sino solamente aquellos que merecie- 
sen consignarse Óó por su novedad ó por alguna otra cir- 
cunstancia de lugar y tiempo que los haga acreedores á es- 
pecial mención. 

Advertiré que por nombre de Oceanía entiendo, no sola- 
mente la Australia y las islas Oceánicas, sino también las 
Filipinas y Molucas y otras del archipiélago Malayo, las cua- 
les á veces se añaden más bien al Asia y algunos extranje- 
ros denominan islas de la India, «Insulinde». 

En la enumeración no seguiré orden taxonómico riguroso, 
sino solamente agruparé por familias y tribus las diferentes 
formas. 


FAM. MIRMELEÓNIDOS 
TRIB. ACANTACLISINOS NAV. 


1. MESTRESSA gen. nov. 

Etím. Palabra catalana. 

Similis Avíae Nav. 

Palpi labiales articulo ultimo fusiformi. 

Prothorax fere latior quam longior. 

Tibiae femoribus breviores. Calcaria fortiter arcuata, sed 


Ao 


haud in angulum rectum flexa, 2-3 primos tarsorum articu- 
los superantia. 

Alae angustae, linea plicata manifesta; area apicali serie 
venularum gradatarum instructa. 

Ala anterior area costali angusta, in tertio ante stigma 
venulis gradatis dotata; areis cubitali interna seu ante ramum 
obliquum et postcubitali simplicibus. 

Ala posterior area radiali paucis venulis internis genicu- 
latis; area cubitali augusta 
brevi, posteubito cum ramo 
obliquo cubiti contluente. 

El tipo es la siguiente es- 
pecie. 

2.  MESTRESSA MISERA 
sp. nov. (fig. 1). 

Caput facie flava; pilis al- 
bidis, brevibus; palpis flavi- 
dis, labialibus paulo longiori- 


bus, articulo ultimo (fig. 1, a) Fig. 1.2 
fusiformi, parum dilatato, messsats tra 
Aneto fonte et venis o e lo a 
fuscis; oculis in sicco te- (Mus. de París) 
staceis. 


Prothorax paulo latior quam longior, antrorsum leviter 
angustatus, testaceus, stria longitudinali media in duas sub- 
divisa et alia laterali retrorsum ampliata, striolis intermediis, 
fuscis. Meso- et metathorax testacei, fusco varili. 

Abdomen deest. 

Pedes fortes, griseo pilosi; femoribus fuscis; tibiis testa- 
ceis, fusco maculatis; calcaribus ferrugineis, anterioribus 
tres, posterioribus duos primos tarsorum articulos superan- 
tibus, arcuatis. 

Alae (fig. 1, b) hyalinae, acutae, sub apicem ad marginem 
externum leviter concavae medio latiores; stigmate sordide 
albo, interne vix in ala posteriore, distincte in ala anterio- 
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re puncto fusco' limitato; reticulatione fusca, pallido varia. 

Ala anterior per plagas levissime ob colorem fuscum ve- 
nularum fuscescens, vix distincte in linea cubitorum et ad 
axillas furcularum marginalium; area costali paucis venulis 
furcatis ante stigma; fere 10 gradatis; area radiali 8 venulis 
internis, ultima cellula divisa; sectore radii 13 ramis; area 
cubitali angusta, fere 10-11 venulis ante sectorem. 

Ala posterior pallidior; stria tusco-ferruginea longitudina- 
li brevi ad rhegma; area radiali 4-5 venulis internis, pleris- 
que geniculatis; area cubitali angusta, 5-6 venulis. Nodulus 
indistinctus. 


Long. al. ant. 9 34 mm. 
Long. al. post. 30,5 mm. 
Lat. al. ant. 8 mm. 

Lat. al. post. 6,5 mm. 


Patria. Australia sept. Rafles Bay, Jaquinot, 1841 (Museo 
de Paris). 


TRIB. CREAGRINOS NAV. 


3. PROTOPLECTRON PLICATUM Sp. nov (fig. 2). 

Simile venusto Gerst. 

Caput fuscum; clypeo, labro, testaceis; palpis fuscis, te- 
staceo annulatis; oculis aeneis; antennis capite et thorace 
longioribus, fulvis, fusco annulatis. 

Prothorax paulo longior quam latior, fuscus, ferrugineo va- 
rius. Meso- et metathorax fusco-ferruginei, inferne pilisalbis. 

Abdomen fusco ferrugineum (apex deest), pilis ad latus 
et inferne albis. 

Pedes testacei. fusco varii, albo pilosi, fusco setosi; calca- 
ribus ferrugineis, rectis, primum tarsorum articulum aequan- 
tibus; tarsis fuscis. 

Alae angustae, ultra medium angustatae, subacutae, sti- 
gmate albido; reticulatione testaceo et fusco-ferrugineo varía. 
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Ala anterior (fig. 2) linea plicata duplici manifesta, area 
costali ad medium longiter biareolata, venulis gradatis fere 
18-20; area apicali lata, duplici serie venularun gradatarum; 
area radiali 7 venulis internis; sectore radii 12-13 ramis. 
Membrana hyalina. Reticulatio per plagas albida, ante ana- 
stomosim rami obliqui cubiti et ad sectorem radii; venulis 
multis angustissime fusco limbatis, striolas parum sensibiles, 
duas strias mágis visibiles externam ad rhegma, internam 
ad anastomosim rami obliqni cubiti tormantibus. 

Ala posterior multo pallidior, nullis venulis limbatis; area 
apicali serie venularum 
eradatarum instructa; area 
radiali una venula interna; 
sectore radii 12-13 ramis. 

Long. al. ant. 28,5 mm. 

Long. post. 27 mm. 

Long antenn. 7,4 mm. Es 

Patria. Australia: Cap. Ena 


York, Thorey, 1868 (Mu- 
seo de Viena). 


4. PSEUDOPLECTRON gen. nov. 

Tarsi articulo primo longo, multo longiore quinto, dimi- 
dium longitudinis tibiae aequante. 

Alae acutae; area costali uniareolata. 

Ala anterior margine externo concavo; ramo posteriore 
cubiti parallelo postcubito. 

Cetera ut in Protoplectro Gerst. 

El tipo es el Protoplectron costatus Banks. 

Siendo característico del género Protoplectron Gerst. el 
que el campo costal del ala anterior sea biareolado, la espe- 
cie costatus Banks no puede incluirse en él y se hace nece- 
sario formar otro género cuyos caracteres le cuadren per- 
fectamente y puedan convenir asimismo a otras especies 
análogas. En efecto; Gerstaecker, al crear el género Proto- 
plectron (Mitth. naturw. Neu. Vorpomm. und. Riigen, 1885, 


Fig. 2." 
Protoplectron plicatum Nav. 
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página 15), comienza diciendo: «Alarum anticarum spatium 
costale biseriatim areolatum». 

5. ESCURA gen. nov. 

Etim. Palabra catalana. 

Similis Creagrí Hag. 

Antennae longae, clava forti, insertione diametro primi ar- 
ticuli vel minus distantes. 

Abdomen alis brevius. 

Pedes fortes, calcaribus anterioribus 3-4 primos tarsorum 
articulos aequantibus, posterioribus duos primos fere supe- 
rantibus; tarsis articulo primo oblongo, tribus sequentibus 
brevibus, ultimo longiore primo. 

Alae angustae; sine linea plicata; area costal simplici; 
area apicali serie venularum gradatarum dotata; area radiali 
pluribus venulis internis in ala anteriore, una in posteriore; 
area postcubitali simplici, angusta. 

Ala anterior postcubito longo, margini postico et ramo 
obliquo cubiti subparallelo, ultra ortum primi rami sectoris 
radii in marginem veniente; anastomosi rami obliqui mani- 
festa; ramo posteriore cubiti seu ramo obliquo ab anteriore 
divergente, leviter concavo. 

El tipo es la especie siguiente. 

El género se parece mucho al Creagrís, excepto en la 
forma del ramo oblicuo del cúbito en el ala anterior, el cual 
no es paralelo al ramo anterior del mismo, como sucede en 
los demás Creagrinos, sino algo divergente, y cóncavo ha- 
cia delante, por lo que se avecina á los géneros de la tribu 
de los Formicaleoninos. Sin embargo, la anastomosis del 
mismo, característica de los Creagrinos, y la longitud y pa- 
ralelismo del postcúbito, lo hacen incluir en esta tribu. 

6. ESCURA DIVERGENS sp. n. (fig. 3). 

Ferrugineus. 

Caput facie palpisque pallidis; fronte et vertice subtotis 
fuscis; oculis testaceo-pallidis; antennis fuscis, clava forti, 
thorace paulo longioribus, articulis apice anguste testaceis. 
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Prothorax latior quam longior, fusco-ferrugineus, linea 
media longitudinali et duobus punctis anticis cinereis; pilis 
fuscis. Meso-et metanotum subtota fusco-ferruginea, mar- 
ginibus posticis pallidis. Pectus fusco-ferrugineum, albido 
pilosum. 

Abdomen ferrugineum, albido breviter pilosum, margine 
postico segmentorum angustissime testaceo. 

Pedes fortes, albido pilosi, fusco setosi, fusci, testaceo 
varii; tibiis posterioribus pallidis, fusco punctatis; calcari- 
bustestaceis, arcuatis, anterio- 
ribus 4, posterioribus 2 primos > a 


AAA AS 


tarsorum articulos superanti- 2 — 
== 3 


bus; tarsis pallidis, apice arti- 2====== 


culorum fusco. a 
g. 3. 
Alae angustae, acutae, hya- Escura divergens Nav. 
linae; stigmate albido; reticu- Ena io A 


> E Zo (Mus. de Viena.) 
latione fusca, albido varia; ve 


nulis costalibus fere omnibus simplicibus. 

Ala anterior (fig. 3) area radiali 5-8 venulis internis; se- 
ctore radii 9-11 ramis; stigmate interne leviter fusco limitato; 
aliquot venulis ad alae apicem ad venulas gradatas ultimas 
et ad anastomosim rami obliqui cubiti angustissime, vix sen- 
sibiliter, ferrugineo limbatis. 

Ala posterior multo pallidior, nullis venulis limbatis; se 
ctore radii 10-11 ramis. 


Long. corp. 21 mm. ? (1) 
Long. al. ant. 24 mm. 
Long. al. post. 247 mm. 
Long. antenn. 55 mm. 


Patria. Australia (Mus. de Viena). 


(1) Falta el extremo d21 abdome. 


AO 


TRIB. DENDROLEÍNOS BANKS. 


7. (GLENOLEON FALSUS. Walk. 

Myrmeleon falsus. Walker. Cat. Brit. Mus. Neur., 
año 1853, p. 393, n. 159. 

Tasmania, 3-47. Van Diemen, Verreaux, 1884 (Mus. de 
París). 

8. PERICLYSTUS CALLIPLEPUS. Gerst. 

Australia, J. Verreaux, 2-47 (Mus. de París). No recuer- 
do haber visto otros ejemplares. 


TRIB. NEUROLEÍNOS NAV. 


9. NELEES LAGLAIZINUS SP. NOV. 

Caput facie testacea, pilis griseis; fronte et vertice fu- 
scis; oculis fuscis; antennis capite et thorace longioribus, 
fuscis, anguste testaceo annulatis, clava subtota testacea. 

Thorax ferrugineus, griseo notatus, inferne pilis albis. 
Prothorax vix latior quam longior, antrorsum leviter angu- 
status, ferrugineus, ad marginem lateralem obscurior, linea 
longitudinali media parum distincta, cinerea; pilis laterali- 
bus fuscis. 

Abdomen fuscum, fusco pilosum, vix testaceo notatum. 

Pedes flavidi, albido pilosi, fusco setosi, tibiis apice fu- 
scis; femoribus anterioribus subtotis fuscis; tibiis anteriori- 
bus medio fusco annulatis; calcaribus testaceis, parum ar- 
cuatis, anterioribus duos primos tarsorum articulos manife- 
ste excedentibus; tarsorum articulis apice fuscis. 

Alae angustae, acutae; margine externo convexo; sti- 
gmate albido; reticulatione fusca, albido varia; area costali 
venulis simplicibus ante stigma; aliquot venulis ad alae api 
cem et axillis furcularum marginalium anguste fusco limba- 
tis, striam irregularem aut interruptam formantibus. Pili 
fusci. 


A 0 


Ala anterior area apicali 5-6 venulis gradatis fuscis; sti- 
gmate interne leviter fuscato; stria parum sensibili ad ana- 
stomosim rami obliqui cubiti; venulis radialibus internis 7; 
sectore radii 9 ramis; area cubitali angusta, longa. 

Ala posterior area apicali sine venulis gradatis; sectore 
radii 8 ramis; area cubitali externa seu ultra ramum obli- 
quum cubiti fere tota biareolata, fere 12-13 venulis gradatis. 


Long. corp. 20 mm. 
Long. al. ant. 248 mm. 
Long. al. post. 23'5 mm. 
Long. antenn. 6'8 mm. 


Patria. Filipinas: Mindoro, Laglaize, 1875 (Mus. de París). 
Tengo á la vista dos ejemplares Q en todo semejantes 


=== ES 
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Fig. 4." 
Nelees strigatus Nav. 
Alas X 1 +. 


(Mus. de París.) 


morfológicamente. Las manchitas de las alas son algo más 
visibles en el uno y, en cambio lo es menos la que limita 
anteriormente el estigma en el ala anterior. 

10. NELEES STRIGATUS Sp. nov. (fig. 4). + 

Caput fusco-ferrugineum; clypeo et labro testaceis; pal- 
pis testaceis, articulo ultimo labialium fusiformi, subtoto 
fusco; oculis fuscis. 

Thorax fuscus, superne fusco, inferne albido pilosus. 
Prothorax latior quan longior, superne ferrugineo varius. 

Abdomen fuscum. Maxima pars deest. 
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Pedes fusci, albido pilosi, fusco setosi; tibiis partim fla- 
vidis; calcaribus testaceis, leviter arcuatis, mediis et posti- 
cis primum tarsorum articulum superantibus; tarsis articu- 
lis primo et quinto testaceis, apice fuscis, intermediis fuscis. 

Alae (fig. 4) angustae, subacutae; area costali angusta; 
area apicali serie venularum gradatarum; stigmate albido; 
reticulatione fusca, venis testaceo striatis. 

Ala anterior stigmate interne late fusco limitato; area ra- 
diali 7 venulis internis; sectore radii 11 ramis; area cubitali 
angusta; margine postico leviter concavo seu angulo axilla- 
ri leviter prominulo, obtuse rotundato. Aliquot venulae 
prope alae apicem anguste fusco limbatae. Duae striae fu- 
'scae breves, altera ad rhegma, altera ad anastomosim rami 
obliqui cubiti. 

Ala posterior angustior; sectore radii 12 ramis; stria lata 
brevique ad rhegma pone cubitum, fusca. 


Long. al. ant. 33'5 mm. 
Long. al. post. 33 mm. 
Lat. al. ant. 6'5 mm. 
Lat. al. post. 6 mm. 


Patria. Van Diemen, Verreaux, 3-44 (Mus. de París). 
Un ejemplar muy deteriorado que refiero al género Ne- 
lees con cierta duda, por faltarle las patas anteriores. 


TRIB. FORMICALEONINOS NAV. 


11. FORMICALEO BISTRIGATUS. Ramb. 

Myrmeleon bistrigatus. Rambur, Nevropteres, 1842, p. 391, 
n. 10. 

He visto un ejemplar del Museo de París que parece el tipo, 
rotulado «Taiti, d'Vrville», y otro del mismo Museo, rotulado 
«Balaou, Hombron, 1841», ambos muy deteriorados. 

Para el mejor conocimiento de la especie añadiré algunos 
caracteres á la descripción original. 
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El color general, en lo que resta del cuerpo, ferruginoso. 
Antenas asimismo ferruginosas, anilladas de leonado, lar- 
gas, con maza fuerte. 

Espolones arqueados, ferruginosos, largos como los tres 
primeros segmentos de los tarsos en la pata anterior. 

Alas agudas; margen externo convexo. Campo apical en 
ambas alas con una serie de venillas gradiformes. Campo 
costal con todas las venillas sencillas antes del estigma; éste 
muy pálido, y en el ala anterior con una estria obscura lon- 
gitudinal antes y encima de él. El postcúbito en ambas alas 
muestra tendencia al paralelismo con el ramo oblicuo del 
cúbito. Sector del radio con 12 ramos, todos menos uno 
ahorquillados en su extremo. 

Ala anterior con ocho venillas radiales internas (en el 
ejemplar de Balaou, pues falta este pedazo en el otro). Cam- 
po cubital con 14 venillas antes de la anastomosis; el post- 
cubital sencillo y estrecho. No hay más manchas que un 
puntito en la regma, ya indicado por Rambur. 

Ala posterior. La estría longitudinal parda llega hasta el 
ápice, y es más obscura y ancha en el ejemplar de Balaou. 


Long. del ala ant. 34,8 mm. 
Long. del ala post. 35 mm. 
Anch. del ala ant. 8 mm. 

Anch. del ala post. 6,7 mm. 


Long. de las ant. 7,3 mm. (ej. de Balaou). 

12. FORNICALEO CANIFRONS sp. nov. (fig. 5). 

Caput transversum, fuscum; oculis fuscis; fronte pilis 
albis densis brevibusque, anticis longioribus, vestita; labro 
palpisque flavis. 

Thorax fuscus. Prothorax transversus, angulis anticis ro- 
tundatis, flavidis. Mesonotum margine postico flavido. 

Abdomen fuscum, pilis brevibus rarisque fulvis (apex 
deest). 

Pedes tlavidi, albido pilosi, fusco setosi; femoribus subto- 
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tis fuscis; calcaribus testaceis, arcuatis, anterioribus quatuor 
primos tarsorum articulos aequantibus; tarsorum articulis 
apice fuscis. 

Alae hyalinae, subacutae; stigmate sordide albo; reticula- 
tione subtota fusca, albido varia; area costali venulis sim- 
plicibus, apicali serie venularum gradatarum instructa. 

Ala anterior (fig. 5) stigmate interne fusco limitato; area 
radiali 5 venulis internis; sectore radii 11 ramis. Stria lata 
ad anastomosim rami obliqui cubiti, striola ad rhegma, fu- 


Pig. 5.* 


Formicaleo canifrons Nav. 
Ala anterior. X< 2. 
(Mus. de Viena). 


scae; aliquot venulae ad alae apicem fusco limbatae; tres ul- 
timae radiales et aliquot gradatae angustissime. 

Ala posterior brevior, pallidior; area radiali 2 venulis in- 
ternis; sectore radii 8 ramis. Tres striolae fuscae: ad rheg- 
ma et ad duas venulas radiales ad utrumque stigmatis latus. 


Long. al. ant. 25,5 mm. 
Long. al. post. 22 mm. 


Patria. Australia: Roghf., 1867 (Museo de Viena). 

Un ejemplar bastante deteriorado. La particularidad de 
tener denso vello en la frente me ha movido á llamarlo cani- 
frons. Es notable asimismo en esta especie el número de ve- 
nillas radiales internas, que es de solas cuatro ó cinco en el 
ala anterior, menos de lo ordinario, y dos en la posterior, 
una más de lo que suelen las especies del género Formicaleo. 
Estos caracteres, unidos a que las antenas distan más de lo 
ordinario en su inserción, podrían aconsejar el formar para 
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esta especie y otras análogas un subgénero ó género nue- 
vo con el nombre de BANDIDUS. 

13. FORMICALEO BALLIEVI Sp. nov. 

Fuscus. 

Caput clypeo et labro flavis; palpis fuscis. 

Prothorax latior quam longior; pilis lateralibus fuscis albi- 
disque. Pectus griseo pilosum. 

Abdomen fusco pilosum, pilis prope basim longioribus, 
infernis in medio basilari griseis. 

Pedes fortes, fusco setosi, egriseo pilosi; calcaribus testa- 
ceis, 3-4 primos tarsorum articulos aequantibus; unguibus 
testaceis. 

Alae angustae, subacutae, area costali angusta; area api- 
cali serie venularum gradatarum instructa; stigmate sordide 
albo; reticulatione subtota fusca, testaceo varia. 

Ala anterior linea plicata indicata; venulis ante stigma ad 
medium nigris, striam longitudinalem formantibus; area ra- 
diali 7-8 venulis internis; sectore radii 10 ramis; area cubi- 
tali interna et postcubitali simplicibus. Membrana sordidata, 
plerisque venulis et axillis furcularum marginalium fusco 
limbatis; stria duplici distinctiore, brevi, ad anastomosim 
rami obliqui cubiti et ad rhegma. 

Ala posterior pallidior; sectore radii 12 ramis; aliquot ve- 
nulis prope apicem alae angustissime, vix sensibiliter, lim- 
batis; axillis furcularum marginalium distinctius; macula vel 
stria ad rhegma distincta. 


Long. corp. 33 mm. 
Long. al. ant. 41 mm. 
Long. al. post. 39,5 mm. 


Patria. I. Sandwich, Honolulu, Ballieu, 1871 (Mus. de París), 
14. FORMICALEO THOREYI sp. nov. (fig. 6). 

Similis desperato Walk. 

Fuscus. 

Caput testaceum; fascia transversali fusca ante antennas, 
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alia pone antennas, duplici linea transversa in vertice, fuscis, 
oculis fuscis; antennis longis, fuscis, fulvo annulatis. 

Prothorax vix latior quam longior, antrorsum leviter an- 
gustatus, fuscus, fulvo vage varius; pilis lateralibus fuscis. 
Meso-et metathorax similiter fusci. 

Abdomen fuscum, griseo pilosum, margine postico se- 
gmentorum testaceo. 

Pedes testaceo-flavi, fusco punctati et setosi, albido pi- 
losi; femoribus anticis subtotis fuscis; calcaribus arcuatis, 
testaceis, anterioribus quatuor, posterioribus tres primos tar- 
sorum articulos superantibus; tarsis testaceo-flavis, apice ar- 
ticulorum fusco. 

Alae hyalinae, irideae, acutae, angustae; stigmete pallido, 


, Fig. 6* 
Formicaleo Thoreyi Y Nav. 
Ala anterior. < 2. 

(Mus. de Viena). 


vix distincto; reticulatione fusca, testaceo-pallido varia; area 
apicali serie venularum gradatarum dotata. 

Ala anterior (fig. 6) margine externo leviter subapicem 
concavo; stigmate leviter interne fuscato; area radiali 8 ve- 
nulis internis; sectore radii 10 ramis. Anastomosis rami obli- 
qui cubiti externe fusco-ferrugineo limbata; aliquot similia 
puncta et umbrae ad apicem alae, lineam interrumptam for- 
mantes, et umbra ad furculas marginales externas. 

Ala posterior pallidior; atomo ad rhegma, nullis praeterea 
venulis limbatis; sectore radii 10 ramis. 


Long. corp. S' 24 mm. 
Long. al. ant. 29 mm. 
Long. al. post. 27,5 mm. 
Long. antenn. 8. 
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Patria. Australia: Cap York, 1868, Thorey (Mus. de 
Viena). 


FAM. CRISÓPIDOS 
TRIB. CRISOPINOS NAV., 


15. CHRYSOPA OCEANICA Sp. nov. 

Caput fronte flavida; clypeo testaceo-rubro; palpis testa- 
ceo-rubris; oculis aeneis; antennis ferrugineis, primo articulo 
flavo-testaceo, superne rubro sutfuso; vertice rubello. 

Prothorax latior quam longior, angulis anticis oblique 
truncatis, testaceus. Meso-et metathorax fusco-testacei. - 

Abdomen tlavo-testaceum, flavo pilosum. 

Pedes flavo-testacei, flavo pilosi; tibiis posticis vix com- 
pressis, leviter fusiformibus; unguibus basi fortiter dilatatis, 
subito attenuatis et arcuatis. 

Alae irideae, subacutae; reticulatione flavo-testacea; sti- 
gmate angusto, flavo; area subcostali pone stigma leviter di- 
latata, venulis parum sensibilibus, pilis fimbriisque densis, 
flavidis. 

Ala anterior venulis gradatis 6/7; intermediis 5, prima ad 
tertium apicale cellulae fusiformis veniente; cellula fusiformi 
lata brevique. 

Ala posterior angustior, acutior, venulis gradatis 6/7. 


Long. corp. 8,5 mm. 
Long. al. ant. 13,8 mm. 
Long. al. post. 12 mm. 


Patria. Islas Fidji, Primavera de 1912. (Col Lacroix, de 
Niort). 
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FAM. OSMÍLIDOS 


TRIB. POLISTECOTINOS BANKS ' 


Los caracteres de la tribu están expresados así por Banks 
(Trans. Am. Ent. Soc. 1913, p. 211): «A distinct recurrent 
vein, giving off branches; cross-veins (except costals) wi- 
thout bristles; body thick and heavy; in fore-wings cubitus is 
lorked near base, median a little way out». 

En las especies que he podido examinar se distinguen 
bien las pupilas de las alas, como en los demás Osmiílidos. 

En esta tribu incluyo los géneros Polystoechotes, Osmis- 
cerus, lihone y el siguiente nuevo. 

16. NESPRA. gen. nov. 

Etim. Palabra catalana. 

Similis /fhonae. 

Mandibulae elongatae, acutae. 

Prothorax transversus. 

Abdomen £ cercis elongatis, faliaceis. 

Pedes tarsis longis, articulis quatuor primis longitudine 
decrescentibus, quinto subaequali primo; unguibus arcuatis; 
arolio lato. 

Alae area apicali uno vel pluribus ordinibus venularum 
gradatarum; area subcostali aliquot venulis ante apicem; 
venulis numerosis; saltem tribus pupillis in quaque ala. 

Ala anterior area costali subtota bi-vel pluriareolata; ra- 
dio 2 sectoribus. 

Ala posterior uno sectore radii. 

Cetera ut in /thone. 

Difiere de éste en la mayor complicación de las alas, es- 
pecialmente de los campos costal, apical y subcostal, con 
venillas que no están en el género fthome y otros similares. 

El tipo del nuevo género es la siguiente especie. 

17. NESPRA IMPLEXA Sp. nov. (fig 7). 
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Caput facie tlavida; mandibulis elongatis, acutis, ferrugi- 
neis; palpis fuscis, pallido annulatis; vertice fusco-ferrugi- 
neo; oculis plumbeis. 

- Prothorax transversus, angulis anticis rotundatis, pilis 
fuscis; ferrugineus, fusco notatus. Meso-et metanotum sub- 
tota fusca, scutis interne pallido marginatis. Pectus fulvum. 

Abdomen fulvum, segmentis transversis; lamina subgeni- 
tali S lata, apice rotundata; cercis longis, foliaceis, compres- 
sis, apice rotundatis, introrsum arcuatis (fig. 7, a, b). 

Pedes fulvo-testacei, fusco pilosi; femoribus plaga basila- 


Fig. 7.* 
Nespra implexa g Nav. 
a. Extremo del adomen visto por encima. 
b. » > > delado. 


Cc. Parte anterior del ala primera. 
(Mus. de Londres). 


ri albida; tibiis ante medium albidis; calcaribus rectis, testa- 
ceis, medium primi articuli tarsorum haud attingentibus; tar- 
sis anterioribus et mediis tibia propria longioribus, poste- 
rioribus i1lli subaequalibus. 

Alae ablongae, apice elliptice rotundatae; reticulatione 
densa; stigmate fere insensibili. 

Ala anterior (fig. 7, c) elliptica, area costali prope basim 
lata, vena recurrente areolam latam claudente; subtota reti- 
Culata, venulis plerisque furcatis aut ramosis; venulis gra- 
datis basim versus in plures series dispositis; area apicali 
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lata, venulis gradatis in duas pluresve series positis; area 
subcostali venula basilari ante ortum secundi sectoris radii 
posita, aliquot venulis (3-5) ante regionem stigmaticam; se- 
ctore primo parum ramoso, secundo 6-9 ramis; cubito prope 
basim furcato, procubito ulterius; area axillari lata, reticu- 
lata. Membrana leviter fulvo tincta. Reticulatio subtota fu- 
sca. Venae ramique fortes. Venulae pleraeque anguste fusco 
limbatae, costalibus et aliquot ad alae basim exceptis. Pili 
fusci; venulis, praeterquam costalibus, laevibus. Pupillae 
plures, fuscae, interna pone primum sectorem radii, altae 
3-5 ín tres series dispositae: inter primum sectorem et se- 
cundum, interque ramos primum et secundum, secundum 
et tertium secundi sectoris. 

Ala posterior basi lata, ovalis, apicem versus sensim an- 
gustata; membrana hyalina; reticulatione pallida, ultra me- 
dium alae fusca; venulis in tertio apicali anguste fusco mar- 
ginatis; area costali simplici vel paucissimis venulis grada- 
tis ante stigma; area apicali serie venularum gradatarum, 
introrsum geminata vel triplicata; area subcostali 3-5 venu- 
lis ante stigma; sectore radii fere 7 ramis; postcubitali et 
axillari ramosis. 


Long. corp. S 15 mm. 
Long. al. ant. 19 mm. 
Long. al. post. 16'5 mm. 


Patria. Australia central: Hermannsburg, H. J. Hillier, 
año 1911 (Mus. de Londres). 


FAM. MANTÍSPIDOS 
TRIB. MANTISPINOS NAV. 


18. MANTISPA HEMICHROA Sp. NOV. 

Caput flavum; oculis aeneis; vertice antenmisque fusce- 
scentibus. 

Prothorax elongatus, flavus; prozona brevi, margine an= 
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tico medio anguloso; metazona triplo longiore, transverse 
fortiter rugosa. Meso-et metathorax ferruginei; postcutello 
testaceo. 

Abdomen flavum, segmentis intermediis apice late fusco- 
ferrugineis. 

Pedes flavi. Coxae anticae post sulcum ferrugineae. Fe- 
mora antica ferrugineo-rubra. 

Alae hyalinae, apice ellipticae; stigmate elongato, rubro 
pallido; reticulatione testaceo-rubra. 

Ala anterior 8 venulis costalibus, 11 gradatis; sectore 
radii 5 ramis ex cellula prima ortis. 

Ala posterior venulis costalibus 6, gradatis 10; sectore 
radii 5 ramis, quorum 2 ex prima cellula orti. 


Long. corp. 12 mm. 
Long. al ant. 15 mm. 
Long. al. post. 12'5 mm. 


Patria. Australia (Mus. de Londres). 

19. NECYLA EXTREMA SP. nov. 

Flava. 

Caput fuscescens; epistomate, labro, palpis, flavis; ocu- 
lis cinereis; antennis longis, flavis, apicem versus fusce- 
scentibus. 

Prothorax elongatus, pilosus; prozona brevi, linea longi- 
tudinali dorsali fuscescente; metfazona transverse rugosa, 
tlavo-testacea, triplo saltem longiore. 

Abdomen plerisque segmentis superne fascia apicali trans- 
versa, antrorsum dentata, fusca; cercis Y cylindro-conicis; 
lamina subgenitali triangulari. 

Pedes graciles; femoribus anticis mediocriter intlatis, api- 
ce fuscis; tibiis anterioribus basi fuscis; unguibus posteriori- 
bus tridentatis, dente medio multo longiore. 

Alae (fig. 8) apice subellipticae; membrana hyalina, iri- 
dea; stigmate triangulari, brevi, lato, fusco; reticulatione 
subtota fusca; costa, subcosta et radio tlavis. 
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Ala anterior area costali venulis 5tlavis; 6 venulis gradatis; 
2 ramis flexuosis; venulis marginalibus et prope axillam 
flavis; macula exigua ferruginea ad angulum axillarem. 

Ala posterior cubito ante apicem curvato, sed cum se- 
quente vena haud conjuncto; area costali 3 venulis flavis; 
5 venulis gradatis; 2 ramis sectoris. 


Long. corp. $ 11 mm. 
Long. al. ant. 85 mm. 
Long. al. post. 7'5 mm 


Patria. Nueva Guinea (Mus. de Londres). 
20. CLIMACIELLA FERROSA SP. nov. 
Caput flavum; fascia inter antennas et alia in vertice 
transversis, fuscis; epistomate 
fusco; antennis ferrugineis, pri- 
mo et ultimis articulis flave- 
scentibus, intermediis transver- 
sis; oculis aeneis. 

Prothorax fortis, fusco-ferru- 
gineus; prozona grandi; meta- 
zona angusta, paulo longiore, 


Fig. S.* 
Necyla extrema y Nav.  transverse fortiter rugosa, linea 
a dorsali duplici retrorsum diver- 


(Mus. de Londres). - 
gente e tuberculis prozonae pro- 


cedente, fusca. Meso-et metanotum ferruginea. 

Abdomen ferrugineum; superne margine postico aliquot 
segmentorum late fusco. 

Pedes ferruginei, flavido pilosi. Coxae anticae fuscescen- 
tes. Femora antica fusco-ferrugineo et flavo varia, spinis 
rubris. Tibiae anticae flavo et fusco variae. Tibiae posticae 
flavidae. Ungues intermedii et postici apice 4-7 dentati. 

Alae angustae, hyalinae, apice elliptice rotundatae; stí- 
gmate angusto, elongato, rubro-fusco; reticulatione rubro- 
fusca; area costali longa, membrana fulvo tincta, colore in 
ala anteriore basi usque ad angulum axillarem extento. 
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Ala anterior venulis costalibus 13, gradatis 16; sectore 
radii 10-12 ramis, 5 ex prima cellula ortis; furculis margi- 
nalibus 13, externis longiter petiolatis. Area subcostalis 
fulvo tincta. 

Ala posterior venulis costalibus 14, gradatis 15; sectore 
radii 10 ramis, quorum 4 ex prima cellula orti; furculis mar- 
ginalibus 14, plerisque longiter petiolatis. 


Long. corp. 17'5 mm. 
Long. al. ant. 19 mm. 
Long. al. post. 17 mm. 


Patria. Archipiélago Malayo: Bali, W. Doherty, 1903 
(Mus. de Londres). 


Zaragoza, 8 de Febrero de 1914. 
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XXIV.—Ensayo acerca de una nueva forma de prac- 
ticar los métodos indirectos en la Química Ana- 
lítica. 


POR ANGEL DEL CAMPO Y CERDÁN. 


«La labor de los investigadores no debe, pues, encaminarse á la in- 
vención de nuevos métodos indirectos, sino de aquellos nuevos recur- 
sos 6 grandes perfeccionamientos de los ahora utilizados, que, una vez 
logrados, ganarán mucho los métodos directos, y los indirectos ven- 
drán por sí solos y podrán llegar á ser los únicos métodos de lo por- 
venir.» 


(Juan Fages —Los métodos indirectos en la Química Analítica. 
Asociación Española para el Progreso de las Ciencias 
Tomo IV, páginas 260 y 261.) 


(Congreso de Valencia.) 


En el curso de una de aquellas conversaciones—de ver- 
daderas lecciones íntimas podrían calificarse —que en otro 
tiempo sostuvo con frecuencia el que suscribe con el inol- 
vidable maestro cúyas son las líneas que preceden, hubie- 
ron de germinar dos ideas, inmediatamente transtormadas 
en proyectos: una del discípulo y otra del maestro; atrevida 
la una y juiciosa la otra; pretendía el primero encontrar al- 
gún recurso que permitiera evitar, Ó aminorar al menos, los 
errores —enormes, generalmente — que con los llamados mé- 
todos indirectos se cometen en Análisis; se proponía el se- 
gundo facilitar la labor del otro, Ó hacerle desistir de su em- 
peño, presentando en un estudio de conjunto las circuns- 
tancias particulares de cada uno de los mencionados méto- 
dos, para que, puesta de manifiesto la influencia puramente 
matemática, que en el error definitivo tenía la especial es- 
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tructura algébrica de la expresión final, pudiera de la dis- 
cusión de esta última deducirse en qué casos tales procedi- 
mientos analíticos eran admisibles y en cuales otros no. 

Siguió bien pronto á estos propósitos la realidad de ese 
completísimo y concienzudo trabajo -de todos conocido —, 
que tan bien responde á su idea generatriz y cuyas últimas 
frases quedan antes transcritas; y al intentar yo hoy dar 
forma á una parte de aquel plan que me había propuesto, 
es justo que, ante la imposibilidad de someter mi intento al 
contraste del juicio depurado de aquel hombre—cuyo vacío 
tanto tardará en llenarse—, tribute á su memoria el homena- 
je de mi recuerdo. 


II 


Aparte de algunos problemas que no suelen presentarse 
á menudo en la práctica corriente del análisis, el caso más 
frecuente que suele resolverse mediante método indirecto 
es aquel en que basta un sistema de dos ecuaciones con dos 
incógnitas, que puede siempre ser representado por el si- 
guiente: 

x+y=P 
Kx=T]K y =P" 


y que, resuelto, conduce á la siguiente solución: 


pra p”. 


MR EA PEO 


Es fácil darse cuenta desde el primer momento de que 
siendo P y P” magnitudes determinadas experimentalmente, 
y, por consiguiente, con un cierto error relativo, aunque éste 
sea del orden de los admitidos en las determinaciones direc- 
tas, es muy difícil que no sufra alteración después de las ope- 
raciones aritméticas á que es preciso someter las magnitudes 
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dichas, en unión de las K y K” (que no son sino relaciones 
entre pesos moleculares ó funciones de éstos), para llegar á 
obtener los valores de x é y. 

La influencia que los coeficientes K y K” ejercen en la 
variación del error relativo final es asunto del que hay un 
comienzo de estudio, que, á mi juicio, valía la pena de pro- 
seguir, en el tantas veces citado trabajo del profesor J. Fages. 
En efecto; hay en él (*) un capítulo dedicado á tratar este pro- 
blema, donde, con motivo de una luminosa discusión, que es 
la parte más original é importante del trabajo, se hacen co- 
mentarios é indicaciones preciosos, que importa conocer á 
quien tales métodos haya de practicar. 

Ahora bien; siendo mi objeto llegar á los valores de x é y 
con el minimo error posible, y siendo el estudio general del 
problema de una gran complejidad, por el sinnúmero de 
circunstancias particulares que en cada caso concurren, 
entiendo que es más práctico acometer la cuestión en un 
caso concreto, y resuelto que sea, procurar generalizarlo; 
con este criterio, al que he llegado después de varios in- 
tentos sin éxito en sentido inverso, habré de elegir uno 
de los varios métodos más en uso, y de menos utilidad 
práctica; creo que entre, éstos puede contarse el problema 
de la determinación cuantitativa de sodio y potasio, estando 
juntos, que es el primero de que Fages se ocupa en su obra; 
de todos los métodos indirectos que para resolverlo cita, 
fijaré mi atención, de propio intento, precisamente en el me- 
nos recomendable (**), que es aquel que se funda en pesar 
primero la mezcla de ambos cloruros, transformar éstos 
después experimentalmente en sulfatos neutros y pesar de 
nuevo la mezcla de estas sales; con estos dos valores expe- 
rimentalmente determinados se procede á la resolución ma- 
temática del correspondiente sistema de ecuaciones, ó bien 


(*) Loc cit, páginas 237-255. 
(**) Loc. cit., pág. 241. 
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se aplican ya las fórmulas en que están despejadas las in- 
cógnitas, que en este caso son los cloruros. 


1 


El sistema de ecuaciones que conviene para estos efec- 
tos es, según antes ya se ha dicho, el siguiente: 


x + y =P, siendo P el peso de los cloruros; 


Kx + K' y = P”, siendo P” el peso de los sulfatos neutros; 


/, SO, Na, a 

ER CIN 1.215 
Ki za SO, K, ER 5861 x+y=P 
A A A 


K — K” = 0,0464 
x =21.5517 P” — 25.1853 P 
y =26.1823P. — 21.5517 P” (**) 


Suponiendo el profesor Fages que P estaba determinado 
sin error, y P' con un error relativo de 0,002, calculó los 
que resultarian para x é y en los dos casos siguientes, que 
son los únicos que considera siempre en todo el curso de su 
trabajo: 


OS Cl Na z yx =11.6 9/0 
si — = ——— el error relativo de ) 
y Cl K ly= 919%, 
OS Cl Na ' == Del Yo 
Sl —- == —__—_— >» » o) 2 
y 10 CI K ly= 46%, 


Aun cuando los números expuestos hablan bastante elo- 
cuentemente de la calidad del procedimiento y son suficien- 
tes para apoyar la tesis que Fages sustentaba, no creo, sin 
embargo, que sean bastantes para dar una idea completa de 


(*, Estos números son los mismos consignados por J. Fages, locu- 
ción citada, comprobados por el autor. 
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lo que el método es en sí, ni muestran tampoco el camino 
que importa seguir para corregir sus defectos; creyéndolo 
así, y siendo de importancia suma para la labor futura sacar 
todo el partido posible de esta cuestión previa, me propuse 
resolver, empleando el método que me ocupa, una serie de 
problemas cuya composición respondiera á un plan pensado 
de antemano; este plan no fué otro que el de variar en senti- 
do inverso y progresivamente las cantidades de cada uno de 
los componentes sin alterar su suma; de este modo caben 
todas las contingencias posibles y pueden verse después 
juntos los resultados para poderlos comparar. 

Preparé una disolución bien valorada de cloruro sódico y 
otra análoga de cloruro potásico, empleando para esto pro- 
ductos purísimos de Kahlbaum, de etiqueta garantizada, y 
purificados aún por mí en el laboratorio mediante cristaliza- 
ciones, precipitaciones con Cl H de 1,19 de densidad, filtra- 
ción á la trompa, desecación y ligera calcinación hasta peso 
constante; la concentración de estas disoluciones era arbitra- 
ria, pero cómoda para la preparación de problemas: conte- 
nían por 100 centrímetros cúbicos la cantidad del cloruro 
respectivo correspondiente á 5 gramos del metal; contenían, 
por consiguiente, 0,05 g. de metal por centímetro cúbico; me 
fué fácil, por consiguiente, preparar los cinco siguientes 
problemas en serie: 


Número de orden. Na K 
1 0,100 g. 0,900 g. 
2 0,300 » 0,700 » 
3 0,500 » 0,500 » 
4 0,700 » 0,300 » 
a 0,900 > 0,100 >» 


El proceder empleado en la parte práctica de la resolución 
de estos problemas ha sido el corriente, que no es preciso 
describir, ajustándome en todo á lo expuesto por Treadwell 
al tratar de la determinación cuantativa de los metales al- 


go 


calinos separadamente; únicamente varié algo en la eva- 
poración á sequedad de los cloruros, donde hice uso de 
la técnica aconsejada por E. Hauser (*) para evitar su de- 
crepitación, mediante la adición repetida de pequeñas can- 
tidades de Cl H (D=1,19) antes de la total evapora- 
ción; en la transformación de los cloruros en sulfatos neu- 
tros, adicioné cada vez una cantidad idéntica de carbonato 
amónico sólido, según la clásica técnica aconsejada por 
Fresenius, para la total destrucción del sulfato ácido. Ope- 
rando en todos los casos de modo rigurosamente idéntico 
he conseguido obtener P, ó sea la pesada de los cloruros, 
con un error por defecto de 0,02 por 100, debido, sin duda, 
á no haber evitado del todo la volatilización de aquellas 
sales durante la calcinación moderada á que hube de some- 
tarlas; el valor de P”, ó sea la pesada de sulfatos, he con- 
seguido obtenerla en muchos casos casi sin error aprecia- 
ble, y en otros con algún error por exceso, sin duda debido 
al residuo fijo de alguna de las suertes de carbonato amó- 
nico empleado —que pude comprobar era bien manifiesto 
en una de ellas —y quizá á la defectuosa eliminación de la 
sal amónica, por ser el crisol alto y estrecho, y haber usa- 
do de la temperatura con gran prudencia; como lo que me 
importaba en este caso era la constancia en el error, elegí 
para mis cálculos, no las mejores determinaciones, sino pre- 
cisamente las peores, y entre éstas, aquéllas que teniendo 
todas un error medio de 0,5 por 100, si no revelan un pro- 
digio de habilidad, sí en cambio una identidad rigurosa en 
la técnica. 

He creído, además, conveniente --esto ya dentro del terre- 
no hipotético —usar al mismo tiempo del supuesto de Fa- 
ges, y á este fin calculé también los valores de x” é y” (so- 
dio y potasio) que corresponden á una determinación exac- 
ta de P y errónea de P” en un 2 por 1.000 por exceso. He 


(*) Anales de la Soc. Esp. de F. y Q., tomo l, pág. 86. 
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aquí los resultados obtenidos, junto á los datos teóricos co- 
rrespondientes: 


Núm. de orden. Cl Na CI K P (teórico) P (experimental) 
1 0,2541 — 1,7181 1,9722 : 1,9719 
2 0,7623 1,3363 2,0986 2,0982 
3 1,2705 0,9545 2,2250 2,2246 
4 1,7787 0,5727 2,3514 2,3509 
5 2,2869 0,1909 2,4178 2,4773 


Núm. de orden. So,Naz So,¿Ks, P' (teórico) P” (experimental) P' (hipotético) 


1 0,3088 2,0052 2,3140 2,3256 -2,3186 
2 0,9264 1,5596 2,4860 2,4984 2,4889 
3 1,5440 1,1140 2,6580 2,6712 2,6623 
4 2,1616 0,6684 2,8300 2,8440 2,3356 
5 2,7792 0,2228 3,0020 3,0168 3,0080 


Los números de tipo más grueso son los que corres- 
ponden al valor teórico de P”, aumentados en un 2 por 1.000; 
las cantidades de Na y K vienen dadas por las fórmulas 
siguientes, que han servido para calcularlas: 


(Na) x” = [21,5517 P” — 25,1853 P ] 0,3934 11] 
(K) y” = [26,1823 P. — 21,5517 P"] 0,5244 [2] 


Cada una de estas fórmulas permite, en realidad, obtener 
los dos valores simultáneamente, por cuanto, obtenido el 
que la fórmula representa, puede obtenerse el otro por dife- 
rencia; estos dos pares de valores, que así se obtienen 
para x é y, están muy lejos de coincidir, como puede verse 
á coritinuación, donde aparecen los números hallados, con 
los datos experimentales: 


OA stas NON 0) Error. ao 12] Error. 
1 0,100 g. 0,1795 ROTA 0,2088 108 0, 
2 0,300 » 0,3993 32 » 0,4323 43 > 
3 0,500 » 0,6068 21,4 » 0,6467 29,4 » 
4 0,700 > 0,8209 17,2 » 0,8659 20,7 » 
5 0,900 » 1,0340 15» 0,9153 OS 
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Dedúcese de los números anteriores que el error varía de 
un modo inverso á la cantidad de sodio existente en el pro- 
blema, y que son menores los errores cometidos al calcular 
este metal mediante la fórmula [1] que cuando se obtiene 
por diferencia con la fórmula [2]. 

Los valores análogos á los anteriores que corresponden 
al potasio son: 


Número 


dea. K, puesto. K,encontrado [2] Error.  K, hallado [1] Error. 
] 0,900 g. 0,7912 11% 0,8205 9 o 
2 0,700 » 0,5617 19 » 0,6037 13,7 » 
3 0,500 » 0,3533 25,5 » 0,3932 21,4 > 
4 0,300 » 0,1341 JE 0,1691 40,3 » 
5 0,100 » 0,0847 184 >» —0,0340 134 » 


Adviértese en la tabla anterior que, como en el caso del 
sodio, varía el error de modo inverso que la cantidad de po- 
tasio existente en el problema, y, además, que no es la fór- 
mula [2] que corresponde á este metal la más apropiada 
para calcularle, sino que los valores hallados por diferencia 
mediante la fórmula [1] son mucho menos erróneos que los 
otros; de donde se deduce que basta, por lo tanto, aplicar 
esta última para resolver el problema que nos ocupa en las 
mejores condiciones posibles. Es notable que en la invero- 
símil lista de errores que acabamos de exponer aparezcan 
algunos, como el del caso 5.”, en que se encuentra una can- 
tidad negativa de potasio. 

No son mucho más satisfactorios los resultados obteni- 
dos, calculando según la hipótesis de Fages, con el valor 
exacto de P y el corregido de P”, que con tipo grueso aparece 
en la página 490. He aquí, en efecto, estos resultados: 


Dacdoa: a da oy Error. EN 2 Error. 
1 0,100 g. 0,1172 17 9% 0,1261 26 
2 0,300 » 0,3108 3,6» 0,3146 4,8 » 
3 0,500 » 0,5233 4,6 » 0,5350 7,0 > 
4 0,700 > 0,7441 6,3 > 0,7342 4,8 » 
5 0,900 > 0,9526 5,6 » 0,9806 Ue 
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PEA K, puesto. colteias [2] Error. E [1] Error. 
1 0,900 g. 0,8739 2,9 %/, 0,8828 2 
2 0,700 > 0,6554 2,08 » 0,6892 15 » 
3 0,500 » 0,4650 7,0 >» 0,4767 4,6 > 
4 0,300 » 0,2658 11,3 » 0,2559 14,7 > 
3) 0,100 » 0,0244 75 >» 0,0474 53 » 


Obsérvase aquí también el hecho de ser, en general, prefe- 
rible el cálculo del potasio con la fórmula [1] que con la [2], 
y aunque los errores relativos son mucho menores que en 
el caso experimental, no por eso son más admisibles mu- 
chos de ellos, si se tiene en cuenta el pequeñísimo error 
de 0,002 que hemos supuesto cometer en la medida de P”. 

Con ser muy instructivos los cuadros anteriores, no po- 
nen de manifiesto, tan bien el conjunto del problema, como 
si nos servimos de ellos para representar gráficamente los 
resultados obtenidos; á este fin he construido el interesante 
diagrama primero, en el que puede advertirse la estructura 
general del método en cuestión. 

Las líneas de puntos acusan los caminos ascendente y des- 
cendente que en la composición real de los problemas que 
forman la serie estudiada siguen las cantidades respectivas 
de sodio y potasio: cortando la figura por una vertical cual- 
- quiera, los puntos de intersección de ésta con las rectas de 
trazos AB y CD indicarán la composición real de un pro- 
blema de la serie, ya que la recta punteada BA representa 
las cantidades sucesimente crecientes de sodio, y la pun- 
teada DG las continuamente decrecientes de potasio; las or- 
denadas marcadas con los números de orden 1, 2, 3, 4,5 nos 
dan los problemas que han sido estudiados y que han per- 
mitido la construcción del diagrama. 

Las líneas negras finas EF y PQ están trazadas por los 
puntos que resultan con los datos supuestos por el profesor 
J. Fages, mediante las ecuaciones [1] y [2], que antes que- 
dan escritas; las líneas gruesas llenas AB y CD pasan por 
los puntos obtenidos al aplicar el sistema de ecuaciones re- 
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ferido á los valores experimentales que quedan antes con- 
signados. Las mismas verticales que pasan por los puntos 
que indican la verdadera composición de un problema nos 
muestran, al cortar á los otros dos sistemas de líneas, la com- 
posición que resulta al aplicar el método indirecto de que nos 
ocupamos, según se cometan los errores que Fages suponía, 
Ó los que el autor de estas líneas cometió realmente; cierto - 
es que siendo éstos, en gran parte, una func ón personal, 
este diagrama no tendrá valor alguno para otro operador 
diferente; pero ya puede vislumbrarse que en todo caso el 
gráfico resultante no sería otra cosa que la consabida < que 
forman las líneas negras, más ó menos aproximada á la =< 
de trazos, según fuera la magnitud y naturaleza de los erro- 
res cometidos. 

Con el diagrama á la vista es, para mí, claro y sin vacila- 
ción el camino que sería preciso seguir para hacer un estu- 
dio completo y eficaz de éste y aun de otros métodos indi- 
rectos; obsérvase, en efecto, cómo varía la posición de los 
puntos o y o” con respecto al punto 0; adviértese también 
cómo varía la inclinación de las rectas en él trazadas con 
respecto á la horizontal. Sería, á mi juicio, suficiente estu- 
diar el movimiento del ángulo AGG Óó su opuesto por el 
vértice BOD, en el plano de la figura, con la variación de 
P,P“ ó de ambas, para tener resuelto el problema en toda 
su generalidad, independiente de todo coeficiente personal. 

Esta convicción, que creo bien fundamentada, me obliga 
á hacer la afirmación de que los métodos indirectos consti- 
tuyen un problema aún sin abordar, porque su entraña no 
es química: es matemática. El día que su estudio se haga tal 
como yo lo concibo, se habrá dado, sin duda, un gran paso 
en el campo de esta parte del Análisis Químico. 

No es ahora mi objeto emprender el camino que dejo in- 
dicado, que si bien conduciría á un progreso en la Química, 
está totalmente alejado de esta Ciencia en su recorrido, que 
no es, por otra parte, empresa desprovista de dificultades; 
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así es que, reduciendo un tanto, y por el momento, la mag- 
nitud de mis aspiraciones, me concretaré á buscar un méto- 
do que, ya que no sea solución general, represente, por lo 
menos, un avance en la práctica de estos métodos y sea 
realmente una aproximación al ideal de conseguir reducir 
los errores cometidos mediante los métodos indirectos al 
orden de los cometidos en los directos. 


IV 


Ya se ha hecho notar en párrafos anteriores que la mar- 
cha del error es inversa al crecimiento de la porción procen- 
tual de cada metal en el problema; pero si deseamos averi- 
guar en qué condiciones es el error más preferible, convie- 
ne representar gráficamente aquellos resultados. Con este 
objeto ha sido construido el diagrama 2.”, que figura á con- 
tinuación: en el eje de abscisas se han tomado magnitudes 
representativas del tanto por ciento de uno de los metales 
(sodio) en cada problema de la serie; en el eje de ordena- 
das se han tomado los errores relativos del Na y K en cada 
caso, y trazadas las curvas correspondientes, bien pronto se 
apercibe la conclusión de que las condiciones más favora- 
bles son aquellas en que la composición del problema res- 
ponde al 50 por 100 de cada componente, abscisa que co- 
rresponde al punto de intersección de ambas líneas, pues 
aunque hay puntos en que el error para uno de los metales 
es menor que el correspondiente al que se acaba de indicar, 
es preciso tener en cuenta que coinciden con los máximos 
de error del otro componente. 

Siendo esto asi, cabe pensar de qué modo, ante un pro- 
blema desconocido, podríamos conseguir que se convirtiera, 
si ya no lo era, en otro que respondiera, lo más aproxima- 
damente posible, á la composición favorecida que acabamos 
de encontrar. La empresa no es imposible: supongamos que 
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en un problema de esta índole pesamos la mezcla de cloru- 
ros y sea m este peso; supongamos también, como caso muy 
desfavorable, que los dos sumandos que integran este valor 


m 9m Ñ 
son e el uno O el otro. Si preparamos nosotros 


aparte dos disoluciones conocidas de Cl Na y CI K, respecti- 
vamente, de las cuales agregamos al problema en cuestión 
100 m de cada una, nos encontraremos con un nuevo proble- 


ma, en el que habrá 100 m + ui = 100,1 m de uno de 


los componentes y 100 m + = = 100,9 m del otro; antes 


de este arreglo, la relación existente entre las cantidades de 


ambos componentes era Sn : O = 9; después de la ope- 
ración indicada esta relación es muy otra: mE LL 1,0079, 
,1 m 


cantidad, como se ve, muy próxima á la unidad. Si la relación 
entre los componentes del problema primitivo fuera menor 
que la que hemos supuesto, la existente entre los del pro- 
blema final sería todavía más ventajosa, sin duda alguna, si 
el problema tenía ya la composición deseada, ésta no sufri- 
ría alteración al reformarlo. 

Resolviendo, por tanto, el nuevo problema que nos he- 
mos procurado, tendríamos un valor de x y otro de y, erró- 
neos, sí, pero próximamente con el mismo error: ahora bien; 
¿cuál es éste? 

Averiguarlo exactamente no es empresa fácil; pero saberlo 
muy aproximadamente, sí, pues basta con resolver simultá- 
neamente con el problema en cuestión, y operando de un 
modo rigurosamente idéntico para ambos, otro problema 
formado por 100 m de C] Na y 100 m de Cl K; es decir, por 
las mismas cantidades que añadimos al problema primitivo. 

En este últimamente preparado, y que no es tal proble- 
ma mas que para los efectos de la práctica, tendremos una 
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pesada de cloruros igual á 200 m; en el verdadero proble- 
ma tenemos 201 m. Al transformar en sulfatos neutros, si 
tenemos cuidado de operar lo mismo con ambos, cosa no 
difícil llevándolos á la vez, resultará que nosotros encontra- 
remos un cierto valor en los 200 m de cloruros; y como 
podemos compararlo con el teórico, que habremos calcula- 
do de antemano, conoceremos perfectamente el error co- 
metido. No es, á mi juicio, un disparate suponer que el 
error cometido al pesar los sulfatos resultantes de los 
201 m cloruros sea del mismo orden que el anterior, y 
calculable, por consiguiente, mediante una sencilla pro- 
porción. 

En este punto cabe seguir dos caminos, que son: corregir 
la pesada de sulfatos, y aun de cloruros, en el problema, 
mediante los datos obtenidos con el que nos sirve de testi- 
go, Ó bien resolver ambos por separado y corregir después 
los valores que se obtengan para x é y. Lo segundo parece 
preferible á lo primero, puesto que sabemos que basta un 
error de 0,002 en una de las pesadas para conducir á erro- 
res de importancia, si bien es preciso confesar que sería un 
gran progreso reducir los errores que se obtendrían con pe- 
sadas inexactas en 0,5 por 100 á los que corresponderían 
á una inexactitud de 2 por 1.000. 

Sin duda que cuanto acabo de exponer supone un mayor 
trabajo y un alargamiento, acaso, de la determinación total; 
pero conviene recordar que no debe ser el apego á la bre- 
vedad lo que debe caracterizar al analista, sobre todo si ésta 
lleva aparejada la inexactitud; y aparte de que cuanto refe- 
rido queda abulta más descrito que hecho, conviene hacer 
constar que el móvil que me impulsa á estudiar este asunto 
no es el de aquellos que buscan en los métodos indirectos 
comodidad y rapidez, sino, por el contrario, el de hacer algo 
que sea á la práctica corriente lo que la Trigonometría es 
á la Geometría—si vale la frase, un tanto presuntuosa—, 
puesto que pretendo llegar, mediante artificios de cálculo, 
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adonde no pueden aproximarse apenas los medios materia- 
les de trabajo. 

El procedimiento que acabo de exponer tiene, sin embar- 
go, un grave inconveniente, y es que, á poco que valga m, 
las cantidades que es preciso manejar se salen de lo co- 
rriente y llegan con facilidad á ser de manipulación engo- 
rrosa é imposible, aumentando las probabilidades y cuantía 
de los errores experimentales, cayendo, en fin. en el tropie- 
zo que se trata de evitar. Basta fijarse, en efecto, que si 
m = 0,25 g., cosa muy puesta en razón, teniendo que aña- 
dir 25 g. de Cl Na + 25 g. de CI] K, ó sea 50 g. en total, 
ni aun con los crisoles de análisis más grandes puede in- 
tentarse la operación; claro es que la cosa es posible, pero 
con material adecuado. Acaso en problemas de otra índole 
que el concreto, á que en este trabajo me refiero, no se pre- 
sente esta dificultad; pero en éste precisamente existe, sin 
duda alguna. 

Ante esta contrariedad, dos recursos caben: es el uno re- 
ducir la toma de problema á su décima parte, cosa no siem- 
pre factible ni conveniente por cuanto el error absoluto que 
se obtenga afectará más al problema siendo éste pequeño, y 
será muy fácil después multiplicar los errores; es el otro re- 
ducir á la décima parte la cantidad añadida, ó sea el proble- 
ma testigo, toda vez que, aun siendo m = 0 

10 10 
añadiendo 10 m de cada componente, el problema resultan- 


ao 


te estará formado por 10 m + a = 10,1 m y por 10 m 


de e =— 10,9 m; cantidades cuya relación 10,9 m: 10,1 m 
= 1,09 es aún bastante aproximada á la unidad. (Con 
9 por 100 de error contra 8 por 1.000 solamente en el caso 
anterior.) 

Antes de pasar adelante, confrontemos con la experiencia 


la utilidad y valor de estas consideraciones teóricas; para 
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esto expongo á continuación el detalle de la aplicación de 
los razonamientos anteriores á algún ejemplo práctico: 


Cl Na = 0,0628 g. 
Cl K = 0,0228 » 
0,0256 » = suma total. 


A: Sulfatos currespondientes á la suma anterior. . 0,0297 » 


Composición real del problema...... 


alone da contrallos Pesada de cloruros . 0,0256 » = P, 
aa —  — sulfatos.. 0,0298 »= P”, 
ClNa= 2,5 g. 
Problema testigo: Composición real... (1 K = 2,55 » 


| 
| 5,0 >» = suma total. 
B: Sulfatos que le corresponden: = 5,9254 g. 
Pesada de cloruros. 4,9998 g. = P, 
— - — sulfatos. 5,9431 » =P”, 


C / Problema suma: Valores encontra- f Pesada de cloruros. 5,0252 » = Py 
CAOS A raES ANA: = - — sulfatos. 5,9128 > =P”, 


Valores encontrados............. 


Apliquemos ahora á estos tres pares de valores experi- 
mentales las fórmulas ya antes citadas: 


x = 21,5517 P” — 25,1853 P 
y = 26,1823 P_ — 21,5517 P” 


y nos resultan los siguientes números: 


jx, = 0,0003 (Cl Na) 1 x, =2,1623 (Cl Na) 1 xy = 2,1627 (Cl Na) 
A) y, =0,0259 (CIK) PB) y,= 2,8225 (CIK) Ur y, = 2,8474 (CI K) 


El grupo de valores Á corresponde al problema primiti- 
vo, resuelto tal cual es. 

El grupo de valores B corresponde al problema testigo. 

El grupo de valores C corresponde al problema suma de 
los anteriores. 

Ahora bien; los valores A, que han sido calculados para 
comparar con los demás, muestran, por si hacía falta algún 
convencimiento mayor, que los métodos indirectos, tal cual 
están hoy, son frecuentemente inaplicables; veamos qué ha- 
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cer con los valores de B y C: podemos suponer que, ha- 
biendo añadido una cantidad 100 veces mayor que la que 
de cada componente había en el problema, y conociendo 
por B el error que corresponde á estas cantidades añadi- 
das, todo el error cometido en el problema complejo C iría 
á parar á aquéllas, y restando simplemente los valores de 
ambos grupos tendríamos las cantidades puestas en el pro- 
blema primitivo; veamos, pues: 


Diferencias C-B. Cantidades existentes. 
CN X, — X, = 0,0004 g. 0,0028 g. 
CEE... Ya = Ya = 0,0249 » 0,0228 > 


La simple inspección de los números anteriores hace 
comprender cuan alejada de la verdad está la primera hipó- 
tesis apuntada; los números encontrados, con ser mejores 
que los de A, son tan inadmisibles como ellos y no mere- 
cen el aumento de trabajo hecho. Entonces razonemos del 
modo siguiente: 

En el grupo B-se ha encontrado para Cl K la cantidad de 
2,8225 g., siendo así que el número exacto es 2,5 g.; se ha 
cometido, pues, un error absoluto de 2,8225 — 2,5 = 0,3225 
por exceso; es decir, que restada esta última cifra de la en- 
contrada, tendremos la exacta. Pues bien; parece legítimo 
que se pueda decir lo siguiente: Si al obtener 2,8225 Y. se 
ha encontrado un exceso de 0,3225, cuando se hallan (como 
en C) 2,8474 g., habrá un exceso proporcional. Planteada y 
resuelta la indicada proporción, se encuentra, como término 
de corrección para yz, el número 0,3253, y verificada la 
sustracción, nos encontramos y¿ — 0,3253 = 2,5221, des- 
contando del cual los 2,5 g. añadidos, nos da, para el pro- 
blema primitivo, un valor y = 0,0221, en vez de 0,0228; el 
error aún es grande, pero parece indicar que está en el 
buen camino. En él proseguiríamos si no fuera porque el ra- 
zonamiento anterior, aplicado á x, conduce al término de co- 
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rrección 0,3378, que sumado con xz, da 2,5005, y un va- 
lor, por tanto, de 0,0005 para el problema primitivo. Po- 
dría tal vez suponerse que se trataba de un error en las 
pesadas ó en los cálculos; pero, no: he repetido el razona- 
miento con otra porción de problemas, y unas veces se han 
encontrado valores satisfactorios y otras no, como puede 
verse en la lista adjunta, y esto prueba que hay algo no 
bien fundado en lo que antes queda dicho. 


Cantidades puestas. Cantidades encontradas. 
0,0278 g. 0,0261 g. 
0,2281 » 0,2272 » 
0,3420 > 0,5730 » 
0,2770 » 0,2780 » 
0,2559 » 0,2306 » 
0,8200 > 0,9900 >» 


Meditando bien lo hecho, tal vez se encuentre un asomo 
de explicación en lo siguiente: se parte de la base del error 
absoluto cometido en B, donde x, é y, tienen dos valores 
reales iguales en todos los casos, y donde los errores que 
se encuentran, son también próximamente iguales y de sig- 
no contrario mientras que en C los valores reales de xz é y, 
no son iguales entre sí, sino que existe entre ellos forzosa- 
mente una pequeña diferencia, y al calcular la proporción 
anterior, obtendremos términos de corrección que conduci- 
rían á supuestos valores reales de las incógnitas, próxima- 
mente equidistantes de la media aritmética, lo cual solamen- 
te será aproximado á la verdad en casos particularísimos y 
probablemente sólo para una de las incógnitas. 

Si esto fuera así, parece deducirse como consecuencia que 
sólo podríamos fundar proporcionalidades entre problemas 
de composición muy próxima, y el que conocemos, que es 
el testigo por su especial construcción, es muy raro que sea 
tan próximo como las circunstancias exigen al problema 
que nos preparamos; planteada así la cuestión, parece que 
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nuestra primera idea no puede tener fácil solución, á no ser 
que conociéramos de antemano y aproximadamente la com- 
posición del problema primitivo, cosa que, dicha de pronto 
parece rayana en lo imposible y tocando en lo absurdo. 
Sin embargo, antes de abandonar la cuestión, pensemos 
bien si es tan imposible la cosa como á primera vista parece. 


V 


Si conocemos el peso de una mezcla de cloruros sódico y 
potásico no podemos por sólo este dato deducir el valor de 
los sumandos que la integran, ni es éste tampoco el problema 
que aparece planteado al final del capítulo anterior; serían, en 
efecto, infinitas las soluciones posibles, y sería, ciertamente, 
un desatino pensar en ello. Pero si además conocemos el 
peso exacto de los sulfatos neutros á que la conveniente 
transformación de aquellos da lugar, entonces el problema 
no tiene mas que una solución posible, como corresponde 
á poderse resolver, al menos en teoría, mediante un sistema 
de primer grado. Ahora bien; no hagamos uso, por el mo- 
mento, del cálculo, el cual ya sabemos adónde nos conduce, 
y veamos si es posible una solución gráfica. 

Para esto fijémonos en la serie de problemas que fué an- 
tes objeto de estudio, y coloquemos sobre un eje de absci- 
sas (véase el diagrama 3.) la cantidad por ciento que de uno 
de los componentes (sodio, por ejemplo) existe en cada uno 
de los problemas de la serie; tomemos como ordenadas las 
cantidades totales de sulfatos neutros que corresponden teó- 
ricamente á cada una de las mezclas que forman los proble- 
mas en cuestión. Bien pronto se echa de ver que todos los 
puntos caen rigurosamente sobre una recta que nos indica 
la variación de los sulfatos con la variación de composición 
de las mezclas posibles para un mismo peso de conjunto. 
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Un diagrama análogo podría construirse tomando como 
abscisas, no las cantidades procentuales de uno de los me- 
tales, sino de uno de los dos cloruros. 

Siendo esto así, se podría, escogiendo una escala conve: 
niente, deducir perfectamente de la pesada de sulfatos la 
composición del problema, por cuanto para construir pre- 
viamente el diagrama nos bastan dos puntos y sería de fá- 
cil trazado Existe la dificultad de que esta línea se refiera 
á un valor exacto, y experimentalmente es difícil llegar á él» 
Ó, por mejor decir, imposible. 

Pero he aquí que podemos salir al paso de este obstácu- 
lo recordando el artificio del capítulo anterior, es decir, co- 
rrigiendo primero la posible desigualdad de los dos suman- 
dos constitutivos del problema, mediante la adición de una 
cantidad de cada uno igual á diez veces aquél, y preparan- 
do después un problema testigo, que en este caso sólo nos 
servirá, no para calcular x é y, sino para ver el error relati- 
vo cometido, que podemos suponer igual al cometido en el 
problema corregido, y en vista de ello deducir en qué se 
convierte P”,, que es el dato que hasta ahora nos importa 
conocer lo mejor posible para del gráfico correspondiente 
deducir la composición aproximada, por lo menos, del pro- 
blema primitivo; una vez logrado esto, lo demás que hay 
que hacer se deduce fácilmente. 

Antes de explicar esto más claramente ante un ejemplo, 
debemos hacer notar que la única hipótesis que ahora va- 
mos á utilizar está bien fundada: esta hipótesis se reduce á 
creer que el error relativo cometido al determinar P”z es el 
mismo que el que se comete al determinar P”,. En efecto; 
las cantidades respectivas de cloruros que les originan son 
21 m y 20 m, teniendo aquí las letras el mismo significado 
que en el capítulo anterior; el error por ciento será el mis- 
mo, puesto que se opera á la vez y rigurosamente del mis- 
mo modo, y porque es un principio fundamental del análisis 
«que la exactitud de la medición analítica es independiente, 
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dentro de ciertos límites, del valor absoluto de la magnitud 
medida» (*); las cantidades son aquí bastante próximas 
para que se consideren comprendidas entre esos límites 
que, desgraciadamente, para el analista no están: determi- 
nados exactamente nunca, no obstante serle de rigurosa 
precisión el conocerlos; únicamente importa que la com- 
-posición del testigo sea lo más parecida al problema que 
se pueda, y esto podemos hacerlo, también dentro de 
ciertos límites, por cuanto conocemos la composición apro- 
ximada de aquél, dada por el gráfico. Ocurre, además, que 
los errores absolutos que en las determinaciones de P y P' 
pueden cometerse se reducen á cantidades muy pequeñas, 
operando con algo de cuidado, y como ahora no es preciso 
Operar con ellos á ciegas, como antes, no hay que temer su 
perjudicial agrandamiento. 

Dicho lo que antecede, como preámbulo necesario, -pro- 
cedamos á explicar la reforma del procedimiento mediante 
un ejemplo: 

Sea una mezcla de cl Na y CIK que pesa 0,2558 g. 

Antes de continuar experimentalmente, procedamos á des- 
componer este número de tres maneras diferentes, una in- 
termedia y dos extremas: 

Primera, que la relación entre las cantidades de Cl Na y 
C1K sea la de 1: 10; 

Segunda, que he relación entre las cantidades de ClNa y 
CI K sea la de 1: 

Tercera, que la o entre las cantidades de Cl Na y 
C1 K sea la de 10: 1, 

y nos resultarán los siguientes tres problemas: 


Cl Na = 0,0232 Cl Na = 0,1279 
| ú p Núm. >. 
Cl K = 0,2326 Cl K =0,1279 
CI Na =0,2326 
l Núm. 
“Cl K = 0,0232 


(*) J. Fages., loc. cit., pág.-245. 
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Calculemos ahora la cantidad de sulfatos que cada uno 
de estos tres problemas podría originar; cálculo fácil, sa- 
biendo que 


1 de Cl Na = 1,21501 SO, Na, 
1» Cl K = 1,15517 SO, K, 


y nos resulta: 


,0282 0,1554 
Núm. 1.4 | 0,2969 2. Núm. 2. ; [0,3031 g. 


0,2687 


, 
o 


0,2826 
Núm. 3. 0,3094 g. 
,0268 
Con las tres cantidades que están fuera de los corchetes, 
y los tres valores correspondientes de Cl Na construyamos 
el diagrama 4.%; nos bastaría realmente con los dos extre- 
mos; pero el central se necesita calcular para lo que más 
adelante habrá ocasión de explicar, y sirve en todo caso de 
comprobación. 
Cada punto de la recta que resulta corresponde á un pro- 
blema diferente, cuya composición nos da, puesto que, en 
efecto, su ordenada indica sobre el eje de abscisas la canti- 
dad de ClNa en miligramos, y restando este número de 
0,2558 se obtiene la de Cl K. 
Hecho esto, continuemos con el problema: le añadiremos 
2,5 g. de cada uno de los cloruros, con lo que obtenemos 
una pesada 
P, = 5,2557 g., 

que transformados en sulfatos neutros nos dan 
P”, = 6,2405 g., 

que 3on datos experimentales. 

Pero los 5 g. de cloruros añadidos, transformados aparte, 
como problema no testigo, sino auxiliar, producen un peso 
deENSUltatos den it pra hacias lao NS E 
siendo así que su valor teórico es de. 5,9254 » 


Se ha cometido, por tanto, en la 
determinación de P”, un error de..... 00: 
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que corresponde á 0,28 por 100, por exceso, de la cantidad 
encontrada; corrijamos ahora P”¿, descontándole, según he- 
mos convenido, ese mismo tanto por ciento; el 0,28 por 100 
de 6,2405 es 0,01752, y 6,2405 — 0,0175 = 6,2230; si de 
este número restamos aún el valor teórico de P”,, tendre- 
mos 6,2230 — 5,9254 = 0,2976; número que deben repre- 
sentar los sulfatos teóricos del problema primitivo. 

Llevemos ahora este número al diagrama, y buscándole 
en el eje vertical, corresponde á un punto cuya ordenada 
marca en su pie, 35,5 mg.; es decir, que el problema que 
pretendemos resolver se aproxima á la composición si- 
guiente: 


la Na = 0,0355 g. 
Edel K =0,2203 > 


Sólo con este artificio se consigue ya un resultado muy 
superior al conseguido por el procedimiento ordinario, has- 
ta el punto de que bastaría con lo hecho en muchos casos 
para tener resuelto el problema con un error insignificante; 
pero aún se puede ir más allá; en el caso presente la verda- 
dera composición del problema es: 


Cl Na =0,0365 g. 
Cl K =0,2193 » 


lo cual comprueba la aserción que acabamos de hacer; pero 
prosigamos. 

Fijemos nuestra atención ahora en los tres problemas si- 
guientes: 1.”, el de composición media núm. 2, que antes es- 
tablecimos al hacer el gráfico; 2.*, el que nos hemos encon- 
trado en el gráfico, cuyos datos E anteceden; 3.”, el verda- 
dero problema práctico que venimos resolviendo. 

Los dos problemas auxiliares, que sin existencia real de- 
jamos indicados, los resolveremos, como es consiguiente, en 
el papel, puesto que conocemos el valor P de ambos, que 


A 


14 


es el mismo para todos, y el P”, Ó sea los sulfatos, los po- 
demos calcular y corregirlos después, aumentándoles su0,28 
por 100. En ambos haremos uso de la consiguiente adición 
á cada m de cloruros, 10 m de cada uno. De este modo te- 
nemos los siguientes valores, experimentales los últimos, y. 
calculados los de los dos primeros renglones: 


Calculados. 
Problema medio ó núm. 2: ..... P, = 0,2558 g. P”, = 6,24590 
— aproximado E: ..... P, =.0,2598 » “P% ="6,24047 


Experimentales. 


— Propuestos aos Ba 02099572 0240908 


Apliquemos á estos tres pares de valores las fórmulas 
del método indirecto para obtener x é y, y resultará: 


Núm, 2. ES Problema, 
x, = 2,24090 x, = 2,12372 x= 212 ASA 
y, = 2,99938 y, = 3,11656 ya = 3,11594 


Obtenidos estos números, notaremos que nos son conoci- 
dos los valores reales de x, Xx», Y, y»; para conocer los que 
corresponden á X;, é yz, razonaremos del siguiente modo: 


Valores encontrados: x, = 2,2409 ... x, = 2,12372 ... xz = 2,12434. 
verdaderos A O LIS (EE) 


(Recuérdese que todos tienen un exceso de 2,5 g. de 
Cl Na.) 
Pues bien; debe verificarse sin duda alguna, que 


A X, —X, =0,11718 — x,— xz =0,11656 
Xy —X' a  X1—() x', —xX'”, = 0,0924 E) 0091 
de donde 
(2) =x'", — 0,0919 


Ó sea 


O 


y descontando los 2,5 g. añadidos, resulta para el valor de 
x en el problema primitivo, ó sea para la cantidad de Cl Na, 
el valor de 0,0360 en vez de 0,0365, que es el verdadero; 
el error cometido puede, sin duda, parangonarse con el de 
las determinaciones directas, bastante exactas. 

Haciendo un razonamiento análogo al antericr, se tiene 


para y: 


Valores encontrados: y, = 2,99938 ... y, = 3,11656 ... y¿=3,11594. 
ELA EOS OD 2 120305 y (0) 


Yo LE Yi 2% Ya a Y3 0,11718 SV 0,00062 


yo —y', Y. —y'; 0,0024 — y”,—y'y 
y/, — y”, = 0,00048 
de donde 


y'¿ = 2,7203 — 0,00048 = 2,71982 


y descontando de este valor los 2,5 g. de Cl K añadidos, 
resulta para el problema primitivo y = 0,2198 en vez de 
0,2193, que es el verdadero, siendo en este caso el error 
cometido perfectamente comparable al de los mejores méto- 
dos directos. 

Realmente, conocido el tanto por ciento de error cometi- 
do en las determinaciones experimentales de P y P”, cual- 
quier otro problema que posea los valores de P y de P”, 
con igual error nos puede servir como problema auxiliar 
en vez del obtenido como aproximado en el gráfico, to- 
mando siempre como punto de partida el problema me- 
dio; así hemos calcalado los valores de P y P”, que corres- 
-ponderían á dos problemas cuya composición está bastante 
alejada de la del problema propuesto; tales son los si- 
guientes: 


A dEl Na = 0,0470 g. la Na = 0,0852 g. 
Cl K = 0,2088 » Cl K =0,1706 > 
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que resueltos en la forma que detallada queda en el ejem- 
plo anterior, conducen á los siguientes sistemas de valores: 


ñ po = 2,2409 XI AASSTS Xx = 2,12434 
x”, =2,6279 Xx”, = 2,9470 == ? 
A a = 2,99938 Y, = 3,1021 Ya == A IOgA 
Vi == 2021 y", = 2,7088 Ma= 0% 
E = 2,2408 SES SO) X¿ = 2,12434 
B 
OZ O 2 ISI A ? 
= a = 2,99938 Y, = 3,05469 Ya = 3,11594 
Wa 2 o y”, = 2,6706 Va = ? 


(Las letras acentuadas representan valores verdaderos; 
las no acentuadas valores obtenidos mediante la aplicación 
de las fórmulas.) 

Operando con estos sistemas de valores, en la forma des- 
crita anteriormente, se obtienen las siguientes soluciones 
del problema primitivo: 


Cl Na = 0,0361 g. 
Cl K = 0,2197» 


Cl Na = 0,0370 g. 


Según Al 
Cl K = 0,2188 » 


Según Bl 


que, como se ve, son igualmente satistactorias que las pri- 
meramente obtenidas, puesto que 


Cl Na = 0,0365 
CIRIO 2103: 


Queda todavía una duda por resolver, y ésta es la siguien- 
te: corregidos los valores experimentales en la forma que 
se ha hecho para aplicar todo el método de cálculo que que- 
da antes descrito, ¿no se obtendrían números semejantes á 
los encontrados, ó quizá mejores, aplicando las ecuaciones 


== BS) = 

propias del método á estos valores corregidos? Se compren- 
de que cuando P y P' sean erróneas se obtengan errores en 
los resultados; pero la corrección hecha en estas magnitu- 
des, ¿no puede ocurrir que conduzca á los valores exactos, 
ó, al menos, más aproximados de x é y? La forma mejor de 
contestar á estas preguntas es la de practicar las operacio- 
nes en el sentido que ellas indican y comparar los resultados: 

La suma de cloruros, Ó sea P, vale, como sabemos, 
0,2558 g.; los sulfatos que como número exacto se obtuvie- 
ron tras una corrección fueron (véase la pág. 509) 0,2976, 
que es P”. Aplicando las fórmulas de la página 487, se ob- 
tienen los siguientes valores: 


(Cl Na) x = — 0,0286 g. (CI K) y =0,2836 g. 


Lo absurdo de los resultados obtenidos me obliga á de- 
tallar en este caso las operaciones hechas. 
Las fórmulas son: 


x = 21,5517 < 0,2976 — 25,1853 =< 0,2558. 
x = 26,1823 =< 0,2558 — 21,5517 =< 0,2970. 
Cálculo de x: 


Log. de 21.5517 = 1.333481 
»  » 0,2976 = 1.473633 


Suma... =0.807114 que corresponde al número 6,41377 
Log. de 25.1853 = 1.401147 


» » 0,2558 = 1.407901 
Suma... = 0.809048 que corresponde al número 6,44240 


Diferencia del primero — el segundo = — 0,02863= x 


Cálculo de y: 
Log. de 26.1823 = 1.418008 
>  » 0,2558 = 1.407901 


Suma. . =0.825909 que corresponde al número 6.6974 
De este último número hay que restar el antes calculado 6.41377 


Diferencia entre ambos = 0.28363 = y. 


A 


No cabe duda, por tanto, acerca de los resultados en 
cuestión, ni tampoco de la necesidad de proceder de un 
modo diferente á como se ha practicado hasta aquí; esta ne- 
cesidad y la diferencia entre el proceder antiguo y el pro- 
puesto en las precedentes páginas salta más á la vista ante 
el siguiente resumen que del problema anterior puede 


hacerse: 
Hallad Idem Ide e 
Composición real porel con los el as pa pueda MS 
posea método datos el er de los tres 
corriente. | corregidos.| gráfico. 1,9 2.0 3.0 | últimos. 
Cl Na = 0,0365 g.| — 0,0201 | —0,02%6 | 0,0355 [0,0360 0,0361 0,0370/ 0,0363 
Cl K = 0,2193 » 0,2550 0,2836 | 0,2203 |0,2198 0,2197 0,2188| 0,2194 


En vista del éxito conseguido en el ejemplo anterior, he 
aplicado el procedimiento á otra multitud de casos, siempre 
con resultados satisfactorios, y me he convencido de que, 
efecio, se obtienen siempre que se procede con cuidado; con 
objeto de asegurarme de que el error cometido en el proble- 
ma arreglado y en el auxiliar al determinar sulfatos era el 
mismo, he hecho algunas veces varias determinacionas, re- 
pitiendo las pesadas y los tratamientos, tomando el valor 
medio de los mismos; para mayor seguridad aún, en yez de 
resolver en la práctica un problema que contuviera 20 m de 
cloruros (supuestos 21 m en el problema primitivo corregi- 
do), he procurado obtener uno cuya composición fue- 
ma 10,5 m de Cl Na + 10,5 m de CI K, con lo que la apro- 
ximación es mayor. Conviene advertir que estas cantidades 
del problema conocido no hace falta que sean riígurosamen- 
te 19 veces mayores que las del problema primitivo, sino 
que basta que lo sean con la aproximación mayor que la 
forma primitiva consienta en forma cómoda; así en el ejem- 
plo anterior y otros en que los cloruros pesaban 0,2558, se 
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tomaron 25 y de cada componente, cosa fácil teniendo pre- 
paradas soluciones conocidas cuya concentración pueda re- 
presentarse por una unidad de un orden próximo al que se 
necesita, 10 por 100 y en el caso actual, con lo que Dasta 
tomar 25 c.c. para tener la cantidad deseada. Claro está 
que estas consideraciones permiten introducir en ellas cier- 
variaciones que deben deducirse en cada caso particular, 
teniendo en cuenta el volumen de las masas á manejar la 
duración de las evaporaciones y otra porción de datos prác- 
ticos que conviene no perder de vista desde el primer mo- 
mento. G 

He aquí algunos de los problemas que han sido resueltos 
de la misma manera que el anterior: 


a Na Idem encontrada. a K Idem encontrada. 
0,0426 0,0422 0,2132 0,2136 
0,1462 0,1460 0,1096 0,1094 
0,0278 0,0276 0,2281 0,2267 
0,2869 0,2857 0,1909 0,1899 
0,2541 0,2545 0,2237 0,2216 


 _RQOr AAA 


vI 


Parece natural, que dados los buenos resultados obteni- 
dos por el nuevo procedimiento, tratara de confirmarlos, 
aplicándolo á otro sistema de ecuaciones que no fuera aquel, 
para el cual ha sido buscado; creo que no es atrevido el de- 
cir que el método antes estudiado ha sufrido una completa 
transformación, conviertiéndole de un método en absoluto 
inaplicable en otro aceptable por el más escrupuloso, y vale 
la pena de ver si aquel artificio sólo allí da tan buenos re- 
sultados, ó es aplicable por el contrario á cualquier otro de 
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los métodos indirectos, como se ve tan con justicia cri- 
ticados. 

Con este fin me he fijado en uno de los buenos métodos 
indirectos para ver si él por sí conduce á mejores Ó peores 
resultados que el procedimiento, nuevo que yo sepa, que 
acabo de establecer. 

El procedimiento elegido para esta prueba se refiere tam- 
bién á la determinación conjunta de sodio y potasio, pero 
pesando cloruros y determinando luego el cloro total gravi- 
métrica ó volumétricamente. He adoptado como más cómo- 
da la determinación volumétrica, según Volhard, con la mo- 
dificación de Rothmund y Burestaller, relativa á calentar y 
agitar una vez añadido al problema el exceso de No, Ag va- 
lorado, con objeto de aglomerar el cloruro y evitar la adsor- 
ción del sulfocionato; el error en estas condiciones desapa- 
rece en efecto, ó bien se disminuye mucho. Tiene este mé- 
todo la ventaja sobre el anterior de que se puede operar con 
cantidades mayores, sin que por ello haya tantos trastornos 
como en el caso precedente. 

Las ecuaciones que corresponden á este método son las 
siguientes: 


x + y =P, siendo P, como antes, el peso de los cloruros. 


Kx + K'y =P”, siendo P” el cloro total. 


Cl 
O = = 0,6069 | K—K'=0,1308 
Ci Na 
Cl 
KU= = 0,4752 
Cl K 


Resuelto el sistema de ecuaciones conduce á los siguien- 
tes valores: 


(Cl Na) x= 7,6452 P” — 3,6330 P. 11] 
(CIK)  y= 4,6330 P — 7,6452 P”. [2] 
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En la hipótesis del profesor Fages — ya tantas veces re- 
petida—resulta (*) lo siguiente: 


EX Cl Na x= 1,8 %0 
si — = , el error relativo de 
y Cl K y =1,4% 
AX Cl Na x= 10%, 
si — = ———, el error relativo de 
y 10 CIR y =0,89/0 


Como se ve, comparando estos datos de Fages con los 
de la página 487 correspondientes al otro método, se com- 
prende que éste es ya de otra, más aceptable calidad. 

Entre los varios ejemplos á que el método en cuestión ha 
sido aplicado, elegiremos uno resuelto también por el mé- 
todo anterior, y como allí daremos su descripción detallada, 
exponiendo al final los resultados de los demás. 

Trátase como antes de un problema tal, que la pesada 
de cloruros es igual á 0,2558 gr., número que acusado por 
la balanza tomaremos como exacto y que en este caso lo es 
realmente. 


PRIMERA PARTE: 


Cl Na = 0,0426 


Cl K =0,2132 Composición real del problema. 


0,2558 Peso real de los cloruros; peso encontrado....... = 020 =19 (8) 
0,12723 Cloro total teórico. 
Cloro total encontrado (volumétricamente): 1.? vez. 0,12740 
DE pa EY 0213112 (b) 
OTE UN 


Las fórmulas que es preciso aplicar son las [1] y [2] de 
la página anterior. 


(*) Juan Fages; loc. cit., pág. 217. 
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- Cálculo de x: 


log 7,6452 = 0,883388 
log P” (b) = 1,105067 


J 


suma = 1,988455 que corresponde al n. 0,97376 (0) 
log 3,6330 = 0,560265 | Eo 
log P (a) = 1,407901 y = 0,04444 


suma = 1968166 que corresponde al n.* 0,92932 


Cálculo de y: 


log 4,6330 = 0,665862 
log P (a) = 1,407901 


suma = 0,073763 que corresponden al a.* 1,18512 


y =0,21136 
sustrayendo el valor (c) 0,97376 
SEGUNDA PARTE. — Problema auxiliar: 
(Nar=2 510: : 
5 20 E | Cloro total teórico de su suma....... = 2,10537 g (d) 


Cloro encontrado (media de 3 ensayos) = 2,7089 » (e) 


El error cometido es, por tanto, = 2,7089 — 2,70537 
= 0,00353, 6 sea 0,13' por 100. | 


Problema primitivo + el auxiliar: 


Cloruros = 0,2558 (a) | | 
Añadidos: 5.0000... UA 3123998 Edu: 


Cloro total encontrado = 2,83629 = P”, 


En efecto: disueltos estos cloruros en 250 c. c. de H, O se toman 
10 c. c. para cada ensayo, se añade un exceso de NO, Ag y se 


determina el excedente con sulfocianato: resultan necesitarse cada 
vez, para saturar los cloruros puestos, 31,99, 31,98,-31,99, 32,0, 
32,0 c. c; siendo 0,003546 la cantidad de Cl existente en un c. c. de 


una solución En resulta, multiplicando por el número de c. C. gas- 


tados, los siguientes valores: 


9,113447 + 

0,113411 

0,113447 ) media = 0,1134518 
0,113472 

0,113472 


y por lo tanto, en los 250 c. c. habrá en total 


0,1134518 < 25 = 2.83629 g. de cloro. 


Aplicando las fórmulas [1] y [2] se obtienen, usando los 
valores P, y P”,, la siguiente solución del problema corregido: 


(Cl Na) x, = 2,58963 (Cl K) y, = 2,26618. 


TERCERA PARTE: 


Construyamos el diagrama 5.” en la forma ya explicada, 
que representa la variación del cloro total con la de uno de 
los componentes, Cl Na en este caso; tomemos dos proble- 
mas de referencia: uno el central 


Cl Na = 0,1279 
Cl je dra 0,1279 Cloro total teórico = 0,13840 (h) 


y otro el siguiente: restemos de P,* su 0,13 por 100, que 
es 0,00369, con lo que quedará 2,83260, y de este número 
el (d) de la página anterior, queda para valor teórico del cloro 
total 0,12723, que, llevado al eje vertical del gráfico corres- 
pondiente, nos señala un punte que corresponde á un pro- 
blema, cuya composición es: 


Cl Na = 0,0420 
Cl K = 0,2138 


valores que constituyen una primera y excelente aproxima- 


da 


sz 
0y21 
BW =wu y - eEpzauY YP ÓSEO Yo SUASIX) EN ID AP SOPLOIue) 09 
08 
A 
3 
Se 
Á 02 
Q 
SS 0» 
| S 
o e 09 
10 ES 
> 08 
| Si 
SÁ 0071 
y 
3 02 
S 
IN 07 
y 
DS 09 
08 
008! 


02 


Diagrama 5." 
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ción; podrían tomarse ya, como una solución del problema. 


Cloro total teórico = 0,12715 (m). 


Sumemos á los números (h) y (m) el valor (d), con lo 
cual se convierten, respectivamente, en: 


0,1384 + 2,70537 = 2,84477 y  0,12715 + 2,70537 = 283252 


que, aumentados en su 0,13 por 100, dan lugar á los nú- 
meros: 


2,84847 =P”, y 283620 =P”, 


como el valor de P es el mismo P, antes obtenido, pode- 
mos sustituir en las fórmulas [1] [2], con lo que resulta: 


(Cl Na) x, = 2,68275 (CI K) xy = 2,58898 
y, = 2,51356 Ya = 2,66683 


Designando por letras acentuadas los valores verdaderos 
correspondientes á los calculados anteriores, se obtienen las 
series siguientes: 


$ 258003 de 0 X, =2,68275 ..... Xx; = 258898 
ld el x', = 262790 ..... x' = 2,5420 
Va AI ee == Ae y, = 2,66683 
SI Y y, = 2,6279 ..... y”, = 2,7138 


En las cuales debe verificarse evidentemente: 


A, y, 


1) AA A Vo Ye EA 


0,09377 0,09312 


008597 NE 
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de donde 


Xx =x”", =0/0851 y x', = 2,6279 — 0,0851 = 2,5428 
y sustrayendo los 2,5 añadidos queda 
Cl Na = 0,0428 


Del mismo modo: 


0,09327  0,00065 
0,0859 —— y'¿—y', 


ys — y," = 0,00059 y”, = 2,7138 — 0,00059 = 2,71321 
descontando 2,5 se obtiene 


ClK'=0,2132 


Los resultados, verdaderamente asombrosos, que acaban 
de obtenerse, se explican, hasta cierto punto, si se tiene en 
cuenta que este modo de determinar sodio y potasio, es se- 
gún ya al principio se indica, mucho mejor que el primera- 
mente considerado, y ya allí eran números excelentes los 
obtenidos; sin embargo, de esto y de haber en la entraña 
del procedimiento una compensación de errores bastante 
considerable, son estos números iguales, exactos á los teó- 
ricos, de los que más bien dejan poco satistecho que otra 
cosa al espiritu; basta, en efecto, con fijarse en el resumen 
del problema para ver que se ha ido más allá de lo corriente. 


— — AAA 


Encontrada Idem pesando | Idem midiendo 
Composición real Idem mediante cloruros cloruros 
por el método y sulfatos. y cloro total. 
del problema. corriente. el gráfico. (método nuevo)|(método nuevo) 
Cl Na = 0,0428 0,0444 0,0420 0,0422 0,0428 
ClAK+=/0/2132 0,2113 0,2138 0,2136 0,2132 
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Esta concordancia tan extraordinaria, que no casualmen- 
te, sino repetidas veces he encontrado, me impone aún al- 
gunas reservas acerca del método en cuestión, que sólo des- 
pués de su aplicación á más 'casos, á más determinaciones 
diferentes, á otros sistemas de ecuaciones distintas, podré 
desechar. 

- He aquí otros resultados, obtenidos del mismo modo que 
los anteriores: 


Cantidades de C1 Na existentes: 0,5380 0,6000 1,2010 2,0457 


> »  » encontradas: 0,5371 0,6002 1,2008 2,0447 
Cantidades de Cl K existentes: 1,2000 1,5000 0,5000 0,6051 
> »  » encontradas: 1,2000 1,5003 0,4991 0,6037 


El detalle de estas determinaciones, siendo en un todo 
semejante al de la que ha sido descrita en extenso, creo in- 
necesario ocuparme de él; los números obtenidos son exce- 
lentes casi en totalidad, y algunos de ellos han sido encon- 
trados mediando un gran lapso de tiempo entre sí. Acos- 
tumbrado á obtener números malos por los métodos indi- 
rectos corrientes, la bondad de los que anteceden se destaca 
más, y esto mismo me invita á aquilatar cuanto pueda el 
valor del nuevo proceder, de tal modo, que aunque peque 
acaso de cauteloso en exceso, no me daré por satisfecho 
sin que pueda presentar en apoyo del mismo muchos más 
experimentos hechos, y á ser posible por operadores dife- 
rentes; creo, indudablemente, que la importancia del caso 
así lo requiere. 


Lo que es, á mi juicio, incuestionable, es que los méto- 
dos indirectos tal cual hasta aquí se practican, están, puede 
decirse, sin conocer, y que una mejora de los mismos en el 
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el sentido por mí iniciado, es un algo, que está dentro de 
las cosas posibles. 

Ahora bien, la solución por mí encontrada ¿es única? ¿es 
la mejor? ¿es perfecta? ¿es la más sencilla? 

Hoy por hoy, en este primer ensayo, que no por serlo ha 
dejado de tener larga y penosa elaboración, sólo puedo 
afirmar que la solución existe: á las preguntas formula- 
das, me es en absoluto imposible dar una categórica res- 
puesta. 


(Laboratorio de Análisis Química Goneral de la Facultad de Ciencias en la Universidad Central.) 


Madrid, Septiembre 1913. 
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XXV.-— Conferencias sobre Fisica matemática. 


Ecuaciones de la mecánica. 


Por José ECHEGARAY. 


Conferencia vigésimasegunda. 
SEÑORES: 


Sustituyendo, para la facilidad en la explicación y en la 
escritura, á las notaciones de las ecuaciones canónicas de 
Hamilton, las notaciones ordinarias de las ecuaciones dife- 
renciales de primer orden con diversas funciones y una sola 
variable independiente, escribíamos en la conferencia ante- 
rior el sistema | 


dx; A Y, e... A (D) 
dt dt di 


e El AA AAA: 
e , Ú 


que también podría presentarse bajo la forma de esta serie 
E - de igualdades: 


dx; dx, da dt 


A A 1 


Las integrales generales de este sistema en función de 
las n constantes arbitrarias y del tiempo, se expresan de este 
modo: ] 

Xy =— Ay (£, 0, lo Peon. An) 
Xa ==> A, (£, di, 04 eo... An). 4 


... .... . . >» 0.0054.00002. 


Xn = ng (2, (05 0) e...» An), 
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en las que 0;, 0 ..... a, son las n constantes arbitrarias á 
que nos referimos; y por lo que ya explicamos en otra con- 
ferencia, estas constantes pueden representar los valores 
dE Xp para un instante cualquiera; por ejemplo 
para el instante inicial representado por ft = 0, 

El teorema de Liouville, cuya demostración vamos á dar, 
consiste en que la integral múltiple, que, naturalmente, será 
del orden n, aunque nosotros no ponemos mas que un solo 


signo, 
=/ O Dto bono DI as 
E 


es constante durante todo el movimiento, ó dicho de otro 
modo, es independiente del tiempo; y también podemos de- 
cir que tiene el mismo valor á todo lo largo de las curvas 
representativas de las x. 

E representa el espacio de n dimensiones, ó, si se quiere, 
la extensión en la cual ha de efectuarse la integral múltiple, 
y las diferenciales 9X,, 9X» ..... 9X, se refieren á un solo ins- 
tante ty á puntos de las trayectorias representativas, com- 
prendidos dichos puntos en el espacio ó extensión E de la 
integración. 

Puesto que vamos á demostrar, que la integral / es inde- 
pendiente del tiempo, cuando se trata del sistema canónico 
de Hamilton, es decir, cuando las curvas representativas 
pertenecen á este sistema, quedará demostrado el teorema 
si, aplicando dicha integral al instante 1 = 0, en cuyo caso 
tomará la forma 


siendo a,, 0» ..... A, los valores iniciales de X,, Xo, Xz oo... pai 
logramos demostrar que, sea cual fuere el tiempo f, se tiene 


I=1I, 
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ES 2 y | 00,50 ak 
E A 1 y S 


Para ello observemos que, siendo las a arbitrarias, las 
ecuaciones de la integración que antes escribíamos 


Ó bien 


(Y) 


pueden considerarse como las ecuaciones de un cambio de 
coordenadas en que se sustituye á las x las a, porque, evi- 
dentemente, para cualquier valor £, á un sistema arbitrario 
de las x corresponderá un sistema de valores para las can- 
tidades a. | 

Pues efectuemos este cambio de coordenadas en la inte- 
gral /, por la regla del cambio de variables bajo el signo in- 
tegral, que explicamos detenidamente en el curso de 1910 
á 1911, página 138 y precedentes. | 

Efectuando dicha transformación, y observando que el 
límite E se convertirá naturalmente en E,, tendremos: 


= as Po... En — 
STO Xx 
= e di 34, mod 2 ENCIAEe ro (1) 
a ORAR) 


Veamos ahora el valor en este caso del factor 
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Ó sea del módulo de transformación, que es el módulo de 
la determinante funcional de las primitivas variables x con 
relación á las nuevas variables a; ó, dicho de otro modo, 
esta determinante tomada con signo positivo. 

La determinante que vamos á estudiar es, por lo tanto 
bajo la forma simbólica más sencilla 


ó expresada bajo la forma ordinaria de las determinantes 


IX, Xi 9X; 

EE a c00ca E 

OS 9X, 

7 94, 9d, 94, 

NON OXp 
O 5, | 


Para abreviar la explicación la hemos llamado A. 

Puesto que los elementos de esta determinante son las 
derivadas parciales de las x tomadas con relación á las a 
en el sistema de ecuaciones (1), que son las integrales; mas 
para nuestro caso, como son las ecuaciones del cambio de 
variables, es claro que dichos elementos de la determinante 
dependerán de f. 

Luego a priorí parece que el factor de la integral (D) y, 
por consiguiente, la integral misma, dependerá del tiempo. 

Si así fuera, el teorema no sería exacto. Pero vamos á 
demostrar que esta determinante, en todos los elementos de 
la integral y en cada uno, es independiente de f; por lo tan- 
to, constante, y además igual á la unidad. 

El modo de demostrarlo es bien sencillo: diferenciar la 
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determinante Á con relación á f y ver que esta derivada se 
reduce á cero. 

De suerte que la variable £, si se efectuasen los cálculos, 
en cada elemento de la integral, se destruiría consigo 
misma. 

Tenemos, pues, que demostrar que se verifica 


Y la demostración es elemental; no hay mas que efectuar 
la diferenciación de A con relación al tiempo. 

Pero fijemos bien las ideas. 

En rigor, la determinante A se ve que es una función de 
las x, 6, mejor dicho, una función de función. Es decir; es 
una función de las derivadas de las x; y como toda deriva- 
da es una función de la variable á la cual se aplica, por eso 
decimos que es una función de una función de las x, como 
se ve en la primera línea de la determinante respecto á X;; 
y luego esta x es una función de f. 

Asimismo, en la segunda línea, se ve que es una función 
de x,, y, por último, una función de x,, y todas ellas son 
funciones de f. 

Vamos, pues, á derivar con relación á f las funciones 
de x,. Haremos lo mismo respecto á x,, y así sucesiva- 
mente hasta x,. Sumaremos todos esos resultados, que da- 
rán la derivada total de la determinante con relación al tiem- 
po, y veremos si esta derivada es nula. 

Empecemos por xX;. 

Desarrollemos la determinante ordenándola respecto á la 
primera horizontal, que es la de las x,, y tendremos: 


en que las A representan las determinantes menores corres- 


A pa 


pondientes á los elementos de la primera horizontal y con el 
signo que les corresponda. 

En ninguno de estos coeficientes entra x,; luego al dite- 
renciar con relación á f los elementos que contienen x,, po- 
demos considerar todos los coeficientes A como constantes, 
y tendremos, expresando que se trata de la derivación de to- 
dos los términos que contienen x,: 


Xy OXy ox; 
NAS a A a 94, a Ay 
— = A 2 He... + An ; 
NÓ dt d dt 
Ó bien 
IN des 02x1 92 x 
=AÁA z A, == 00000 A e 
9x, di “atoa, 159: 919, an "3104, 
que también puede escribirse de este modo: 
Ax 2 dx, 2 dx, 
fo) lo) A 
ca CI e a de e o E 
9x, di 94, a 945 


Pero las ecuaciones diferenciales de que tratamos ( D) 


nos permiten sustituir á = su valor X,, y tendremos: 


1 2 . 
DO a; 90, An 


Ahora bien; es verdad que las variables a no entran en X, 
directamente; pero X, es función de X,, X> ..... Xp y éstas son 
funciones de a,, a» ..... 4; luego podremos expresar todas 
estas derivadas por el método de derivación de funciones 
compuestas. Tendremos, pues, sucesivamente: 
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E A SES se IX, 9X, 
90; ODA OE EAN IXy 94; 
IX,  0X, 9x, A 0X, 9X, qe IX, 9X; 
aaa ol aga E IX, 30, 
IX, — 90X, 9X CIS ña E 
34, IX, 9X, E IX, 9d, 


Y sustituyendo en la ecuación anterior estos valores y or- 
denando por columnas, resultará: 


Beat y Po ap 2 o 
E 1 TO A PNOCRON 
0, di 0X, 9 IX, 94, 
Ve Os 
E ER 
0X, IX, 
OS COEN ORS DA DE 
+ LA = +A, - + ces. + An > 
Po) 9 94, IX lo) 5) 9X, An 
IX, 9x IX, 29xX IX, 9x 
4 Ay 0 e Ay LL a e A 
87 O A EN 


que sacando factores comunes en los diferentes grupos toma 
esta forma: 


IN a IX, 0Xy, IX, ol 
==> = A Al, — +... A 
ds dl 9X, | E day ds 94, a o n 
9X OX, IX x 
q A A E] 
EA 94 94, 94, 
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Mas el primer paréntesis es precisamente la determinan- 
te A, como se ve en (4). 

El segundo paréntesis es esta misma determinante en que 
se ha sustituido á la primera línea, que contiene la x,, la se- 
gunda que se refiere á x,, es decir, que en la determinante 
se hacen iguales las dos primeras líneas, con lo cual sabe- 
mos que la determinante se anula. 

Otro tanto podríamos repetir para las líneas siguientes 
hasta llegar á la última, que se anula también, porque es la 
determinante A en que á la primera horizontal de las x, se 
ha sustituido la última, que es la de las x,. Es una determi- 
nante, por lo tanto, que tiene también dos líneas iguales, la 
primera y la última, y que, por consiguiente, es igual á cero. 

Suprimiendo, pues, todas las horizontales menos la pri- 
mera, tendremos para la derivada de Á con relación al tiempo 
en cuanto la determinante es función de x;: 


oA dx, oX; [a Xy 
E A VANE, 1 


E) 
+4) — 
y Ole 0Xy 


olTA 90, oa 
y puesto que el paréntesis no es mas que la determinante A, 
resultará, por último: 


NUS IAS A 


O 9Xy 


Podemos hacer un cálculo idéntico para obtener la deri- 
vada de A con relación al tiempo, en cuanto dicha determi- 
nante depende de x,; es decir: 


AN AS A 
33% Ol IXz 


y así sucesivamente, hasta determinar la derivada parcial 
de A con relación al tiempo, en cuanto A depende de Xx», 
que será: 

A dy 2Xa 

E se 
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Y como la derivada total de Á con relación al tiempo es la 
suma de todas estas derivadas parciales, ó sea 

ASA a 

dt A a at a 


que se convierte, sustituyendo á los términos del segundo 
miembro sus valores, en 


dA Xy IX» oX. oX, 
T—=-—Á A LAR LA 
di OX, y 0 Ñ 23% A oO 
y por fin 
dA 9X oX. IX. 
—— =AÁ z A E an : 
A 


vemos, pues, en esta fórmula que, en general, para las 
ecuaciones diferenciales, que no gocen de ciertas propieda- 
des particulares, la derivada de la determinante Á con re- 
lación al tiempo no es nula; pero precisamente estamos tra- 
tando, no de las ecuaciones diferenciales en general, sino de 
las ecuaciones de la mecánica, y para las ecuaciones de Ha- 
milton el segundo miembro de la ecuación precedente es 
nulo, porque se tiene 


A 9X, 
A = (0, 
. 9Xy As 9X) A Xy 
Con lo cual 
A _ 
dt 


Pero no sólo para las ecuaciones canónicas, sino para todas 
las ecuaciones diferenciales ordinarias 


0X; Xo CES 


Xy X> 9X, 
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subsiste el teorema de Liouville, si se verifica la condición 
expresada: 


Esto puede tener importancia para muchos problemas 
modernos. 

La condición anterior ya la hemos visto en otra conte- 
rencia; pero como la demostración es tan sencilla, la recor- 
daremos. No hay mas que poner, en vez de X,, X;,....., lo 
que representan estos coeficientes en las ecuaciones canó- 
nicas, coeficientes que son, precisamente, 


H 93H 9H sh 9H oH 


.e..o. 


DD DS: NE USOS 0d; 


y resultará 


AE El LN 74 E 
SA O AE ¿ya ¿EP neos Epa on e 
99; 09», 90% 9Py 9D, 
os 
a EE 
Pr 
ó bien 
9 2 
pa! A e 
0p19q, — 9p,99> 
22H 22H 22H 22 H 
VNIRAAIRSA TAA 9d: 0Pr 


Y vemos que los términos se destruyen dos á dos y que 
la expresión se reduce á cero. 
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En suma: para las ecuaciones canónicas de Hamilton la 
derivada con relación al tiempo de la determinante Á es 


igual á cero. 
Es decir: 


de donde 


A = constante. 


Pero A hemos dicho que es la determinante funcional 


 OXy 9X, 9X 
EN Em 

IXo DXa OXz 

NE SN 70 
SAO Se 
E a 


Si la derivada de esta expresión con relación al tiempo 
es cero, esta expresión será constante; luego bastará deter- 
minar su valor para un momento cualquiera. 

Si consideramos una posición del sistema infinitamente 
próxima á la que corresponde á ¿=0, las magnitudes X,, 
laredo Xx , tenderán á ser iguales á a,, 0) ..... An. De modo que 
en la determinante, para este limite, tendremos que sustituir 


' XxX í Ox 

lim =E = 1 lim o O PA 
20, 9d, 
o IX 

lim 2 =0( lim ==, 


— 536 — 


toda vez que x, tiende á ser igual á a,, x, á ser igual á 0.,, 
y así sucesivamente. En cambio, como las a son indepen- 
dientes, porque son arbitrarios los valores iniciales, todas las 
demás derivadas serán iguales á cero, y la determinante to- 
mará este valor: 


A 0 
a Di 0 
AO O QUA] 
DAA Ud 1 


En suma: las dos integrales 


/ = (0 OXz 000. 0X y 
E 

1= [20,2 peas 94, 
E, 


resultan iguales, porque, transformando la primera por la 
sustitución de las variables a á las variables x;,, hemos visto 
que se convierte en 


y como A =1 


= 1 a, 9, coco. Un 
e) Es 


que es precisamente /,; luego 
= Lo: 


Y la integral 7 es una invariante. 
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Por lo demás, es casi inútil recordar que en las integrales 
Ó valores de X,, X», ..... Xy, en vez de las constantes genera- 
les, podemos sustituir los valores iniciales a,, 4,, 4, sin que 
las integrales pierdan su generalidad. Ya lo demostramos en 
la conferencia anterior y es evidente. 


Esta es, en el fondo, la demostración de Liouville, y otras 
demostraciones son análogas á la que nosotros hemos des- 
arrollado. 

Pero, en rigor, creemos que estas demostraciones no son 
completas. 

Hemos comprobado, bajo el signo integral, la identidad 
de las dos integrales, demostrando que la determinante de 
transformación es igual á la unidad. Pero esto no basta, 
porque en esta clase de cuestiones pudiera suceder, que los 
límites contuvieran el tiempo, es decir, la variable f, y en- 
tonces habría que completar la demostración; pues al dife- 
renciar 7 con relación á £, no es suficiente diferenciar bajo 
el signo integral, sino que hay que tener en cuenta la parte 
que corresponde á la variación de los límites. 

Verdad es que, como en los dos espacios E y E” las tra- 
yectorias simbólicas unen dos á dos los elementos de ambos 
espacios, la igualdad de cada dos elementos trae consigo la 
igualdad de las integrales, si los elementos son iguales, y esto 
sí lo hemos demostrado. 

Pero aún creemos que puede acudirse á otro método ha- 
ciendo depender las x y las a de n variables h, teniendo és: 
tas los mismos límites en ambas integrales. 

Más claro: si un punto de una trayectoria a, en las últi- 
mas figuras, recorre el espacio E, trazando un arco de cur- 
va, las coordenadas de este punto pueden considerarse 
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como funciones de una sola variable A, y hasta pudiera ser 
el arco dicha variable. 

Y esta 1 variará entre dos límites: A,, 2. 

Pues bien; á este arco, por ejemplo, á A, A,, correspon- 
derá en otro espacio E” y en otro instante, otro arco B, B”; y 
las coordenadas de sus diferentes puntos, como son funcio- 
nes de las a, serán funciones de 4; así los límites serán los - 
mismos que antes, Ao, Ay, pendientes del tiempo. 

Pues generalicemos esta idea: hagamos depender en el 
espacio de n dimensiones 


A se 


de las variables h,, 2s ..... A”; variando estas últimas entre 
límites perfectamente determinados y transformando las a en 
las 1, tendremos por la regla de transformación de variables 
bajo el signo integral: 


(AU 0,,) 


== EAS moda 
lo =l z í lo) (0 lo ..».oo A 


En que L, marca límites fijos y que suponemos determi- 
nados para este espacio de n dimensiones. 

Ahora bien; como las x, que son las intelegrales del sis- 
tema de ecuaciones diferenciales, son funciones del tiempo 


y de los valores iniciales a, podremos expresarlas de este 
modo: 


2 a (o Ce Cd cesos (UL) 


X) = o (£, CL; , A, 00000 A.) 


e. ..0... o... o... 0000090900. 


Pero hemos dicho que hacemos depender las a de un 
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nuevo sistema de variables A; luego deberemos tener este 
sistema de ecuaciones que expresen esta dependencia: 


Sustituyendo estos valores en las ecuaciones anteriores, 
representando por A las funciones que resulten, con lo cual 
hallaremos 


Xi = A, (£, Dto %o 0050 21) 
Xo = A, (£, den e r...» Xy) 


e... . .. 0. .0......0..00 0... 0.09 


Xan = A, (e Dio do o.... Ay) 


y cambiando de variables en /, es decir, sustituyendo las x 
por las 2, tendremos que 


se convertirá en 


=/ 9%, 9h o.... lord a e 
Lo 


Ponemos el mismo límite L, que habíamos puesto en /, 
porque las variables ) son las mismas y los mismo son sus 
límites. 

De modo que la dificultad respecto á los límites ya no 
existe; pero en la determinante funcional podrá entrar la £, 
puesto que entra en los valores de x. 

Mas las dos determinantes funcionales de / y de /, vamos 
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á ver que son absolutamente iguales y que tienen el mismo 
valor para el instante ? = 0 que para el instante f =f. 

En efecto; las x son funciones de las a, éstas son funcio- 
nes de las A, y se sabe por un teorema de las determinantes 
funcionales, que es análogo al de la diferenciación de fun- 
ciones de funciones, que se verifica 


luego 


9 (Xi, Xo ed Xm) MOT An) 
lv) (Uso oy ono: An) 


Luego las dos determinantes que aparecen en / y en /, 
son idénticas; y así bajo el signo integral tenemos la misma 
diferencial del orden enésimo en 1, y los límites son tam- 
bién iguales, como hemos visto. 

Si bien se considera esto es lo que hicimos desde un prin- 
cipio, sólo que, en vez de las cantidades auxiliares ), em- 
pleábamos las variables a, y puesto que eran las variables 
de la integración, era legítima la sustitución de E” para el 
límite de dicha integración. 

Son, de todas maneras, cuestiones delicadas y en que 
nunca sobra ninguna clase de comprobación, porque puede 
distraerse Ó confundirse el procedimiento lógico por la me- 
nor inadvertencia. 

Este teorema de Liouville nos ha de servir en su día, si el 
día llega, para el estudio de la mecánica estadística y para 
otras aplicaciones análogas. 
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Y con esto podemos dar por terminadas las conferencias 
del curso de 1912 á 1913. 

Conferencias de Física Matemática es el titulo que llevan; 
pero, en rigor, han estado dedicadas, en su mayor parte, al 
estudio de las ecuaciones de la mecánica y, principalmente, 
de su integración. 

Este programa lo justificamos desde un principio, y algu- 
nas de las razones que expusimos en su defensa debemos 
reproducirlas al terminar las tareas del presente curso. 

Condensando aquellas razones en brevísimas frases, re- 
cordaré, que mis propósitos en la labor que voy realizando 
en esta clase de Física Matemática, es el formar una enciclo- 
pedia elemental de dicha ciencia en sus dos grandes perío- 
dos históricos: el período clásico y el período moderno. 

Mas en el primero de estos dos domina la hipótesis mecá- 
nica; luego natural es que á las ecuaciones de la mecánica 
y á su integración dedique una buena parte de mis confe- 
rencias. 

Exponer las ecuaciones de Lagrange y las ecuaciones de 
Halmilton es desarrollar teorías de las cuales, en rigor, de- 
pende la Física Matemática de los dos primeros tercios del 
siglo XIX. 

El programa, en el curso actual, está, por lo tanto, dentro 
del título y del objeto de la asignatura. 

Pero aun tratándose de la Física Matemática moderna, no 
es ocioso, ni mucho menos, ni es fuera de propósito, el estu- 
dio de las ecuaciones de Hamilton y, en general, de las ecua- 
ciones de Lagrange. 

Aunque éstas fueron creadas, si vale la palabra, para la 
solución de los problemas de la materia ponderable, y, por 
lo tanto, para los de la Física Matemática clásica, fundada 
en la hipótesis mecánica, es lo cierto que las célebres ecua- 
ciones de Lagrange se han aplicado por grandes matemáti- 
cos á las cuestiones de la Física Matemática moderna y aun 
modernísima. 
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En la serie de estas conferencias hemos citado varios 
ejemplos. Reproduzcamos sólo dos de ellos: el ejemplo del 
ilustre Maxwell y el ejemplo de Mr. Poincaré aplicando las 
ecuaciones de Lagrange á problemas de electricidad y mag- 
netismo, á la teoría de la inducción, y á la teoría de Laurentz. 

Y decíamos, al enumerar estos trabajos de grandes maes- 
tros, que la aplicación de las ecuaciones de Lagrange á 
otros campos, que al campo clásico de la materia pondera- 
ble, suponía un enorme atrevimiento, aunque atrevimiento 
justificado por una serie de triunfos. 

Hoy agregaremos que así ha debido comprenderlo el 
gran matemático y físico Laurentz, quien recientemente, el 
año 1911, al aplicar las ecuaciones de Lagrange á un pro- 
blema de electricidad, creía necesario demostrarlas, no por 
los métodos ordinarios, que no tienen fuerza y valor para 
este caso, sino partiendo de las ecuaciones del campo elec - 
tromagnético y llegando á la integral de Hamilton para la 
energía cinemática y para la energía potencial; el mismo 
principio de que partíamos en el primer curso de nuestra 
asignatura para demostrar estas mismas ecuaciones. 

Todo esto demuestra, que el trabajo que hemos consa- 
grado en el curso que termina á la exposición y demostra- 
ción de las ecuaciones fundamentales de la mecánica, no 
solamente no ha sido un trabajo estéril, sino que es un tra- 
bajo ineludible, si en cursos sucesivos habíamos de seguir 
desarrollando nuestro pensamiento. 

No es un trabajo estéril, repetimos, para la ciencia mo- 
dernísima; que por moderna que sea, y por mucho que 
mire al porvenir, tiene que volver constantemente la vista 
á lo pasado y tiene que pedir ayuda á la obra colosal de 
maestros inmortales. 

Pero es que aún podemos reforzar más y más esta argu- 
mentación. 

Precisamente entre los trabajos más modernos se encuen- 
tran los muy notables, curiosísimos y muy dignos de estu- 


Ea 


dio, del reciente congreso ó consejo (así se llama) de Físi- 
ca que se ha celebrado no hace mucho en Bruselas. 

Allí se ha tratado ampliamente de la teoría de los gases 
y de las radiaciones en general. 

Pero estas cuestiones se enlazan íntimamente con la me- 
cánica estadística, la que á su vez se apoya en las ecuacio- 
nes de Lagrange y en las canónicas de Hamilton. 

En estas discusiones, á la par que se habla y se discute 
sobre la hipótesis atrevidísima y original de los Ouanta, es 
decir, del atomismo universal, no ya del átomo ponderable, 
no ya del átomo eléctrico, sino del átomo de la energía, y 
aun, agrega Mr. Poincaré, con sus dejos de ironía, del átomo 
del tiempo, á la vez, repetimos, se habla de las ecuaciones 
canónicas de Hamilton. ce 

No son, pues, tales teorías vejeces gloriosas; serán, en 
todo caso, vejeces que piden su puesto entre los grandes 
problemas del modernismo. 

El programa de este curso no ha sido, lo repetimos una 
vez más, inoportuno. 

Pudo asaltarme el temor de que se creyera que al dedicar 
las conferencias de este curso á las ecuaciones de Lagran- 
ge y de Hamilton y á sus métodos de integración me sepa- 
raba, por aficiones á la ciencia pura, de la ciencia aplicada, 
y que abandonaba la Física Matemática por el cálculo in- 
tegral. 

Los hechos que he citado justifican mi orientación en este 
último año académico. 


Aunque convencido de la oportunidad del programa que 
había escogido para estas conferencias, no quise que todo él 
estuviera consagrado á teorías abstractas de la ciencia ma- 
temática pura, por grandes, mejor dicho, por ineludibles que 
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estas cuestiones de cálculo sean en el estudio de la Física 
Matemática. 

Y por esta razón, en las conferencias que vengo dando 
en estos últimos meses, he procurado llevar á la par la ex- 
posición de las teorías matemáticas á que antes me refería 
y las de las teorías físicas más modernas, algunas de ellas 
modernísimas, como las que se refieren á la curiosa y hoy 
á la moda teoría de la discontinuidad Ó, si se quiere, á la 
hipótesis de los Quanta, según el término elegido. 

En suma: á la invasión de la teoría atómica, que empe- 
zando por el átomo .de la Química, pasando por el átomo de 
la energía y de la electricidad, acaba, según dice Mr. Poin- 
caré, no sin cierta malicia, y como antes indiqué, por el áto- 
mo del tiempo. | 

Pero toda esta parte de mis conferencias la he suprimido 
al dar á la imprenta mis explicaciones en el presente curso. 

La he suprimido, en primer lugar, para no destruir ni per- 
turbar la unidad del programa, y, además, porque todos los 
problemas de Física moderna, que he discutido, he de tra- 
tarlos, si me es posible, y con mucha más amplitud, en otros 
cursos; éste es, hoy al menos, mi propósito y mi esperanza. 

Después de todo, aunque bien suprimida está en las con- 
ferencias impresas esta parte á que me refiero, en las expli- 
caciones orales creo que no formaba con el resto de las ex- 
plicaciones un dualismo chocante; al menos, he procurado 
armonizar unas con otras. 

Era poner frente á frente, casi por exigencia lógica, toda 
la Física matemática clásica y la Física modernísima; que ya 
me parece poco llamarla simplemente moderna. 

Era contrastar la afirmación con la negación; la fe antigua 
con el descreimiento moderno; el principio de la disconti- 
nuidad ante la ya célebre hipótesis de Mr. Planck. 

, Contra las ecuaciones diferenciales se eleva, con evidente 
hostilidad, la escuela moderna, que es alzarse, acaso sin 
quererlo, contra dos siglos de eloriosos triunfos. 
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Y pues la legitimidad y la eficacia de las ecuaciones di- 
terenciales en la ciencia física se ponen en duda, no fuera 
generoso ni prudente abandonarlas de pronto. 

Yo no niego ni la legitimidad relativa de la nueva escue- 
la, ni el rigor lógico de algunas de sus afirmaciones, que 
más que afirmaciones son negaciones. 

No pongo en duda la fecundidad de la nueva orientación; 
pero lo que sí niego, es que por seguir esta orientación, sea 
preciso ni conveniente abandonar las maravillosas orienta- 
ciones de los siglos XVII! y XIX. 

El horizonte se extiende todo alrededor de nosotros y es 
bastante ancho para que en él quepan las infinitas orienta- 
ciones, que á infinitos puntos de la rosa de los vientos se 
dirigen. 

Pero no son éstos problemas para tratados á la ligera, ni 
para tratados con la premura, que la última conferencia, de 
un curso que termina, me impone. 

Queden, pues, para el curso próximo, cuyo programa, en 
cierto modo, la lógica y las circunstancias me han de dictar. 

Pero no quiero anticiparme á lo que haya de ser, para no 
verme obligado á una forzosa rectificación. 

Diré, de todas maneras, que, pues el problema modernísi- 
mo que hoy se discute es el viejo y venerable problema de 
la continuidad y de la discontinuidad, por él tendré que 
principiar mis conferencias, á serme posible, en el curso 
próximo. 

Y con estas palabras termino el curso académico de 1912 
á 1913. 
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XXVI. —Principios fundamentales de análisis vecto- 
rial en el espacio de tres dimensiones y en el 
universo de Minkowski. 


Por B. CABRERA. 


(Continuación.) 


CAPITULO VI 


PRINCIPIO DE RELATIVIDAD 


59. En la imposibilidad de rechazar ninguno de los gru- 
pos de experimentos que parecen contradictorios y que he- 
mos analizado en el capítulo anterior, Einstein ha preferido 
admitir la exactitud de ambos, formulando el siguiente prin- 
cipio: 

Las leyes que rigen los fenómenos naturales son indepen- 
dientes del estado de movimiento del sistema de coordenadas 
con relación al cual se observan los fenómenos, siempre que 
el movimiento del sistema posea una aceleración nula. 

De otra manera, es imposible reconocer nuestro movimien- 
to absoluto en el espacio, sea cual juere el conjunto de fenó- 
menos á que se acuda con dicho fin. 

Este principio es la generalización del principio de reld- 
tividad de la Mecánica, por lo cual Einstein le ha conser- 
vado dicho nombre. Y si en esta ciencia le admitimos sin 
dificultad alguna, no parece lógico el formular reservas á su 
generalización. Cierto que, como veremos muy pronto, las 
consecuencias á que seremos conducidos parecen un poco 
extrañas; pero un análisis profundo pone inmediatamente de 
manifiesto que ello depende de la aceptación implícita de 
ciertas hipótesis arbitrarias. 

Admitido el principio anterior, las ecuaciones que definen 
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un fenómeno cualquiera respecto de un sistema de ejes 
coordenados han de permanecer de idéntica forma cuando 
cambiamos de ejes, aunque estos últimos tengan, respecto 
á.los primeros, un movimiento de traslación uniforme. En 
Mecánica la medida del tiempo puede hacerse con el mismo 
reloj en ambos sistemas; ó, de otra manera, el tiempo, para 
los distintos puntos del espacio, es independiente de que el 
sistema de referencia se encuentre en reposo ó en movi- 
miento. Así, analíticamente, tendríamos que 


x=, (xy, 2,1) 
y =9» (E Y) 
Z E (vz t) í 


1 


Pero la adopción de este sistema conduce á los resultados 
contradictorios que hemos visto más arriba; de suerte que 
para eliminarlos será menester escribir 


de O (es, y, 2, t). 


Ahora bien; es evidente que á todo conjunto de valo- 
res de x, y, z, £ corresponderá un solo conjunto x”, y”, 2”, £'; 
esto es, á un punto y momento determinado, respecto de un 
sistema de referencia, corresponde también un punto y mo- 
mento únicos en el otro sistema. Por otra parte, cuando en 
alguno de los grupos existe una coordenada ó tiempo infini- 
tos, también lo habrá en el otro. Expresado de otra manera, 
los dos sistemas en cuestión son afines, y, por tanto, las 
cuatro ecuaciones de transformación tienen la forma 


=0,X +0, +02 + 0,140; 
ME IO O 
Cade 0) Sr Co e ap Canis Us 
E =d,x == dy Ed. 2 Hd, 0, 


donde los coeficientes son funciones de ?. 


se 
de 
ze 


| 


Si, además, elegimos los ejes de forma que se correspon- 
dan los orígenes y los orientamos de modo que la dirección 
de la velocidad relativa coincida con el eje x, con lo cual 
y” y z' sólo pueden depender de y y de 2, respectivamente, 
el sistema se reduce á 


2 A O A 


y" =0b,y 
2 = Ca Z 
== Misc a 


Por último, observando que el origen del sistema móvil 
tiene en todo tiempo su coordenada x” == 0, mientras que 
x= vf, se obtiene de la primera ecuación: 


0 = a,v+4.,. 


Para encontrar otras relaciones entre los coeficientes que 
terminen de definirlos hemos de acudir al principio de rela- 
tividad, y esto puede realizarse de varias maneras, que con- 
ducirán á los mismos resultados. 

Recordemos, por ejemplo, que una de las consecuencias 
á que conducen las ecuaciones clásicas del campo electro- 
magnético es que la velocidad de la luz tiene diferente valor 
según esté en reposo ó en movimiento, respecto del éter, el 
sistema de ejes, y aun en el último caso, varía con la direc- 
ción en que se propague. Ahora bien; la falta de confirma- 
ción experimental de estas diferencias conduce á afirmar que 
la velocidad de la luz.es la misma en todas direcciones y tiene 
idéntico valor para cualquier sistema de ejes cuyo movimien- 
to relativo sea uniforme y rectilíneo. Este principio puede 
enunciarse en forma analítica diciendo que las ecuaciones 
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en que c es la velocidad de la luz, son invariantes del siste- 
ma de ecuaciones de transformación. En efecto; la primera es 
la ecuación de una onda esférica procedente del origen de 
coordenadas; de suerte que si consideramos dos sistemas 
que se mueven con velocidad relativa v y cuyos centros 
coinciden en el momento de la emisión, según el anterior 
postulado las ondas serán siempre para ambos sistemas es- 
feras de igual radio. La segunda es la ecuación general de 
la propagación por ondas, y claro es que el mismo postula- 
do exige su invariancia. 
Ahora bien; la primera ecuación nos da 


x?+ y? + z?—c? 2=(x—vft)?a,? +b,? y? + 
A E (0 o E OA 


é identificando los coeficientes de x?, y?, 2?, 1%, y anulando 
los de x í en el segundo miembro, se obtiene el sistema de 
ecuaciones 
Ce EAS == 
—vaj?—c?d,d, =0, 
AE a COI) GTO 


(7 = E = OL, 


de cuyo sistema se deduce 


Wi 10% == 
Vi 
(ES 
put 
Y V o Y 
A 1 / O c= 
y 
(4 


Si aplicamos la segunda condición tendremos un sistema 
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equivalente al anterior para calcular los coeficientes, cuyos 
valores serán los que hemos transcrito. 

Nos queda la determinación de «. Para ello observemos 
que el sentido de la velocidad no puede influir sobre su va- 
lor, puesto que las coordenadas y, z permanecen indepen- 


dientes del movimiento; de suerte que Y) Y. es necesaria- 
mente una función par de v. Además, el movimiento relati- 
vo de ambos conjuntos de ejes puede considerarse, bien 
como traslación del sistema (x', y”, 2”) respecto al (x, y, 2) 
con velocidad v, bien como tralación del (x, y, 2) respecto al 
(xa, y”, 2") con velocidad — v. En el primer caso 


y =V au (v)y, 


a VETO) Zo 


y en el segundo 


DE) > 


2=V 4 (UNA 


de donde V a == 1 

En resumen: las ecuaciones de transformación para el 
paso de un sistema de ejes en reposo respecto del éter á un 
sistema en movimiento, con la condición de que los fenó- 
menos electromagnéticos aparezcan idénticos á un observa- 
dor ligado á cada uno de ellos y provisto de su correspon- 
diente reloj, serán: 


1 
Us =——— [(x-—vt), 
Vi 
(1% 
YY 2 == la 
y Me ) 
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Si resolvemos este sistema respecto de x, y, z y £, obten- 
dremos sin dificultad 


que difieren de las anteriores únicamente en el signo del 
término en v; consecuencia lógica del principio mismo de 
que hemos partido. 

60. Las dificultades con que el principio de relatividad 
lucha comienzan cuando se busca el sentido físico de las 
anteriores ecuaciones. Las nociones del espacio y el tiempo, 
que formamos guiados por la experiencia, son completa- 
mente irreductibles, y, sin embargo, figuran en las anterio 
res fórmulas de transformación con una cierta simetría que 
acarrea una consecuencia completamente imprevista. Consi- 
deremos el espacio (x', y”, 2”) capaz de moverse respecto al 
(x, y, 2); coloquemos en cada punto del primero un reloj que 
determine el tiempo *. Podemos hacer que todos estos relo- 
jes indiquen en cada instante la misma hora: un sistema de 
señales ópticas basta para lograrlo. Así, todos estos relojes 
nos darán el tiempo del sistema acentuado. Podemos repetir 
la misma operación para el espacio (x, y, z), y con ello ten- 
dremos definido el tiempo del sistema no acentuado. 

Supongamos ahora que un observador correspondiente á 
este último sistema encuentra medio de leer en un nstante 
determinado todos los relojes de (x”, y”, 2"). Según la ciencia 
clásica, la lectura en todos estos relojes será idéntica; para la 
nueva ciencia, cada uno marcará un tiempo distinto; de suer- 
te que nuestro observador calificaría de simultáneos un con- 


—= 0d == 


junto de hechos que no tendrían esta condición para otro 
observador arrastrado por (x”, y”, 2). 

Conviene advertir que la simultaneidad á que nos referi- 
mos no es la aparente, que resulta de la intervención del 
tiempo necesario para que llegue hasta nosotros la noticia 
de la producción de cada fenómeno, sino la simultaneidad 
real que se deduce corrigiendo la observación de estos erro- 
res. Suponiendo un observador dotado de potencia visual 
bastante para distinguir los fenómenos físicoquímicos que 
tienen lugar en los distintos astros, vería simultáneamente 
hechos que han ocurrido en tiempos muy diferentes, puesto 
que las ondas luminosas han invertido tiempos muy distintos 
para llegar hasta nuestro observador. Cuando hablamos de 
hechos simultáneos suponemos eliminadas estas diferencias. 

Veamos otras consecuencias no menos paradójicas del 
erupo de ecuaciones de transformación preinserto. Sea una 
barra sólida de longitud /, situada paralelamente al eje 
de las x. Si esta barra se mueve juntamente con el sistema 
(x%, y”, z), su longitud, medida por la diferencia de coordena- 
das de sus extremos, será la misma que antes; de suerte que 


Pero medida por el sistema (x, y, 2), como diferencia de 
las coordenadas de estos mismos puntos en un instante f, 
tendrá el valor 


a MiS 


Lo; 


de suerte que la dimensión de un cuerpo paralelamente á 
la dirección del movimiento experimenta, en virtud del mis- 
mo, un acortamiento definido por el factor 


Vi=- 


) 
(13 


0) 
» 
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Este acortamiento fué ya supuesto por Fitzgerald y Lorentz 
para explicar los experimentos de Michelson: á que nos he- 
mos referido en el capitulo anterior. 

Como las dimensiones transversales no cambian por el 
movimiento, la misma relación existe entre los volúmenes 
de un cuerpo en reposo y en movimiento. En particular, 
una esfera se convierte en un elipsoide de revolución acha- 
tado, cuyo eje es paralelo á la dirección del movimiento. 

Análogamente, supongamos que medimos con el reloi co- 
srespondiente al sistema acentuado el intervalo Af”, que 
transcurre durante la producción de un fenómeno en un 
punto cuya coordenada x' tiene un valor determinado. Este 
mismo intervalo, apreciado por el reloj del sistema (x, y, 2), 
será: 


ecuación que puede traducirse al lenguaje común diciendo 
que los fenómenos que ocurren en un cuerpo en movimien- 
to se aceleran en la proporción determinada por el factor 


Otra consecuencia interesantísima de las ecuaciones de 
transformación escritas más arriba es la necesidad de que 
se cumpla la condición v < c. En efecto; si así no fuese, los 
valores de x” y t” correspondientes á otros finitos y reales 
de x y í serían infinitos ó imaginarios. En lenguaje corrien- 
te, fenómenos que se producen en un punto determinado 
del cuerpo en movimiento y en un instante definido, no 
existirían para un observador arrastrado por el cuerpo en su 
movimiento, y recíprocamente; ó lo que es lo mismo, á cada 
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observador corresponderá un mundo particular que es ab- 
solutamente incompatible con el del otro. 

Según esto, la velocidad de la luz es un límite que ningún 
cuerpo ni fenómeno puede rebasar, ni siquiera alcanzar; con- 
secuencia en oposición con el teorema ordinario de la adi- 
ción de velocidades, puesto que, según dicho teorema, si 


llamamos v, la velocidad del cuerpo A respecto al B, y Y, 
la del B respecto del C, la de A relativamente á C será 


— 


> > 
v, + v,; de suerte que, eligiendo v, y V, suficientemente 


grandes, A =- v, podría ser más grande que c. Así, el refe- 
rido teorema es necesario reemplazarlo por otro que dé 
siempre para la suma un valor menor que c, sean cuales fue- 
ren los sumandos. Este nuevo teorema existe y se denomina 
teorema de la adición de las velocidades de Einstein. 


> > 
Supongamos, para simplificar, que V, y V, son paralelas 
áx. La ecuación del movimiento de A respecto de B será: 


=D == 0% 


Efectuando la transformación de coordenadas: 


de donde 
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que satistace á la condición indicada, puesto que, separada- 
mente, tanto v, como v, han de ser interiores á c. 

Basta lo dicho como prueba de las dificultades á que 
el principio de relatividad da margen, todas ellas dependien- 
tes de una manifiesta oposición entre los conceptos vulgares 
y los que de él derivan. El carácter de estas lecciones nos 
impide penetrar más profundamente en el análisis de esta 
cuestión, por otra parte ya bastante debatida. Diremos sólo 
que de aquel análisis parece desprenderse claramente que 
los conceptos en oposición con el repetido principio no 
son consecuencias necesarias de la observación y la ex- 
periencia, y, por ende, nada se opone á que les rechacemos 
como falsos. 


CAPITULO VII 
LA GEOMETRÍA DEL ESPACIO DE MINKOWSKI 


61. El sistema de ecuaciones de transformación á que 
conduce el principio de relatividad no es simétrico respec- 
to de las coordenadas x y f; pero si sustituímos la última 
de estas variables por 


W= CR 


se convierte en el siguiente, que ya cumple con la indicada 
condición: 
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Por razón de sencillez hemos orientado los ejes de refe- 
rencia de suerte que la dirección del movimiento coincida 
on los ejes x y x”, en cuya virtud las coordenadas y, z per- 
manecen invariables. Podemos, por consiguiente, prescindir 
de estas dos coordenadas, lo cual equivale á considerar ex- 
clusivamente los fenómenos que tendrían lugar para un ser 
que habitase un mundo de una dimensión espacial única. 

Ya en esta hipótesis, es conveniente dar al sistema ante- 
rior una nueva forma. Recordemos que 2 es en todo caso 
menor que la unidad; de suerte que podemos definir un án- 
gulo hiperbólico 6 mediante la expresión 


= 
C 


puesto que cuando Y cambia entre — 0 y + 0, Éh 6 varía 
entre — 1 y + 1. Es sabido que dicho ángulo se mide por 
la mitad del área del sector hiperbólico limitado por el eje 
real y un radio vector de la hipérbole equilátera, cuyo se- 
mieje real es la unidad (fig. 23). 

Hecho el cambio de variables, se obtiene inmediatamente: 


= OM DESUSO 

a ==xsht=uchd: 
Ó Sus InVersas: 

x=x'"ch0 + u'sh0, 


u=x"sht+u'cho, 


de donde se deduce, para invariante de la transformación, 


Si damos á este invariante los valores +- 1 y — 1 obten- 
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dremos las ecuaciones que corresponden á la hipérbole 
equilátera á que hemos hecho referencia y á su conjugada. 
Surge inmediatamente la analogía de forma del sistema 


u u 
MN ys 
q 5) PS 
NS EA 
NÑ > o ys 
NÑ SA X 
NR ÍS 
PA RA 
NX ps ¿ll 
EN 7 
N / 68 
S 
S 
Y Nx 
FS) Nx 
zolo N 
A ES N 
PM 2 NN 
Sci) SN 
1 ÓN 
20 UN 
4H? IS 
ÉS 
Y N 
A, AS 
Y Nx 
Fig. 23. 


anterior con el que corresponde al cambio de ejes rectangu- 
lares en un plano, permaneciendo fijo el origen, 


x= X.COS Y U SEN P, 
(0) uu” =— x sen o + ucos e, 
A O ES 


cambio que se reduce evidentemente á una rotación e alre- 
dedor de dicho punto. Esta analogía conduce á considerar 


Ruy. AcAD,. DE Cievcras.—XIl. —Marzo, 1914, 37 


—= 558 == 


que el sistema de ecuaciones (a) define también una rota- 
ción, pero rotación que no concuerda con el concepto que 
de esta operación da la Geometría ordinaria, y que por ello 
mismo constituye la base de un grupo de geometrías no eu- 
clidianas, que pueden conservar Ó no los postulados que 
sean independientes de aquel concepto. 

La diferencia esencial entre las rotaciones definidas por 
los sistemas (a) y (b) está en la existencia de dos rectas 
fijas que pasan por el centro (asíntotas de las hipérbolas), 
que son características de la primera y no existen en la se- 
gunda. Así, mientras en la rotación euclidiana únicamente se 
conserva fijo el centro, en la no euclidiana que consideramos 
gozan, además, de esta propiedad dos rectas que pasan por 
dicho punto. Ello procede de que, mientras al variar y en- 
tre—o y +00 el radio vector barre la totalidad del pla- 
no, cuando U cambia en igual forma, la referida recta sólo se 
mueve en el interior de uno de los ángulos en que las asín- 
totas dividen al plano. 

Según esto, ambas porciones son completamente inde- 
pendientes; de modo que una recta situada en una de ellas 
no puede nunca salir de ella por rotación, y como los ejes 
primitivos de las x y u pertenecen uno á cada uno de dichos 
ángulos, continuarán cumpliendo la referida condición des- 
pués del cambio por la rotación 0. Además, puesto que las 
ecuaciones de los nuevos ejes, respecto de los antiguos, son, 
evidentemente, 


(x*) E 


(u”) == 0/1 V, 


sx SS 


se trata siempre de dos diámetros conjugados respecto de 
las hipérbolas, como lo son respecto de la circunferencia 
todos los ejes que corresponden al cambio definido por el 
sistema (b).. : DOTA : doi0 AA 
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Por otra parte, resulta de la simple consideración del sis- 
tema (a) que la tranformación de coordenadas trae también 
aparejado un cambio en las unidades que sirven para la 
medida de las longitudes y de los tiempos, puesto que las 
nuevas serán las longitudes de los radios vectores en las 
hipérbolas equiláteras 


Pero este cambio de unidades no tiene sentido sino den- 
tro de la geometría euclidiana, puesto que la comparación 
entre dos longitudes para establecer su igualdad, si no co- 
rresponden á la misma recta ó á dos paralelas, exige una 
rotación. Así, en las geometrías compatibles con las ecua- 
ciones que nos ocupan, podremos establecer la medida 
de segmentos en una misma recta ó en rectas paralelas con 
el sentido y por los métodos de la geometría euclidiana, 
pero no cuando pasamos de una recta á otra que le corta. 
Por consiguiente, podemos agregar como nuevo postulado 
el que los distintos radios vectores de una hipérbola equilá- 
tera correspondiente al invariante del sistema son iguales. 
Con esto quedan equiparadas estas curvas en las nuevas 
geometrías con las circunferencias en la de Euclides, por lo 
cual E. B. Wilson y G. N. Lewis las denominan seudocir- 
cunferencias. 

Además, no existiendo el movimiento absoluto, un obser- 
vador fijo al sistema (x”, 4”) considerará este sistema como 
rectangular, por lo cual conviene conservar como definición 
de la perpendicularidad en toda geometría compatible con 
lasecuaciones (a), la posición relativa del radio vector y la 
tangente en su extremo al seudocírculo, definición que jus- 
tifica.una vez más el nombre dado á las curvas 


x2— 2-= const. 
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Para un observador fijo al sistema (x, u) la recta u' re- 
presenta la sucesión de las posiciones que un móvil dotado 
de velocidad constante v= ch % ocupa en el mundo lineal 
á que pertenece. Si el movimiento no fuese uniforme, su re- 
presentación gráfica sería una línea curva, cuya tangente no 
puede nunca ser paralela á las asíntotas, puesto que siem- 
pre v debe ser inferior á c. Claro es que, según esto, ningu- 
na recta comprendida en el ángulo que contiene x, y en 
particular la x”, puede representar el movimiento de un cuer- 


: u a : 
po: sus puntos determinan la hora ¿= —- señalada símul- 
C 


táneamente por los distintos relojes del sistema (x”, 4”), se- 
eún el observador de (x u). 

La demostración de ambas proposiciones se obtiene trans- 
formando las ecuaciones de los dos ejes en la siguiente forma 


(u*) == DUO = DY de 
(658) ME ne 
de donde 
l=x _ y 
(? 


Baste lo dicho para comprender que la obtención de un 
esquema completo de los fenómenos que pueden desarro- 
llarse en un mundo lineal, requiere que el observador á él 
perteneciente construya un Universo de dos dimensiones 
heterogéneas. 

62. Demos un paso más y consideremos un ser pertene- 
ciente á un espacio de dos dimensiones, ó, expresándolo 
con mayor rigor, un ser que, por su especial constitución, 
refiere todo el mundo exterior á su proyección sobre un pla- 
no. En este caso se hallaría un organismo cuyos únicos sen- 
tidos fuesen los dos oidos. Analiticamente, este supuesto 
equivale á dejar indeterminada dentro del plano (x, y) la 
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dirección de la velocidad v del sistema (x”, y”, 2”) respecto al 
(x, y, 2). Las fórmulas de transformación se complican, figu- 
rando en ellas x é y con simetría perfecta; pero prescindi- 
remos de ellas, fijándonos exclusivamente en su interpreta- 
ción geométrica. 

Evidentemente, podemos repetir aquí cuanto hemos dicho 
anteriormente respecto al fundamento de la diferencia entre 
la geometría clásica y el grupo de las compatibles con el 
principio de relatividad. Este fundamento, lo recordamos, 
no es otro que el distinto concepto de la rotación, que aquí 
tendrá lugar en un espacio de tres dimensiones. Al par de 
rectas invariables definido por la ecuación 


corresponderá ahora la superficie cónica 
x2 + y2—u2=0, 
asintótica á los hiperboloides 
MU CONSI 


Esta superficie cónica dividirá todas las rectas del espa- 
cio en dos clases. A la primera pertenecen todas las conte- 
nidas en el cono, y á la segunda las exteriores á él. De igual 
manera se clasifican los planos según corten ó no á la misma 
superficie. Una recta ó un plano de uno de los grupos no 
puede nunca llegar á confundirse con un elemento del otro; 
de suerte que siempre el eje u será una recta interior, y el 
plano (x, y), exterior. De otra manera, los ejes u cortarán 
siempre á los hiperboloides de dos hojas, y los x é y á los 
de una, siendo aquél y el plano de éstos elementos conjuga- 
dos respecto á dichas superficies. 

La demostración de todas las proposiciones contenidas 
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en el párrafo anterior se obtiene por simple generalización 
de lo que hemos dicho en el caso anteriormente estudiado, 
puesto que este último puede siempre considerarse como 
una sección del que ahora estudiamos, por un plano que 
contiene el eje u y la dirección de v. 

Si consideramos un cambio de ejes en el cual se conser- 
ve invariable el u, lo cual equivale á pasar de un sistema 
de referencia á otro que está fijo respecto al primero, el in- 
variante de la transformación será 


3% = COS Lo 


que corresponde á una rotación euclidiana. Por consiguien- 
te, dentro de esta amplia concepción del Universo, en la 
cual el espacio y el tiempo no son absolutamente indepen- 
dientes, la geometría de la forma de los cuerpos continúa 
siendo la geometría euclidiana. Ello es una consecuencia ne- 
cesaria de la manera como se ha introducido el grupo de 
ecuaciones de transformación partiendo del principio de re- 
latividad: sólo puede existir oposición entre la ciencia clási- 
Ca y la nueva cuando interviene el movimiento del sistema 
de referencia, Ó sea cuando se cambie el eje uz. 

Aparece aquí con toda claridad la naturaleza sui géneris 
que posee la cuarta dimensión del Universo, absolutamente 
distinta de la que corresponde á las tres restantes, que in- 
tegran el espacio propiamente dicho; heterogeneidad que es 
la expresión precisa de la indiscutible irreductibilidad entre 
las nociones de tiempo y espacio. 

Cuando el cambio de sistema de referencia se efectúe con 
toda generalidad, el nuevo plano de las (x”, y”) cortará al 
hiperboloide de una hoja según una elipse; de suerte que la 
geometría de la forma de los cuerpos en movimiento es eu- 
clidiana, tanto para un observador arrastrado por ellos como 
para un observador fijo. Pero para este último la forma de 
los cuerpos experimenta un aplastamiento en la dirección 
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del movimiento, cuya existencia ya hemos señalado: un cir- 
culo del espacio de dos dimensiones que venimos estudian- 
do se convierte en una elipse cuyo eje menor se confunde 
con la dirección del movimiento. 

No está demás advertir que esta elipse no es la sección 
del hiperboloide de que se habla'en el comienzo del párra- 
fo. Este último no tiene nada que ver con la forma real de 
los cuerpos, sino que determina, mediante sus radios vecto- 
res, las longitudes que han de tomarse como unidad en cada 
dirección del espacio para que la citada deformación no sea 
apercibida por el observador en movimiento. Asi, á la direc- 
ción del eje menor en la elipse en que se transforma el 
círculo corresponde el eje mayor en la sección del hipet- 
boloide. : 

Si prescindimos de toda restricción respecto á la orienta- 
ción de la velocidad, atribuyendo al espacio sus tres dimen- 
siones, cuantos resultados hemos obtenido hasta aquí se ge- 
neralizan sin dificultad cambiando la nomenclatura de la 
geometría de tres dimensiones por la correspondiente á la 
de cuatro, sin que ello agregue un solo concepto nuevo. Asi, 
el conjunto de las rectas que permanecen fijas en la rota- 
ción formarán un hipercono de tres dimensiones, que divi- 
dirá á todas las demás en dos grupos, uno constituido por 
las interiores á dicha variedad y las otras exteriores. A cada 
una de las primeras corresponderá una variedad de primer 
erado conjugada con ella respecto del hipercono, todos cu- 
yos elementos son exteriores al mismo y para el cual la 
geometría es euclidiana. Tres ejes rectangulares de esta va- 
riedad serán los (x, y, z) correspondientes á su recta con- 
jugada como eje de las u. 

63. La interpretación geométrica directa del grupo de 
ecuaciones de transformación, si bien tiene la ventaja de 
presentar con la mayor claridad posible su verdadera signi- 
ficación, tiene el grave inconveniente de obligarnos á razo- 
nar con el auxilio de un lenguaje que es opuesto á nuestros 
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hábitos mentales, por lo cual el desarroilo de la teoría de la 
relatividad hubiese sido mucho más lento sin la genial idea 
de Minkowski de reemplazar la coordenada real u por la 
imaginaria 
IS NOA 
Etectuando la sustitución en el sistema de ecuaciones de 


transformación, escritas en la última forma que hemos em:- 
pleado, resulta: 


x"=xch0+ilsht, 


b 
E O 
í 
Pero es sabido que 
CMIEICOS (WN AS == (E 


de donde llamando y el ángulo imaginario (4) definido por 
la ecuación 


; Si 
AT == IÓ, 
C 


se obtiene 


x=. Xx CcOS bp ¿Sen o, 
(a) 0 


= O IS OS e 


cuya forma es idéntica á la que corresponde á una rotación 
ordinaria de valor y, cuyo invariante sería: 


x?+y?+ 2? +1? = const. 


En vista de este cambio, podemos aplicar los razonamien- 
tos de la geometría euclidiana al universo de Minkowski, 
pero sin que nos sea dable representar y construir gráfica- 
mente las fórmulas, mientras que en el método directo que 
hemos estudiado con anterioridad dicha construcción era 
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factible, pero habíamos de renunciar al lenguaje que nos es 
más conocido. La elección no es dudosa. 

La primera ventaja que deriva de la nueva forma de in- 
terpretar el grupo de ecuaciones de transformación es po- 
der generalizar las ecuaciones (a) para el caso en que los 
nuevos ejes tienen una orientación cualquiera respecto de 
los primitivos. Basta aplicar el sistema general de ecuacio- 
nes que corresponde á una rotación en el espacio de cuatro 
dimensiones, sistema que será: 


/ 


Ca 
a 
20% 04 0% y as 24 23d, 
AE a E a y E ao E a Ñ 


si los coeficientes « representan los cosenos directores de los 
nuevos ejes respecto de los primitivos. 
Sumando los cuadrados de las ecuaciones anteriores se 


deduce que entre los cosenos directores a existen las ecua- 
ciones 


cuatro del primer tipo y seis del segundo, con lo cual el nú- 
mero de coeficientes independientes queda reducido á seis. 
Ello es consecuencia de la invariancia de la expresión 
x24 y? 22471? : 

Las anteriores ecuaciones son una generalización de las 
condiciones de ortogonalidad de los ejes en el plano y en 
el espacio ordinario; de suerte que podemos traducirlas al 
lenguaje vulgar diciendo que la coordenada imaginaria / es 
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normal á los otros ejes. Fácilmente se reconoce que de ellas 
se deriva para la transtormación inversa el sistema: 


y 
y, 
O 
A 


Teniendo en cuenta que x, y, z son siempre cantidades 
reales, mientras que / es imaginaria, se deduce inmediata- 
mente que todo coeficiente a que contenga una vez el índi- 
ce 4 será imaginario, y todos los demás, reales. 

Por otra parte, las condiciones de ortogonalidad exigen 
que el cuadrado del determinante de la transformación sea 
la unidad: 


a a) ae ae 2 oo 
a alo an a OOOO 
NI == iS la = 1; 
2) (8) 

dz 02 US On OOO 
AOS) O 
a OO 

de donde se deduce que AÁ= 1, pues A= — 1 exige la in- 


versión de un número impar de ejes, que es incompatible 
con la simple rotación del sistema. 

Consecuencia de este valor del determinante es la relación 
general 

fm) qn) 
(b) dei A, 

entre cada elemento de aquél y el menor de primer orden 
complementario de su simétrico respecto de la diagonal 
principal. 

Consideremos ahora los menores de segundo orden A%.9 
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entre los cuales existen relaciones que es interesante poner 
- de manifiesto, porque nos serán útiles en el siguiente capítulo. 
Según un teorema general de la teoría de determinantes, 


(0) 2) Sd 14) 
auiiol A AZ 
EN AON 
AE Ay A, 


El primer miembro de esta igualdad es en nuestro caso el 
menor de segundo orden e o y el segundo por (b) se con- 
vierte en 


de suerte que 


aa % = sá no 2 

Pero observemos que los dos menores de la igualdad son 
complementarics; de suerte que podemos traducirle al len- 
guaje vulgar diciendo que «todo menor de segundo orden 
es igual á su complemento». 

Esto visto: si se aplica el teorema general del desarrollo 
de un determinante por sus menores de cualquier orden, se 
obtiene inmediatamente la relación 

A= y De Ae 17 l, 
que corresponde á la primera de las condiciones de ortogo» 
nalidad. 

Sustituyendo ahora en el determinante primitivo los tér- 
minos de la segunda columna mediante los correspondien- 
tes de la tercera, el que resulta será nulo; de suerte que de- 
sienando por D y d los menores y sus complementarios, 


De DO de 
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mn mn man mn? 


de suerte que 
(ZAS) 
La Da Aran Aa =0. 


Esta relación y sus análogas corresponden á la segunda 
de las condiciones de ortogonalidad. 

El conjunto de estas condiciones se puede resumir escri- 
biendo el cuadro siguiente de los determinantes de segundo 
orden: 


14 14 14 14 14 14 
Asa Az As Az As As 
24 24 24 24 24 24 
Aa Aza Az Az As A, 


«La suma de los cuadrados de todos los elementos de una 
fila ó columna es igual á la unidad, mientras la suma de los 
productos de los elementos correspondientes de dos series 
ó columnas es nula.» 

El conjunto de estas relaciones entre los menores de se- 
eundo orden puede demostrarse por otro procedimiento 
acaso más intuitivo. Consideremos un paralelogramo defi- 
nido por el origen y los dos puntos de coordenadas 
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(X1 Y, 21 4), (X2 Ya Za l,): el área de este paralelogramo es, 
evidentemente, invariante en toda rotación del sistema de 
coordenadas; de suerte que 


(a O, al ie 
2 Y 2) a (2 + la XD)? E (0 Yo Xo 1)? 


conserva el mismo valor en dicha transformación de coor- 
denadas. Pero los términos de esta expresión se transforman 
admitiendo como coeficientes los elementos de dicho cua- 
dro en la forma que indica el siguiente esquema, de donde 
se deducen inmediatamente las indicadas relaciones: 


Xy :| aa 12 L baja AY 
ENYA | Ya La EN dezel [zx | X2 Ya 

0% 14 | 14 14 | 14 | ¿14 14 
cb Ar Az Az Az | Az Al 

0 UE | 

En | 24 24 24 2 | 24 24 
py Aa Aa Ay A As Alo 

Yala | 

0 | ¡3% | ¡3% 3% 3% ¡3% ¡3% 
Nr 14 24 34 23 31 12 

ee | | | | 

VI Z, 23 | 23 23 | 23 23 | 23 
ace Ara As A Az Az Alo 

Y>2Z3 | | 

(2 31 | 31 31 31 | 31 | 31 
Ber A Ay Azy Az Az Aro 

de | 

Y Y 12 | 12 12 12 | 12 12 
e ER Asa Az Az Az3 Az, Aro 

XV | 


(Continuard.) 
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XXVIIl.—Un grupo nuevo de Cervicornios miocenos. 


POR EDUARDO HERNÁNDEZ-PACHECO, 


I 


Descripción del grupo nuevo y de las especies 


Objeto de este trabajo. — En los Comptes rendus de la 
Academia de Ciencias, de París (1), di cuenta sucinta del 
yacimiento mioceno del cerro del Otero, en Palencia, y de 
los vertebrados terrestres que en esta localidad recogí, en 
unión del profesor del Instituto de Guadalajara D. Juan Dan- 
tín, á la sazón agregado en calidad de profesor ayudante á 
los trabajos que en el Museo Nacional de Ciencias Natura- 
les la Junta para Ampliación de Estudios é Investigaciones 
científicas me tiene encomendados. 

En colaboración con dicho profesor estoy haciendo un 
trabajo de conjunto respecto á dicho interesante yacimiento; 
pero como la publicación de esta Memoria se retrasa algo, 
por causas que no son del caso exponer, he creído conve- 
niente no demorar más la descripción detallada de las es- 
pecies nuevas más importantes para la Ciencia que en el 
mioceno de Palencia he encontrado. 

Son éstas los Artiodáctilos que he designado con el nombre 
genérico de Palaeoplatyceros, en atención á ser los más anti- 
guos cervicornios de astas aplastadas que existen, pues, 
como es bien sabido, es creencia general en Paleontología 
que los cervicornios de astas aplastadas, como los alces y 
_gamos, no aparecen hasta el Plioceno. El encuentro en el 


(1) E. Hernández-Pacheco: «Mammiféres miocénes de Palencia 
dans la Meseta espagnole». Com. rend.de l'Acad.des Scien. Tom. 156. 
Séance du 16 Juin 1913, París, 1913. 
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Tortoniense de la meseta española de tipos nuevos viene á 
trastornar lo establecido respecto á filogenia del erupo. 

El nuevo yacimiento español es interesante bajo el triple 
aspecto de fijar de una manera indudable el nivel estratigrá- 
fico de las potentes formaciones terciarias de facies conti- 
nental del centro de la meseta de Castilla la Vieja, aumen- 
tar el número de especies de vertebrados terciarios conoci- 
dos con cinco formas nuevas: dos cervicornios, un suido, 
un rinoceronte y una gran Testudo, y, finalmente, dar luz 
respecto á la tilogenia del grupo de los cervicornios con el 
nuevo género Palaeoplatyceros. 

En la presente Memoria sólo me voy á ocupar del estu- 
dio descriptivo de los mencionados Artiodáctilos, dejando el 
de las restantes especies para la relativa al conjunto del ya- 
cimiento que debemos publicar en los « Trabajos del Museo 
Nacional de Ciencias Naturales». 

Los restos de Artiodáctilos que en el cerro del Otero con- 
sidero como correspondientes al nuevo género Palaeopla- 
tyceros han sido relativamente abundantes; sin embargo, 
como todos los fósiles se han encontrado entre los casca- 
jos y arenas de un río mioceno, están, en general, roda- 
dos, reducidos á fragmentos y tan mezclados los de unas 
especies con otras, que ha sido necesaria una cuidadosa se- 
lección en el laboratorio para poder determinar qué restos 
podrían considerarse como del nuevo grupo y cuáles otros 
podían estimarse como de especies próximas. Esto, que es 
relativamente fácil en el caso de gran diferencia en el tamaño 
6 en la forma de las especies, ofrece grandes dificultades 
cuando son de la misma talla y con caracteres mortológi- 
cos afines. Así, he visto que entre los diversos molares ais- 
lados, algunos, aunque con tamaño y forma general análo- 
ga, correspondían á otros grupos; tal es el caso para un.mo- 
lar superior y un grupo de otros. dos que hemos separado 
como correspondientes al género Dorcatherium. 

Otra dificultad aún más grave se me presentó, y es que 
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no he hallado ningún fragmento de cráneo que contenga 
cuernos y maxilares, y, por lo tanto, como es la primera 
vez que se encuentran restos de tales animales, no se tiene 
la certidumbre absoluta que los huesos aislados, los frag- 
mentos de maxilares, los dientes sueltos y los cuernos sean 
de la misma especie; sin embargo, dado el tamaño de las 
piezas esqueléticas, el hecho de haberse encontrado ¡juntos 
los diversos huesos y no referirse, según mis investigacio- 
nes, á especies conocidas, me hace suponer que correspon- 
dan á especies del nuevo género. 

Enumeración de los restos fósiles.—Los ejemplares á que 
me refiero, teniendo en cuenta las salvedades hechas, son 
los que se especifican en la siguiente lista: 

Astas: 

1. Una pareja de astas, casi enteras, de un individuo 
joven (fig. 1.*). 

2. Un asta del lado izquierdo de un individuo de media- 
na edad (fig. 2.*). 

3. Un gran fragmento de asta correspondiente á un in- 
dividuo de mediana edad. Comprende este ejemplar la región 
de la palmeadura, faltando la roseta y el tallo (fig. 3.*). 

4. Un fragmento de asta izquierda, comprendiendo la 
parte superior del tallo, la roseta y porción basilar de la 
pala, de un individuo de mediana edad (fig. 4.*). 

5. Un asta del lado izquierdo, casi entera, de un indivi- 
duo viejo. Es el mejor ejemplar de la serie (fig. 5.?). 

6. Un tallo con la inserción en el frontal, correspon- 
diente al asta izquierda. 

7. Un asta derecha, comprendiendo la inserción del 
tallo en el frontal, el tallo y gran parte de la palmeadura con 
la roseta (fig. 6.*). 

8. Asta derecha con la roseta y gran parte de la pal- 
meadura (figuras 7.* y 8.”). 

9. Un asta derecha, á la que sólo falta un pequeño frag- 
mento de la palmeadura (fig. 9.*). 
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10. Tres fragmentos muy rodados: uno de la porción 
basilar de un tallo, y los otros dos de puntas ó can- 
diles. 

Los ejemplares números 1 al 6 inclusive creo correspon- 
den todos á una misma especie y representan modalidades 
de forma debidas á la edad de los individuos. Los núme- 
ros 7 y 8 otrecen diferencias con los anteriores; pero éstas 
no son, en mi opinión, suficientes para considerarlos como 
de especie diferente, sino, todo lo más, como una simple 
variedad. El asta del núm. 9 es, á mi juicio, correspondien- 
te á otra especie que las de los restantes números; las 
variaciones morfológicas son muy grandes y fundamen- 
tales. 

Dientes: s 

11. Un segundo (1) premolar superior (fig. 10). 

12. Un tercer premolar superior (fig. 11). 

13. Un fragmento de maxilar izquierdo, con dos mola- 
res (fig. 12). : 

14. Diez molares superiores aislados. 

15. Dos molares superiores, con la corona en extremo 
desgastada. (La figura 13 da idea del conjunto de los mola- 
res á que se refieren los números 13 y 14.) 

16. Cuatro molares superiores, dos derechos y dos iz- 
quierdos, de menor tamaño que los anteriores, lo cual pu- 
diera interpretarse, si bien sin seguridad alguna, como indi- 
cio de corresponder á especie distinta de las anteriores, 
dentro del mismo género (fig. 14). 

17. Parte de la rama derecha de una mandíbula, con los 
tres molares y el último premolar (fig. 16). 

18. Nueve molares aislados inferiores (fig. 17). 

19. Parte de la rama derecha de una mandíbula de leche 
con los tres premolares (fig. 18). 


(1) Las denominaciones de los molares se hace atendiendo al lu= 
gar que ocupan, no por sus homologías 


Rxvy Acap. DE Ciencias. — X[1.—Marzo, 1914. 38 
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Extremidades anteriores: 

20. Cinco huesos, correspondientes á otros tantos húme- 
ros: dos derechos, con la apófisis inferior y gran parte de 
la diáfisis; tres izquierdos, también con la apófisis inferior y 
parte de la diáfisis. Estas piezas esqueléticas están, en ge- 
neral, muy rodadas y rotas; pero del conjunto de ellas se 
puede deducir la forma y dimensiones de este hueso. 

21. Extremidad articular de la clavícula derecha, muy 
rodada. 

22. Fragmento de la diáfisis de un metacarpiano. 

Extremidades posteriores: 

23. Mitad inferior de un fémur derecho y la cabeza in- 
ferior de otro. 


24. Una tibia derecha. > 

25. Una tibia izquierda, muy fragmentada é incom- 
pleta. 

26. Epítisis inferior de una tibia de un individuo muy 
joven. 


27. Seis astrágalos, en general, muy rodados y todos de- 
rechos; uno de ellos presenta alguna pequeña diferencia, 
que especificaremos más adelante. 

28. Dos calcáneos, uno muy rodado y el otro con la 
extremidad proximal. 

29. Metatarsiano derecho, comprendiendo la articula- 
ción distal y los dos tercios de la diafisis. 

30. Metatarsiano izquierdo, comprendiendo la articula- 
ción distal y parte de la diáfisis. 

31. Dos fragmentos de la diáfisis de metatarsianos. 

Morfología de las astas del nuevo grupo de cervicornios.— 
Por las razones dichas anteriormente respecto á no existir 
ninguna pieza esquelética que contenga á la vez astas y 
dientes, he de decidirme, para establecer el grupo, por 
unos ú otros de estos elementos esqueléticos, escogiendo 
las astas por su mayor cantidad y más variedad imorfológi- 
ca respecto á los dientes y huesos, y también porque son 
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las partes esqueléticas que fijan mejor en este caso el grupo 
y las especies que dentro de él estableceremos. 
En todas las astas encontradas en el yacimiento de Pa- 


Fig. 1.2 — Astas de un individuo ¡joven de Palaeoplatyceros Hispánicus, nov. sp. 
(Mitad de tamaño.) 


lencia se distinguen dos partes bien marcadas: la inferior, 
que corresponde á una prolongación de los frontales, forma 
un largo tallo cilindráceo (figuras 1.% 2.%, 4,%, 5.* y 6.5), 
constituido por la substancia Ósea, presentando cavidad in- 
terna como la diáfisis de los huesos largos; este tallo, siem- 
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pre es de gran longitud, si bien en tal respecto las variacio- 
nes entre los diversos ejemplares son muy marcadas, por 
cuanto llega en algunos casos á representar las dos quintas 
partes de la longitud total del asta, como puede apreciarse 
en la figura 1*. 


Fig, 2,2 — Asta izquierda de un individuo de mediana edad de Palaeoplatyceros 
Hispánicus, nov. sp. (Mitad de tamaño.) 


En todos los ejemplares se aprecia este pedúnculo bien 
patente. El contorno es siempre cilindráceo. 

Respecto á sus dimensiones, se pueden distinguir tres ta- 
maños: primero, el de los ejemplares señalados en la lista 
de restos con los números del 1 al 6; segundo, el correspon- 
diente á las piezas números 7 y 8, y tercero, el que ofrece 
el asta núm. 9. 

En los del primer grupo se aprecia, en aquéllos que pre- 
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sentan entero el pedúnculo ó tallo óseo, que éste ofrece una 
longitud de 60 á 70 milímetros, siendo el diámetro del tallo 
de unos 12 milímetros, paralelamente al plano de la palmea- 
dura, y de 14, según el diámetro normal (figuras 1.*%, 2.*, 
4.* y 5.2). 

En el segundo grupo (fig. 6.*) el pedúnculo es más ro- 
busto, tiene menor longitud y mayor espesor, por cuanto 
aquélla es de 45 milímetros y el espesor de 16. En general, 
todo el asta ofrece caracteres de más robustez. 


Fig. 3.2 — Fragmento de asta de Palaeoplatyceros Hispánicus, nov. Sp. 
(Mitad de tamaño.) 


El pedúnculo óseo del ejemplar núm. 9 (fig. 9.*%) es muy 
distinto de los anteriores, pues teniendo el grosor de los 
del segundo grupo, es mucho menor que todos los ante- 
riores, por cuanto la longitud es de 25 milímetros y el grue- 
so de 15, es decir, casi un tercio más corto y bastante más 
grueso que los del primer grupo. 

Sobre el tallo óseo se implanta la verdadera asta, ó sea la 
porción caediza, la cual presenta en la base de inserción 
con el pedúnculo una roseta ancha, deprimida, ricamente 
ornada de tubérculos irregulares en todo el contorno, seme- 
jando una corona de piedrecitas. El diámetro de la roseta es 
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elíptico, y á veces circular, siendo su diámetro más del do- 
ble que el del pedúnculo é insertándose en el ápice de éste, 
según un plano próximo al normal al eje del mismo, al 
modo del capitel sobre el fuste de la columna. La inclina- 
ción del plano de la roseta, en relación con el normal al eje 
del tallo, es de unos 20 grados, correspondiendo la parte 
más baja de la roseta á la parte que en la posición normal 
del asta mira hacia adelante. 

De la cara superior de la roseta arranca 
la palmeadura, cuyo plano es oblicuo res- 
pecto al eje del pedúnculo, con el que for- 
ma un ángulo de unos 25 á 30 grados, de 
donde resulta que-las astas divergen hacía 
afuera. 

Si consideramos el conjunto del asta, se 
aprecia que tiene forma flabelada ó en 
abanico, comenzando el aplastamiento de 
, la cuerna desde la base, sin presentar, 
Fig. 4. — Fragmen- Como sucede en el gamo y alce, porción 

to de asta de alguna basilar cilíndrica. Este carácter dis- 


laeoplatyceros His- 
pánicus, nov. sp. tingue al asta del Palaeoplatyceros de las 


(Mitad de tama- y 
ño.). de todos los restantes cervicornios, tanto 
vivientes como fósiles. 

La palmeadura está dirigida de delante á atrás. De las 
dos superficies, la interna es cóncava y la externa convexa, 
si bien hacia los bordes se produce un alabeado que da lu- 
gar á que cambie ligeramente el sentido de la convexidad. 
Los bordes anterior y posterior están recorridos por una 
arista y describen elegantes curvas cóncavas falciformes, 
con más desarrollo la correspondiente al borde anterior que 
la del posterior. El borde superior del abanico es sinuoso, 
con extensos y profundos lóbulos, señalando en conjunto, 
y prescindiendo de los lóbulos, una curva circular. 

En unos ejemplares la constitución del asta es sencilla y 
reducida á las tres porciones enunciadas: tallo óseo, rose- 
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ta y palmeadura flabeliforme (figuras 1.?, 4%, 6.*, 7.* y 9.5). 
En otros ejemplares existe una complicación mayor, á 
causa de los apéndices ó candiles que brotan en diversas 


Fig. 5.* — Asta izquierda de un individuo viejo de Palaeoplatyceros Hispánicus, 
nov. sp. Sección de la misma por a b. (Mitad de tamaño.) 


regiones del asta y las puntas agudas que destacan y se 
acusan en el borde de la palmeadura. 

Así, el ejemplar núm. 2 de la lista (fig. 2.2%) muestra algu- 
na complicación mayor que el núm. 1. En la base, é inme- 
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diatamente encima de la roseta, en un plano normal al de 
la palmeadura, surge una punta cónica aguda, equivalente 
por su posición al candil basilar ó candil de daga de los ga- 
mos y ciervos. Además, en los extremos del borde superior 
se acusan puntas agudas. 

En el ejemplar núm. 5 (fig. 5.%) 
esta complicación llega á un alto 
erado. En una alineación que va 
desde la roseta á lo alto del borde 
de la palmeadura se distinguen, 
sobresaliendo en un plano normal 
á ésta, tres prolongaciones ó apén- 
dices: uno, inmediatamente por 
encima de la roseta, que es el 
candil de base ó daga; otro, cerca 
del extremo, y un tercero, peque- 
ño, algo más arriba. Las dos pro- 
longaciones inferiores están rotas; 
pero por el espesor que muestran 
en su arranque puede juzgarse que 
serían robustas y muy salientes. 

Además, un largo candil cilín- 
drico, dirigido hacia adelante y si- 
tuado en el mismo plano de la pal- 
Fig. 6.2 — Asta incompleta de ¡meadura, existe en la base de ésta; 

Palaeoplatyceros Hispánicus, a 
nov. sp. (Mitad de tamaño.) por otra parte, el borde superior 
del abanico se termina hacia atrás 
también por un largo y robusto candil, y, finalmente, la pal 
meadura es en su conjunto mucho más extensa, gruesa y 
robusta que en los otros ejemplares. 

El apéndice óseo ó tallo conserva, con independencia del 
desarrollo del asta, tamaño y grosor uniforme. 

Los ejemplares á que vengo refiriéndome, pueden seriar- 
se, en orden de menor á mayor complicación, en relación 
con la edad de los individuos. Análogamente á como sucede 
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con los ciervos y gamos, las astas serían caedizas y reno 
vables anualmente con complicación morfológica creciente, 
lo cual deduzco del conjunto de tres caracteres, á saber: 
primero, la complicación diferente de los ejemplares dentro 
de un tipo uniforme; segundo, el aspecto rugoso de la su- 
perficie, en un todo idéntico al que ofrecen los cuernos de 
los gamos, ciervos, etc., de tal modo que, como en éstos, 
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Fig. 7.2 — Asta derecha, con la roseta y gran parte de la palmeadura de Palaeopla- 
tyceros Hispánicus, nov. sp: a, cara interna; b, cara externa. (Mitad de tamaño.) 


estarían durante cierta época cubiertos por la piel; tercero, 
en la cara inferior de la roseta se aprecia el plano de sepa- 
ración del asta y del apéndice, notándose también en el ex- 
tremo de éste la superficie plana de separación, como se ve 
en el ejemplar de tallo aislado que recogí en el yacimiento y 
en el asta de la figura 7.* 

La separación, según lo dicho, se efectuaría por la cara 
inferior de la roseta, de tal modo, que ésta caería uni- 
da á la palmeadura, como es característico en los montyac, 
gamos, ciervos, etc. actuales, y también de los Dicrocerus 
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miocenos. El tallo ó pedúnculo óseo, dada su naturaleza, 
sería persistente y quedaría formando parte integrante de 
los frontales. , 
Según lo expuesto, pueden seriarse los ejemplares de la 
manera siguiente, en relación con la edad: La pareja de as- 
tas de la fig. 1.*%, en la que la palmeadura forma tan sólo una 
lámina en abanico, sin candil alguno, correspondería á un 


Fig. 8.” — Restauración ideal del asta de la figura 7,2 (Mitad de tamaño.) 


individuo joven. Los ejemplares de las figuras 2.* y 3.*, en 
los que se aprecia una punta cónica en la base de la pal- 
meadura y asta con candiles ó puntas en sus bordes, pue- 
den considerarse como de individuos más viejos, corres- 
pondiendo, quizá, al asta resultante por la renovación anual 
de la sencilla de la fig. 1.* El ejemplar de la fig. 5.f, de tan 
eran complicación en los apéndices ó candiles, pudiera co- 
rresponder á un individuo muy viejo cuyas astas se hubie- 
ran renovado varios años. Teniendo en cuenta la forma cons- 
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tante en abanico de la palmeadura de los ejemplares en que 
esta porción está completa, ó casi completa, hemos supues- 
to la restauración que señala la línea de puntos de la fig. 5.* 

Los ejemplares que se representan en las figuras 6.2, 7.2, 
y 8.” presentan algunas variaciones respecto á los anterio- 
res; estimamos que estas va- 
riaciones son, á lo más, es- 
pecíticas, pues los caracteres 
morfológicos generales coin- 
ciden en todos los ejempla- 
res, como pertenecientes á 
un mismo género. 

Según lo expuesto, lo que 
caracteriza al nuevo grupo 
de cervicornios, que desig- 
namos con el nombre gené- 
rico de Palaeoplatyceros, es 
tener astas sostenidas por 
pedúnculos frontales óseos, 
sobre los que se inserta, por 
intermedio de una roseta 
aplastada, una palmeadura 
flabeliforme; estas astas eran 
caedizas, y al renovarse apa- 
recerían con mayor compli- 
cación, al modo de las de los 
cervicornios vivientes, alces, Fig. 9.2 — Asta peneana de Palaeopla- 

tyceros Palentiínus, nov, sp. 
gamos, etc. (Mitad de tamaño.) 

Caracteres probables de la 
dentición de los Palaeoplatyceros. — Para establecer los ca- 
racteres de la dentición del grupo que establecemos se nos 
presentan, como hemos dicho, grandes dificultades. Consis- 
ten éstas, no tan sólo en no haberse encontrado cráneos ó 
fragmentos de cráneos que contuvieran á la vez astas y 
dientes, sino en que la mayoría de éstos han aparecido ais- 
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lados y mezclados con otros dientes de rumiantes muy se- 
mejantes en tamaño y forma á los que reputamos como de 
Palaeoplatyceros, lo cual nos ha obligado á una selección 
difícil, por las grandes analogías que en la dentición pre- 
sentan los rumiantes miocenos. 

Refiriéndonos primero á los dientes superiores, debemos 
hacer constar que nada hemos encontrado referible á los 
caninos cortantes y comprimidos de algunos cervulinos fó- 
siles, pues el único canino hallado en el yacimiento y que 
pudiera ofrecer alguna remota semejanza corresponde, se- 
gún todos los indicios, á un carnívoro. 

Premolares superiores. —Los premolares superiores halla- 
dos han sido dos, aislados uno de otro. Estos dientes, si 
bien semejantes en sus caracteres á los Dicrocerus, Palaeo- 
mery, Micromeryx y demás géneros de Cervulínidos mioce- 
nos, presentan algunas diferencias que nos llevan á no in- 
cluirlos en estos géneros y considerarlos, provisionalmente 
al menos, como de los mismos animales cuyas astas hemos 
descrito. 

Por las analogías de forma y tamaño con los dientes de 
los géneros citados los consideramos como referibles al 
último y penúltimo premolar izquierdo. (Figuras 10 y 11.) 

Los dos dientes son triradiculados. 

El premolar de la figura 10 lo referimos al penúltimo supe- 
rior del lado izquierdo, y está formado por dos medias lu- 
nas: una, muy abierta, externa, y otra, interna, de ramas lar- 
gas, en forma de herradura, que se extienden formando las 
paredes laterales del diente hasta la muralla externa. El es- 
pesor del diente es exactamente igual á su longitud. 

La muralla externa tiene tres crestas verticales, muy des- 
iguales en espesor y forma: la central, que es la más gruesa, 
ofrece dirección oblicua, es ancha y disimétrica en relación 
á su arista longitudinal; la cresta anterior está apenas des- 
arrollada en longitud, apareciendo como la prolongación de 
la rama anterior de la media luna interna, que avanza hasta 
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rodear por este lado á la muralla externa; la cresta posterior 
es también gruesa, muy disimétrica y de borde longitudinal 
redondeado. 

De la media luna interna parte un tabique en dirección 
muy oblicua hacia la media luna externa, separando un es- 
pacio estrecho junto á la pared posterior de la media luna 
interna. 

Las dimensiones del penúltimo premolar superior son: 

Longitud máxima, 10 mm. 

Espesor máximo, 10 mm. 

El último premolar superior (fig. 11), que referimos tam- 


Fig. 10. — Penúltimo premoJar superior Fig. 11. — Ultimo premolar superior de 
izquierdo de Palaeoplatyceros, visto Palaeoplatyceros, visto por el lado 
por el lado externo y por la corona. externo y por la corona. (Tamaño na- 
(Tamaño natural.) tural.) 


bién hipotéticamente ai Palaeoplatyceros, ofrece en su con- 
junto la misma figura que el anterior, con una diferencia 
muy patente, es á saber, que el espesor máximo del diente 
es mayor que la longitud máxima, mientras que en el pen- 
último premolar estas distancias son iguales. 

La muralla externa presenta un reborde transversal y re- 
dondeado que recorre la base del diente, y de donde desta- 
can tres crestas semicilíndricas y de espesor uniforme, que 
avanzan verticalmente hacia la corona de las cuales una 
ocupa posición central, y las otras dos están situadas en los 
ángulos laterales, semejando el conjunto del borde basal y 
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de las tres crestas un tridente, cuya rama central avanza mu- 
cho más que las laterales. 

La media luna interna presenta en la rama posterior un 
tabique oblicuo de esmalte que avanza hasta ponerse en con- 
tacto con la pared interior de la media luna externa, aislan- 
do un espacio alargado en el borde lateral posterior del 
diente. 

Las dimensiones del último premolar superior son: 

Longitud máxima, 8 mm. 

Espesor máximo, 11 mm. 

Molares superiores. —Una veintena de molares superiores 


Fig. 12. — Molares superiores de varios individuos de Palaeoplatyceros, y en dis- 
tinto grado de desgaste, vistos por la corona. (Tamaño natural.) 


han aparecido entre los cascajos del yacimiento de Palencia 
que por su tamaño pudieran referirse al Palaeoplatyceros; 
pero después de una selección hemos apartado un fragmen- 
to de maxilar con dos molares y otro molar aislado como 
de género distinto, y que referimos á especies del género 
Dorcatherium. 

Los restantes coinciden en presentar todos repliegues y 
espolones de esmalte en las medias lunas internas, carácter 
común con otros géneros de Cervulinos como Micromeryx, 
Palaeomeryx y Dicrocerus, si bien pueden establecerse dife- 
rencias con ellos. 
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Todos los molares superiores los hemos encontrado aisla- 
dos, salvo dos, unidos por un fragmento de maxilar. Hipoté- 
ticamente los hemos agrupado de la manera que expresan 
los dibujos adjuntos, en los que se representan á tamaño 
natural los molares en cuestión (figuras 12 y 13). 

Coinciden en presentar dos lóbulos transversales, cons- 
tituídos cada uno por dos medias lunas, dos externas y dos 
internas. La muralla externa presenta cinco tubérculos ver- 
ticales, que, arrancando de un reborde basal, se dirigen ha- 
cia el ápice de la corona, siendo el de más relieve el cen- 


Fig 13. — Molares superiores de Palaeoplatyceros. (Tamaño natural.) 


tral, y los de menor, que se señalan apenas, los intermedios 
entre el central y los de los extremos que corresponden á 
los ángulos externos del diente. 

De las medias lunas internas, la anterior es disimétrica, 
avanzando la rama anterior hasta ponerse en contacto con 
el tubérculo anterior de la muralla externa, mientras que la 
otra rama avanza tan sólo la mitad de la distancia. Las me- 
días lunas posteriores tienen sus ramas casi iguales, avan- 
zando la anterior en el ángulo entrante que forman las me- 
dias lunas externas, y la posterior hasta enlazarse con el tu- 
bérculo del ángulo de este lado de la muralla externa. 

- En todos los molares superiores se aprecian pliegues se- 
cundarios de esmalte en las medias lunas internas, aún más 
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complicados que los característicos de los Palaeomeryx y 
Dicrocerus, de tal modo, que se reúnen en estos molares los 
caracteres de ambos géneros, puesto que las medias lunas 
internas presentan espolones de esmalte en la concavidad, 
como es característico de los Dicrocerus, y además peque- 
ños apéndices de esmalte hacia el extremo de la rama de la 
media luna, como es propio de los Palaeomeryx. 

Teniendo en cuenta el dato de haber encontrado dos 
molares unidos (fig. 14), hemos con- 
siderado que los que no coinciden 
con ellos pudieran corresponder al 
tercer molar, y en este caso la serie 
molar superior de los Palaeoplatyce- 
ros sería la que representa el esque- 
Fig. 14. - Fragmento de ma- ma de la figura 15, que está dibuja- 

xilar izquierdo con dos 

molares de Palaeoplaty- do á duble tamaño del natural. 

E sa resoma ela el ex 

tremo de la rama posterior de la me- 

dia luna anterior un pequeño espolón de esmalte dirigido 
hacia el interior de la media luna. La rama anterior de la 
media ¿luna posterior presenta en su extremo un pliegue 
complicado, como indica el esquema. 

El segundo molar ofrece más analogía con los de Dicro- 
cerus, por el espolón de esmalte que divide la concavidad de 
la media luna anterior en dos porciones desiguales. 

El tercer molar presenta en la concavidad de la media 
luna anterior dos espolones: uno, pequeño, anterior, y otro, 
mayor, posterior. 

Es característico también de los molares superiores una 
pequeña prolongación ó rugosidad de esmalte situada en la 
pared externa de la rama anterior de la media luna poste- 
rior, rugosidad á veces tan poco desarrollada que apenas 
se señala y aun llega á faltar. 

Las dimesiones de los molares superiores son: 

Primer molar: Long., 12 mm.—Anch., 14 mm. 
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Segundo molar: Long., 12 mm.—Anch., 13 mm. 

Tercer molar: Long., 12 mm.—Anch., 14 mm. 

Mandíbula inferior. — Además de unos cuantos molares 
aislados de la mandíbula inferior, la mayor parte de los cua- 
les están ftragmentados ó muy desgastados, encontramos en 
Palencia un gran fragmento de la rama derecha de la man- 
díbula de un animal adulto, con la serie molar y el último 
premolar en perfecto estado de conservación y apenas des- 
gastados. También hallamos otro fragmento de la rama de- 
recha de una mandíbula de leche, con los tres premolares y 
la diasteina entre los incisivos y los premolares. 


Fig. 15. — Constitución hipotética de los molares superiores de Palaeoplatíceros: 
A, primer molar; B, segundo molar; C, tercer molar. (Tamaño doble del natural.) 


Las mayores analogías de los dientes inferiores, análoga- 
mente á lo que se realiza con los superiores, son con los 
Palaeomeryx y Dicrocerus. 

Refiriéndonos á la mandíbula de animal adulto, se apre- 
cia en el conjunto de la serie molar mayor tamaño en el 
Dicrocerus que en el Palaeoplatyceros; en cuanto al detalle 
de. cada diente, se observan también, especialmente en el 
premolar y en el último molar, algunas diferencias con los 
de Dicrocerus elegans Lartet y Palaeomeryx minor Filhol, 
que son las especies de talla más semejantes. Todo lo cual, 
unido á las relaciones de tamaño con los molares superiores 
que hemos referido hipotéticamente á los Palaeoplatycetos, 
nos llevan á considerar también como pertenecientes á este 
género las dos ramas de mandíbulas encontradas. 
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Entrando ahora en la descripción del premolar y de los 
molares inferiores, juzgando por la rama de mandíbula en- 
contrada, observamos (fig. 16) que el último premolar (único 
ejemplar de premolares definitivos que tenemos) es mono- 
cuspidado y presenta una arista de esmalte longitudinal, 
que, á partir de los extremos, se eleva uniformemente hasta 
el punto medio, en donde alcanza su máxima altura. La pri- 
mera mitad de esta cresta dibuja una curva abierta cuya 
concavidad está dirigida hacia el interior, y la segunda par- 
te de la cresta, ó sea la mitad posterior á partir de la cúspi- 
de, es rectilínea. 

Considerando la corona, se observa que de la cresta lon- 
gitudinal arrancan crestas de esmalte que avanzan hacia el 
lado interior del diente. 

En el extremo anterior la cresta es más engrosada que 
en el resto, dando lugar en la cara interna del diente á un 
pilar cónico, comprimido lateralmente. Del centro de la cres- 
ta longitudinal, Óó sea de la cúspide, se destaca una cresta 
oblicua que se dirige hacia adelante y en su terminación hacia 
atrás, y que en conjunto semeja una coma con el extremo 
del trazo unido á la cúspide central. La cabeza de la coma 
corresponde á un pilar cónico que se une á la cresta longi- 
tudinal por un tabique de esmalte. 

A la mitad de la distancia entre la cúspide y el extremo 
posterior de la cresta longitudinal se separa otra cresta que 
avanza en dirección oblicua hacia adelante, formando tam.- 
bién un pliegue aplastado de esmalte. 

Finalmente, del extremo posterior del premolar se aparta 
otra tercer cresta de esmalte en dirección oblicua hacia ade- 
lante, más baja que la anterior, con la cual es paralela. 

El diente en la cara lateral externa forma una superficie 
vertical convexa, con un reborde de esmalte poco saliente 
en la base y una hendidura vertical á los dos tercios de la 
distancia longitudinal del diente, contando del extremo an- 
terior al posterior. 
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En la cara interna se aprecia un pilar anterior que se une 
por su base con otro situado en la región central, y que en 
su conjunto forman las dos ramas de una V con una depre- 
sión entre ellas. El pilar central tiene su cúspide más hacia 


Fig. 16. — Porción de la rama derecha de la mandíbula de Palaeoplaticeros: a, cara 
externa; b, cara interna; c corona. (Tamaño natural.) 


atrás que la punta culminante de la cresta longitudinal del 
diente. 

El espacio situado entre este pilar central y el extremo 
posterior del premolar está ocupado por dos pilares, uno 
correspondiente al borde posterior del diente y otro cónico 
entre el central y el posterior, y de altura intermedia á los 
dos entre que está. 
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La distancia ocupada por los tres pilares es próximamen- 
te igual á la que ocupan el pilar anterior y la depresión en- 
tre éste y el pilar central. 

El primero y segundo molar son muy semejantes y tienen 
forma y contextura común á los rumiantes. Son bilobulados, 
y cada lóbulo compuesto por una media luna interna aplasta- 
da y otra media luna externa de concavidad muy acentuada. 
Las medias lunas internas forman en su corona una cresta 
longitudinal que se eleva en cúspide aguda. Las medias lunas 
externas abarcan con sus ramas á las internas. Un reborde 
poco acusado existe rodeando por la base á las medias lunas 
externas, señalándose en el segundo molar un tuberculito de 
esmalte entre la comisura de éstas por la cara externa. 

El tercer molar (figuras 16 y 17) es trilobulado: el conjun- 
to de los dos lóbulos anteriores tienen la 
forma y disposición de los molares primero 
y segundo; pero al segundo lóbulo se le 
adiciona un tercero, constituido tan sólo 
por la medía luna externa, cuyo extremo 
Fig. 17.—Último mo- posterior se prolonga hacia el interior, des- 

lar inierior de Pa-  cribiendo un arco muy cerrado hasta casi 


laeoplatyceros, vis- 
to por la cara ex- ponerse en contacto con la media luna ex- 


O * terna del lóbulo medio, limitando un espa- 
cio circular en forma de brocal de pozo, 

pared circular que se completa con parte de la rama poste- 
rior de la media luna externa, que se encorva en la última 
parte, formando una sinuosidad acentuada; carácter este 
último que distingue el molar del de otras especies afines. 

Las medidas de los molares inferiores son: 

Ultimo premolar: Long., 10 mm.—Anch., 5 mm. 

Primer molar: Long., 12 mm.—Anch., 7. 

Segundo molar: Long., 13. —Anch., 8. 

Tercer molar: Long., 17. --Anch., 8. 

Dentición de leche. - La rama de mandíbula de leche (figu- 
ra 18) encontrada en el yacimiento de Palencia ofrece las 
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mismas relaciones de tamaño, respecto á las de Dicrocerus 
encontradas en el yacimiento de Sansan, que las que hemos 
dicho existen entre los molares de individuos adultos de las 
especies de uno y otro yacimiento. Tienen, por otra parte, 
tantas analogías morfológicas, y al mismo tiempo caracteres 
distintivos, que nos inducen á considerar á la mandíbula en 
cuestión como perteneciente también al nuevo grupo. 

La rama mandibular llega por delante hasta la sínfisis; 
pero una rotura que tiene en el extremo impide apreciar el 
borde anterior. 


Fig. 18.—Mandíbula de leche de Palaeoplaticeros, a, cara externa; b, corona. 
(Tamaño natural.) 


El primer premolar es birradiculado y monocuspidado, 
cúspide situada en el punto medio de una cresta longitudi- 
nal de esmalte que recorre todo el diente formando un bor- 
de externo. A partir de esta cresta avanzan hacia el lado 
interno tres tabiques de esmalte: uno, que arranca de la cús- 
pide central y se dirige muy oblicuamente hacia adelante; 
otro, que arranca pasada la mitad de la distancia entre la 
cúspide central y el borde posterior del diente y se dirige 
hacia el lado interno, pero con menos oblicuidad, casi nor- 
malmente, á la cresta longitudinal; un tercer tabique arran- 
ca del extremo posterior de la cresta longitudinal y avanza 
paralelo al segundo tabique y forma el borde lateral poste- 
rior del diente. La cara externa es lisa, y en la interna se 
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aprecian cuatro pilares: uno, correspondiente al borde ante- 
rior del diente; otro, central, cónico, de ancha base, que co- 
rresponde á la cúspide central del diente, y dos delgados, 
paralelos y juntos hacia el extremo posterior del premolar. 

El segundo premolar es también birradiculado y mono- 
cuspidado, con cúspide en el medio de la cresta longitu- 
dinal. 

El extremo anterior de ésta se ensancha, pero no se bi- 
furca, dando origen en la cara interna á un grueso pilar. 
De la cúspide arranca, en dirección oblicua hacia dentro y 
adelante, una cresta ensanchada en su terminación y dando 
lugar á otro pilar de la cara interna del diente. Otra cresta: 
que parte de un punto equidistante de la cúspide central y 
del extremo posterior del premolar avanza hacia el interior, 
también en posición oblicua, aunque menos que la anterior, 
y como ella, si bien en mayor grado, se ensancha en el ex- 
tremo, dando lugar á un grueso pilar. Finalmente, el diente 
forma en su pared posterior otra tercer cresta, menor que 
las anteriores, pero en ángulo recto con la longitudinal, dan- 
do origen á un último pilar de la cara interna. 

La cara externa es lisa y de base ondulada, como el pri- 
mer premolar. 

El tercer premolar es muy complejo, trilobulado; cada ló- 
bulo constituído por dos medias lunas, una interna y otra 
externa, y entre las comisuras de las medias lunas externa, 
anterior y media, un tuberculito de esmalte, y otro en la co- 
misura de las medias lunas externa, media y posterior. La 
muralla interna forma tres cúspides, separadas por dos de- 
presiones, correspondiendo las cúspides á los puntos me-, 
dios de las medias lunas internas, y las depresiones á los 
espacios situados entre las medias lunas. 

Las dimensiones de los dientes son: 

Primer premolar: Long., 7 mm.—Anch., 3 mm. 

Segundo premolar: Long., 9 mm. —Anch., 4 mm. 

Tercer premolar: Long., 13 mm.—Anct., 6 mm. 
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Restos esqueléticos referíbles 4 los Palaeoplatyceros. — En 
el yacimiento hemos encontrado diversos fragmentos de 
huesos de las extremidades, en general muy fragmentados é 
incompletos, que presentan caracteres de tamaño compara- 
tivo que nos hacen suponer pudieran corresponder al ani- 
mal cuyas astas y dentición hemos descrito. 

Todos estos huesos ofrecen gran semejanza con los del 
montyac y el gamo, siendo las analogías con el primer ani- 
mal en extremo patentes, lo cual afirma aún más el paren- 
tesco que esta especie viviente presenta con el Palaeopla- 
tyceros. Las analogías son también manifiestas con los cer- 
vulinos miocenos, especialmente Dicrocerus y Palaeomeryx. 

Huesos de las extremidades anteriores. —De éstos sólo se 
halla en regular estado de conservación, para poder fijar al- 
eunas medidas, un húmero derecho con la apófisis inferior 
y gran parte de la diáfisis. 

Otros cuatro fragmentos de húmeros referibles á la mis- 
ma especie se han encontrado; pero el mal estado de con- 
servación, especialmente por lo que hace á lo roto de las 
apófisis, hace que no los tomemos en cuenta para las me- 
didas. 

Las medidas que hemos podido tomar son las siguientes: 

Anchura máxima de la polea articular, 25 mm. 

Diámetro antero posterior de la diáfisis, 14 mm. 

Diámetro lateral de la diáfisis, 12 mm. 

Un extremo articular de una clavícula derecha también 
suponemos corresponda al mismo animal por sus dimensio- 
nes relativas; pero está tan rodado, que no pueden respecto 
á este hueso hacerse deducciones. 

Un fragmento de metacarpiano encontrado en el yaci- 
miento, tan sólo por sus dimensiones relativas lo incluímos 
entre los restos de Palaeoplatyceros, pues correspondiendo 
á la diáfisis, sus caracteres son de muy poca importancia. 

Diámetro antero posterior, 9 mm. 

Diámetro lateral, 12 mm. 
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Huesos de las extremidades posteriores.—De éstos existen 
más huesos, puesto que están representados el fémur, tibia, 
astrágalo, calcáneo y metacarpiano. 

Del fémur existe una extremidad inferior del derecho y 
un gran fragmento de otro fémur del mismo lado, con la ex- 
tremidad inferior y la mitad de la diáfisis. 

Las dimensiones son: | 

Diámetro antero posterior de la extremidad distal, 41 mm 

Idem transverso de idem iíd., 35 mm. 

Idem antero posterior de la diáfisis, 17 mm. 

Idem transverso de la diáfisis, 16 mm. 

Una tibia derecha es el único hueso entero que existe, y 
por el cual se puede juzgar mejor del tamaño del animal. 

Sus dimensiones son: 

Longitud, 176 mm. 

Diámetro transverso de la extremidad proximal, 33 mm. 

Idem antero posterior de ídem íd., 33 mm. 

Idem transverso de la extremidad distal, 22 mm. 

Idem antero posterior de idem íd., 16 mm. 

Idem antero posterior mínimo de la diáfisis, 10 mm. 

Idem transverso mínimo de la diáfisis, 15 mm. 

De los dos calcáneos que existen, uno está en extremo ro- 
dado; al otro, mejor conservado, le falta el extremo distal. 
Sus dimensiones son: 

Longitud, 55 mm. 

Anchura, 16 mum. 

Grueso, 7 mm. 

Los astrágalos son numerosos, por cuanto hay seis ejem- 
plares, en Su mayor parte muy desgastados por los arras- 
tres que han sufrido. Comparándolos con los que Filhol 
representa en la lámina 38 de su obra Mammifeéres fossiles 
de Sansan se aprecian algunas ligeras diferencias. Así, la fo- 
seta para el borde inferior de la tibia es más ancha y pro- 
funda en los astrágalos encontrados en Palencia que en 
los de los Dicrocerus de Sansan, teniendo alguna semejan- 


— 597 — 


za con los de Palaeomeryx, si bien tampoco coinciden por 
completo. 

Las dimensiones, tomando el promedio de ellos y refirién- 
dose principalmente á los mejor conservados, son: 

Longitud, 27 mm. 

Anchura, 16 mm. 

Grueso, 15 mm. 

Carácter plesio ó lelemetacarpiano.— No existiendo de los 
metacarpianos Ó metatarsianos sino la mitad inferior de uno 
de los últimos y un fragmento de la diáfisis de los primeros, 
y no habiéndose encontrado ningún resto esquelético que 
pueda resolver la cuestión importante de si los Palaeopla- 
tyceros eran plesiometacarpianos, como la mayor parte de 
los Cervulinos fósiles y los Cervulus, Cervus y Dama, entre 
los vivientes, ó eran telemetacarpianos, como el Capreolus, 
Alces y Rangifer, entre los europeos, ó los diminutos Pudu 
y Mazama, entre los americanos. l 

Como las mayores analogías son con los primeros, supo- 
nemos que es probable que cuando esta cuestión pueda re- 
solverse á la vista de restos más numerosos que los encon- 
trados en Palencia se compruebe el carácter plesiometacar- 
piano de los Cervicornios que motivan el presente trabajo. 

Tamaño y aspecto de los Palaeoplatyceros.—Puede dedu- 
cirse el tamaño que tendrían los rumiantes que estudiamos 
juzgando por las piezas esqueléticas que poseemos, si bien 
sólo estén completas una tibia, algunos astrágalos y un cal- 
cáneo; la primera, sobre todo, nos permite establecer pro- 
porciones. Del tamaño de los dientes y de las astas pueden 
obtenerse también datos de interés para juzgar de la talla 
de los individuos. Por el tamaño, serían intermedios entre el 
corzo (Capreolus), propio de España, y los pequeños cervi- 
cornios vivientes, los Pudu y Mazama, de la América meri- 
dional. El aspecto, sin embargo, no sería el de estos esbel- 
tos animales, pues las piezas esqueléticas de los rumiantes 
encontradas en Palencia acusan formas más macizas y pe- 
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sadas, guardando en este respecto mucha más analogía con 
los gamos (Dama) de los paises mediterráneos y con los 
montyac (Cervulus) de las Indias Orientales. 

Tendrían, pues, los Palaeoplatyceros un tamaño menor 
que el corzo, el de un cabritillo, y el porte de un gamo, 
ofreciendo por su cornamenta los caracteres de este animal 
unidos á los del Cervulus. 


II 


Característica del grupo y de sus especies 


Característica del género. — Como hemos dicho, la carac- 
terística del grupo, que estimamos corresponde á la catego- 
ría de género, sólo puede establecerse fundamentalmente 
por los caracteres que dan las astas, y accesoriamente y 
de un modo provisional por los suministrados por los dien- 
tes y piezas esqueléticas. 

Para establecer la distinción en especies no tenemos otros 
caracteres que los que puedan suministrar las astas. En los 
molares superiores se aprecian pequeñas diferencias, de las 
que no nos atrevemos á hacer uso para fundamento de es- 
pecies; en algunos huesos, como, por ejemplo, en los astrá- 
galos, hay también algunas diferencias de tamaño, que esti 
mamos como variaciones individuales. Las astas, en cambio, 
suministran caracteres muy patentes en qué fundamentar las 
especies. 

La característica del nuevo género es la siguiente: 

PALAEOPLATYCEROS nov. gen. 

Cervulinos con pedúnculos frontales largos y patentes, al 
modo de los Dicrocerus y de los Cervulus actuales. Sobre el 
pedúnculo se inserta, al modo del capitel sobre el fuste de la 
columna, una roseta ancha, deprimida y ornada en todo el 
borde de tubérculos irregulares á modo de una corona de 
piedrecillas. De la cara superior de la roseta arranca un asta 
aplastada desde su base, que se ensancha hacia el ápice, te- 
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niendo el conjunto forma triangular flabelada, cuyos bordes 
laterales dibujan á cada lado una curva cóncava falciforme, 
y el borde apical un contorno sinuoso de lóbulos grandes y 
redondeados. 

El asta sería caediza y renovable periódicamente, como 
en los Cervicornios actuales, separándose del pedúnculo 
frontal por el plano inferior de la roseta, la cual quedaría 
unida á la palmeadura. Al renovarse el asta presentaría ésta, 
como en los gamos actuales, mayor complicación que la caí- 
da, apareciendo apéndices cilindrocónicos, de tal modo, que 
en los individuos ¡jóvenes sólo existiría la lámina flabelifor- 
me, y en los viejos se complicaría su forma por la presen- 
cia de diversos apéndices ó candiles, análogos morfológica- 
mente y en posición relativa semejante á los del género 
Dama, existiendo algunos otros apéndices situados en plano 
normal al de la palmeadura. 

En la suposición probable de ser de los mismos animales 
las astas y los dientes y restos esqueléticos encontrados jun- 
tos en el yacimiento, y ya descritos, los Palaeoplatyceros se 
caracterizarían también por ofrecer molares superiores con 
pliegues y apéndices como los Dicrocerus y Palaeomeryx, 
presentando espolones de esmalte en las medias lunas ante- 
riores internas y una pequeña rugosidad de esmalte frecuen- 
temente en la pared externa de la rama anterior de la media 
luna interna posterior. 

El esqueleto ofrecería también analogías patentes con los 
géneros miocenos conocidos. 

El tamaño de las astas, incluyendo los apéndices tronta- 
les, es de unos 20 cm.; de 35 mm. la longitud de la serie de 
los tres molares superiores; de 43 mm. la de los tres mola- 
res inferiores; de 18 cm. la longitud de la tibia, y de 27 mi- 
límetros la del astrágalo. 

Característica de las especies. —El género Palaeoplatyce- 
ros lo consideramos dividido en dos especies, cuyos carac- 
teres son los siguientes: 
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PALAEOPLATYCEROS HISPANICUS nov. esp. (Figuras 1.* 
Do) 

Pedúnculos frontales largos y delgados, alcanzando de 60 
á 70 milímetros de longitud. 

Roseta ancha y aplastada y con tubérculos irregulares en 
todo el contorno, que es sensiblemente circular, formando 
borde continuo y saliente. 

Asta aplastada desde la base, en forma de lámina trian- 
gular, ensanchándose rápidamente de la base al ápice, con ó 
sin apéndices cilindrocónicos, en relación probable con la 
edad de los individuos. 

Plano de la palmeadura formando ángulo muy obtuso con 
el eje del pedúnculo. 

Espesor de la lámina palmeada en su región media, menor 
de un centímetro. 

Los ejemplares que se representan en las figuras 6.*, 7.* 
y 8.* ofrecen algunas pequeñas diferencias que no las esti- 
mamos suficientes para dar lugar á otra especie. Consisten 
las particularidades en ser el pedúnculo más robusto y cot- 
to, de tal modo, que teniendo una longitud de 45 mm., el 
diámetro es de 16 mm. A su vez, la palmeadura es también 
más espesa y robusta y de bordes gruesos. 

PALAEOPLATYCEROS PALENTINUS nov. esp. (Fig. 9.”) 

Pedúnculos frontales cortos y gruesos, alcanzando una 
longitud de 52 mm. y un diámetro de 15 mm. 

Roseta con tubérculos irregularmente distribuidos en el 
borde, formando un contorno interrumpido por. trechos des- 
provistos de tubérculos. 

Asta aplastada que se ensancha lentamente hacía el ápice, 
gruesa y de sección triangular en su porción inferior, y la- 
minar y delgada en el ápice. 

Plano de la palmeadura en la prolongación del eje del pe- 
dúnculo frontal, y, por lo tanto, sin formar ángulo con éste. 

Espesor de la palmeadura en la región central, mayor de 
1,5 centímetros. 
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Filogenia del muevo grupo y de los Cervicornios 


Analogías filogenéticas.—La idea fundamental en Paleon- 
tología respecto á la evolución de los cervicornios es que 
el desarrollo filogénico de las astas de los Cérvidos fósiles 
sigue la misma marcha que el desarrollo ontogénico en los 
Cérvidos actuales. 

Es bien sabido que en el ciervo, por ejemplo, en el pri- 
mer año sólo existe un sencillo apéndice, complicándose 
el asta al renovarse al segundo año con la aparición de otro 
apéndice ó candil en la base del primero, aumentando el 
número de apéndices y haciéndose la ramificación del asta 
más complicada á cada renovación anual. 

Del mismo modo se verifica en el gamo, apareciendo, 
primero, un apéndice único y puntiagudo; al caer éste y re- 
novarse al año siguiente, surge aumentado con una punta 
basilar dirigida hacia adentro y adelante; al tercer año cons- 
ta la cuerna de los dos candiles y la pala, alcanzando en 
los machos viejos una gran complicación. 

El desarrollo filogenico se supone se ha cumplido del 
mismo modo, ofreciendo las especies tanta más complica- 
ción en las astas cuanto más modernas son. Según esto, los 
cérvidos actuales derivarían de formas primitivas de astas 
sencillas equivalentes á las que presentan el primer año el 
ciervo y el gamo actuales. En el mioceno medio se conocen 
formas correspondientes á las del segundo año del tipo de 
las de los Cervulus; tal sucede con los Dicrocerus, tan abun- 
dantes en Sansan y Steinhein. En el mioceno superior los 
cervicornios corresponden, en su mayoría, al tercer estadio 
de crecimiento, ó sea con tres puntas: Cervus (Capreolus) 
Matheronis Gerv., del Monte Leberon, y Cervus (Axis) Par- 
dinensis Croix et Job., de Issoire (Auvernia). En el plioce- 
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no superior y cuaternario las astas de los ciervos llegan á 
la complicación que tienen las especies vivientes. 

Esta distribución en el tiempo de las formas primitivas 
de las cuernas de los cervicornios es más aparente que real. 
Por lo que hace á los ciervos actuales, se observa que exis- 
ten especies que no pasan aún en la edad adulta de un solo 
tallo, como los géneros americanos Mazama y Pudu; los 
Cervulus son en extremo análogos á los Dicrocerus mioce- 
nos, con astas bifurcadas; los Capreolus, Cariacus y algún 
otro género son de astas poco ramificadas aun en los machos 
viejos, particularidades que apuntamos para hacer constar 
la gran diversidad que respecto á ramificación ofrecen las 
astas de los cervicornios vivientes, pudiendo interpretarse 
las formas indivisas ó tan sólo bifurcadas, Ó con muy pocas 
ramificaciones, como formas atávicas que persisten. 

Por lo que respecta á las especies fósiles, se aprecia que 
la complicación creciente de las astas, en el transcurso de los 
tiempos geológicos, no se realiza en la forma regular que 
hemos expuesto. En el mioceno de Sansan y de Simorre 
Filhol ha reconocido una especie, Cervus (Dicrocerus) Lar- 
tetí Filhol, con astas de una gran complejidad por el núme- 
ro de apéndices, que varían de dos á cinco, significando, en 
opinión de este autor, el distinto grado de la complicación 
de las astas en relación con las diversas fases del crecimien- 
to, que se trata de astas renovables y de complicación cre- 
ciente, según la edad del animal. 

La complicación que también ofrecen las astas de los 
Palaeoplatyceros que aquí he descrito, comprueba la opi: 
nión de Filhol y hace ver que no se trata de astas anorma- 
les, como se ha supuesto por algunos paleontólogos respec- 
to á la especie Cervus Larteti Filhol. 

Por otra parte, hasta el presente, que sepamos, no se han 
encontrado en los rumiantes fósiles anteriores á los Dicro- 
cerus cervicornios con astas constituídas por un solo apén- 
dice, como los vivientes Mazama y Pudu, y, en cambio, en 


— 603 — 


el plioceno de Val de Arno la complicación de la cuerna 
del Policladus Sedewicki Falc. llega á un grado muv supe- 
rior á la de los ciervos actuales, con apéndices en tan gran 
número y en tantos planos, que semeja la complicada rami- 
ficación de un arbusto. 

Todas estas consideraciones nos llevan á suponer que 
la evolución de las astas de los cervicornios se ha produci- 
do con gran rapidez en época anterior al mioceno superior, 
durante el mioceno medio por lo menos, como lo indican, 
por lo que se refiere á astas cilíndricas, las del Cervus 
Lartetí Filhol, y por lo que atañe á astas aplastadas, las de 
los Palaeoplatyceros, que hemos descrito. 

Los cervicornios de astas aplastadas, como Dama y Me- 
gaceros, entre los plesiometacarpianos, y A/ces, entre los te- 
lemetacarpianos, no aparecen hasta el cuaternario, y se con- 
sideraban como descendientes de cervicornios de astas Ci- 
líndricas que habían cumplido su evolución en el cuaterna- 
rio; suposición que podía fundamentarse en no existir ante- 
cesores terciarios con astas aplastadas, y presentar las del 
cuaternario y las vivientes una porción cilíndrica, aunque 
esté reducida en algunas especies á tan sólo la base de la 
cuerna, como se observa en el Megaceros y Alce. 

El hecho de ofrecer algunos cervicornios pliocenos astas 
cilíndricas con aplastamiento en las extremidades distales, 
como se aprecia en algunos Policladus, inducía á considerar 
las astas con este carácter como de tipo intermedio entre las 
totalmente cilíndricas y las manifiestamente aplastadas. 

El descubrimiento de los Palaeoplatyceros destruye esta 
teoría: la presencia en el mioceno medio de cervicornios 
con astas muy complicadas, unas de sección cilíndrica en 
su tallo y apéndices, y otras totalmente aplastadas y en for- 
ma de pala, nos hace suponer que los cervicornios de astas 
cilíndricas y aplastadas han evolucionado paralelamente des- 
de el mioceno. 

Una analogía importante se aprecia entre los Dicrocerus 
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y los Palaeoplatyceros miocenos, que consiste en que las cuer- 
nas de unos y otros se insertan en largos apéndices óseos de 
los frontales, carácter que es el único que debe considerarse 
como ancestral. Coinciden también ambos géneros en la den- 
tición, osteología, talla y proporciones, y como son contem- 
poráneos, debemos suponer son formas derivadas de un an- 
cestral común. 0 

Anteriores á los Dicrocerus y Palaeoplatyceros se conocen 
los Procervulus del Burdigalense del Orleanesado, género de 
Gaudry, en el que encajan bien los ejemplares que Filhol 
designó con el nombre de Cervus Lartetí. Anteriores á los 
Procervulus se conoce el género Dremotherium, todos ellos 
con caracteres semejantes en su dentición, que hace que 
puedan formar en la familia Cervulinidae. 

Según esto, podemos suponer que todas las especies de 
cervicornios tuvieran su origen en los Tragúlidos, que ad- 
quieren su máximo desarrollo en el oligoceno. 

Los Tragúlidos, desprovistos de cuernos, darían origen á. 
tres ramas: 

Una, evolucionaría poco y conservaría á través del mio- 
ceno, plioceno y cuaternario sus caracteres fundamentales, 
llegando á los géneros vivientes Hyaemoschus y Tragulus. 

Otra rama evolucionaría hacia los cavicornios, por inter- 
medio quizá de formas de cuernos ramificados análogos á 
los Merycodus y otros Antilocapridos americanos. 

La tercer rama constituiría los Cervicornios, de la que re- 
presenta una forma ancestral el Dremotherium del mioceno 
inferior (Aquitaniense) de Saint-Gerard-le-Roy, desprovisto 
de astas y con patas tetradáctilas. 

Otro eslabón más moderno serían los Procervulus de 
Gaudry, del Burdigalense del Orleanesado, los cuales, como 
hemos dicho, tenían astas ramificadas sobre un largo tallo 
óseo Ó apéndice de los frontales y sin roseta que señalase 
claramente el sitio preciso por donde se desprendería el 
asta, lo cual parece indicar que la renovación de la cuerna 
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no se etectuaría con la regularidad y constancia que en los 
grupos de época posterior, que ofrecen la roseta bien pa- 
tente y desarrollada. Debe incluirse entre los Procervulus 
la especie que Filhol denominó Cervus Larteti, del horizon- 
te de Simorre y Sansan, en la que el asta, por su ramifica- 
ción y número de apéndices, llega á una gran complejidad, 
carácter que nos obliga á no compartir la opinión del maes- 
tro Zittel de considerar á los Procervulus como formas j¡ó- 
venes de Dicrocerus. 

Conviene también hacer notar respecto á la especie men- 
cionada el aplastamiento característico de los apéndices del 
asta, de tal modo, que la sección de éstos no es circular, lo 
cual viene en apoyo de la hipótesis de que los Procervulus 
son formas ancestrales, por una parte, de los Dicrocerus 
con astas de sección cilindrica, y por otra parte, de los Pa- 
laeoplatyceros de astas flabeladas. Los primeros aparecen 
ya con gran abundancia en el Helvetiense, y por lo que ata- 
ñe á la Península Ibérica, se han señalado en diversas lo- 
calidades que consideramos comprendidas en el Vindebo- 
niense. 

Los segundos los hemos encontrado en el yacimiento de 
Palencia que referimos al Tortoniense superior; son, pues, 
contemporáneos, coincidiendo ambos géneros por su denti- 
ción, conjunto de caracteres osteológicos y presencia de lar- 
gos apendices óseos en los frontales sosteniendo á las 
astas. 

Sintetizando lo expuesto acerca de los antecesores direc- 
tos de los Palaeoplatyceros, diremos que el tronco origina- 
rio debe buscarse en los Tragúlidos oligocenos, de los cuales 
surgieron tres ramas: Una, que evolucionó poco, dió origen 
á los Tragúlidos actuales; otra que, por intermedio de formas 
con astas caedizas, como los Merycodus, y, en general, los 
Antilocapridos, originó á los Cavicornios, y una tercera, por 
intermedio de formas tetradáctilas y sin astas, Dremothe: 
rium, y con astas ramosas y sin roseta, evolucionó hacia los 
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Dicrocerus y Palaeoplatyceros, apareciendo los tallos óseos 
largos de los frontales como característicos de los tres géne- 
ros: Procervulus, Dicrocerus y Palaeoplatyceros. 

Tratando ahora de establecer las analogías de los Pa- 
laeoplatyceros con las formas vivientes, observamos que 
existen grandes con los Cervulus y los Dama. 

A primera vista, las analogías con los Cervulus estriban 
tan sólo en la presencia en ambos géneros de largos apén- 
dices óseos frontales, sobre los que se inserta la parte cae- 
diza por intermedio de la roseta. 

La analogía con el gamo (Dama dama), y aun con el gi- 
gantesco Megaceros, consiste en la forma palmeada de las as- 
tas y en la existencia del apéndice basilar, situado en un pla- 
no normal al de la palmeadura, apreciándose gran semejanza 
entre la constitución y disposición de los apéndices del asta 
grande de Palaeoplatyceros encontrada en Palencia y una 
de un macho viejo que existe en el Museo de Madrid. 

Pudiera objetarse que entre Cervulinos y Cervinos existe 
una gran diferencia, que se manifiesta en la existencia en 
los primeros del largo apéndice óseo de los frontales y la 
carencia de este tallo en los segundos; pero si estudiamos 
algunos Cervínos vivientes apreciaremos que los Pudu de 
Sud-América tienen tallos frontales bastante largos y cuer- 
nas aún más sencillas que los Cervulus, y en los corzos eu- 
ropeos (Capreolus) también se insertan las cuernas caedizas 
por intermedio de una roseta en apéndices frontales de na- 
turaleza Ósea, si bien menos largos que en las especies di- 
chas. Hay, por lo tanto, términos de transición por lo que 
respecta al carácter en cuestión. 

Por otra parte, los estudios que respecto á los Cervicor- 
nios vivientes y fósiles han efectuado zoólogos ingleses 
tienden á demostrar que este carácter es secundario y los 
Cervulus tienen más analogías con algunos Cérvidos, como 
los Cervus y Dama, que éstos con otras especies de la fa- 
milia Cérvidos. E 
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V. Brooke (1) llega á la conclusión que los caracteres 
fundamentales para la clasificación de los Cervicornios con- 
sisten en la constitución y disposición de las extremidades 
y en el desarrollo del vómer, estableciendo dos grupos na- 
turales de Cervicornios: primero, Cervicornios plesiometa- 
carpianos con el vómer poco prolongado, de tal modo, que 
la cavidad nasal está incompletamente dividida por un ta- 
bique; segundo, Cervicornios telemetacarpianos y con el vó- 
mer formando un tabique completo, que divide la cavidad 
nasal en dos cámaras independientes. 

Corresponden al primer grupo los Cervicornios del anti- 
guo continente, salvo algunas pocas excepciones plesiome- 
tacarpianas, teniendo todas el tabique nasal incompleto. 

Los géneros Cervulus, Dama, Megaceros, Axis, Rusa, 
Elaphurus, Cervus y Elaphodes corresponden á este grupo, 
coincidiendo, por el carácter plesiometacarpiano, los fósi- 
les Dicrocerus, Dremotherium y casi la totalidad de los Cer- 
vulinos miocenos. 

Corresponden al segundo grupo todos los Cervicornios 
americanos, Hidropotes de China, Alce y Rangifer boreales 
y el Capreolus de Eurasia. 

Según otro trabajo de R. I. Pocock (2), las analogías en- 
tre Dama y Cervulus son grandes, si se prescinde del ca- 
rácter de los cuernos, coincidiendo ambos géneros en los 
caracteres dichos de ser plesiometacarpianos y con tabique 
nasal incompleto y en otros caracteres anatómicos importan- 
tes, como la existencia de una glándula interdigital de las ex- 
tremidades posteriores profunda y velluda interiormente. 

De estas consideraciones resulta que el nuevo género Pa- 
laeoplaticeros debe considerarse como forma sintética res- 


(1) Brooke: On the classification of the Cervidae, with a Synop: 
sis of the existing Species proceedings of the Zoological Society 
of London, páginas 883-928, figuras 1 á 19, lám. 55.—1878. 

(2) Pocock: On the specialised cutaneous glands of Ruminands 
proceedings of the Zoological Society, pág. 840. London, 1910, 
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pecto al Cervulus y Dama, del mismo modo que el Dicro 
ceras lo sería respecto al Cervulus y Cervus. 

En cuanto á la distribución geográfica, ya hemos dicho 
que los Cervicornios plesiometacarpianos son de Eurasia y 
Africa. 

Los Cervicornios fósiles plesiometacarpianos parecen ha- 
ber tenido por centro de dispersión las regiones medife- 
rráneas, de tal modo, que podemos considerar á los Cervus 
y Dama como procedentes, por evolución autóctona, de los 
cervulinos miocenos, y á los Cervulus de las Indias orienta- 
les como procedentes de emicraciones europeas: los pri- 
meros, al variar las condiciones del medio ambiente, etc., evo- 
lucionaron hacia las formas actuales de los Cérvidos; los se- 
gundos, al emigrar, continuaron en condiciones más seme- 
jantes de clima y conservaron la forma ancestral cervulina. 

La filogenia de los Cervicornios, al tomar en considera- 
ción el nuevo tipo de Palaeoplatyceros, podemos represen- 
tarla por el siguiente esquema: 


Actual. Cervulus. Cervus. Dama. 
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XXVIII. -— Conferencias sobre Física matemática. 
Teoría de los torbellinos (segunda parte.) 


Por José ECHEGARAY. 


Conferencia primera. 


SEÑORES: 


El mundo va tan aprisa en su carrera secular por el es- 
pacio, que si no fuéramos en él, claro es que no podríamos 
seguirle. 

Pues del mismo modo, y valga la comparación, por poco 
que valga, la ciencia va caminando con tal rapidez, que los 
que no están en su centro no pueden seguirla sino difícil- 
mente; y aún los que le comunican nuevo impulso, á muy 
poco quedan rezagados. 

Hace nueve años, cuando yo empecé estas conferencias, 
di principio á mi empresa, por difícil que la considerase, con 
cierta calma relativa. Y año tras año he venido repitiendo, 
que era mi propósito explicar primero y publicar después, 
una serie de conferencias, que constituyeran algo á manera 
de enciclopedia elemental de toda la Física matemática. 

No abarcándola, seguramente, en su inmensa extensión, 
pero en que se condensasen las principales teorías, que pu- 
dieran servir de base para el estudio de las memorias y tra- 
bajos de los grandes maestros de la ciencia. 

Y mi empresa, reducida á un trabajo de propaganda para 
la alta ciencia, no me parecía: imposible, y la dividí, por el 
pronto, en dos partes, á saber: 

Física Matemática clásica. 

Y Física Matemática moderna. 

Y empecé la primera parte de mi empresa con la espe- 
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ranza de llegar, en pocos años, á la segunda parte y aun 
con la esperanza de recorrerla en otros cuantos, si no por 
completo, en sus regiones principales. 

Pero aun contando con la renovación constante de la 
ciencia moderna, no contaba con que esta renovación fuera 
tan rápida y, sobre todo, tan profunda, tan radical, tan re 
volucionaria, pudiera decir, como va siendo. 

Tanto que ya me siento hostigado para dar fin á las 
teorías de la ciencia clásica, porque temo que á seguir el 
paso que traía en estas conferencias, al llegar á la ciencia 
moderna, ésta ya se habrá hecho clásica ó habrá envejeci- 
do del todo; de tal suerte se precipitan nuevas teorías, 


nuevas hipótesis y nuevas escuelas. 


Que las teorías, que al empezar yo mis explicaciones 
llamaba modernas, rechazaban, por vieja y por impotente, 
una gran parte de la ciencia clásica del siglo xIx, ya lo sa- 
bía yo y con este trabajo de demolición contaba para mis 
conferencias y para mi crítica. | 

Ya sabía ciertamente, y cualquiera podía leerlo en las 
obras modernas, la gran enemiga que entre ilustres f:sicos 
y matemáticos se había despertado contra la hipótesis me- 
cánica. 

Ni esto podía negarse, á no cerrar los ojos á la luz, ni 
muchas de las críticas, que contra la vieja mecánica se di- 
rigían, podían rechazarse en justicia. 

Y aparte la exageración, que á veces acompaña al espíri- 
tu crítico que más se precie de imparcial, había que recono- 
cer, que la Mecánica clásica, la que se llamaba por todos 
Mecánica racional por antonomasia, si bien había sido pode- 
rosa y fecunda en una gran parte del siglo XIX y aun del 
siglo XVII, en la Astronomía, monumento gloriosísimo del 


a 


— 611 — 


saber humano y en general en la fisica de la materia pon- 
derable, empezaba á mostrar su impotencia en los nuevos 
fenómenos de la electricidad y del magnetismo. 

Y así, en el trabajo de demolición de la nueva crítica, como 
he explicado ya en años anteriores, á nadie que siguiera con 
alguna atención la marcha de la ciencia, pudiera causarle sor- 
presa una larga serie de negaciones, que ante el saber tradi- 
cional alzaba la nueva generación de físicos y matemáticos. 

Con esto, lo repito, ya contaba yo al empezar mis con- 
ferencias en la Universidad Central. 

Bien sabía, que se negaba la acción á distancia, que se 
negaban las fuerzas centrales, Ó al menos su generalidad, 
que se rechazaba el concepto de la inercia, que se rechazaba 
así mismo, la masa ponderable constante, sustituyéndola por 
la masa electromagnética, y, en general, por los tenómenos 
de inducción. 

Que, en suma, se distinguían dos masas por lo menos, la 
longitudinal y la transversal, cuando no toda una determi- 
nante de masas; y que, aun las dos antes citadas, se supo- 
nían variables con la velocidad. 

La tórmula de la constancia y de la eternidad de la ma- 
teria perdía su carácter absoluto y quedaba reducida á una 
fórmula de mera aproximación. 

Todo esto ya se agitaba en la última parte del siglo XIX. 

Y al estudio de todas estas tecrías pensaba yo llegar, sin 
eran apresuramiento, al dar término á la primera parte de mi 
empresa; es decir, á la exposición de las teorías fundamen- 
tales de la Física Matemática clásica. 

Aun así y todo, aunque yo tenía en cuenta los rápidos 
vientos de renovación, como no imaginaba que tan pronto 
se transformasen en vendabal, seguía mi marcha con cierta 
lentitud, aunque apuntando de paso algo de la nueva crítica 
y algo de las nuevas doctrinas y teorías. 

Así, en uno de los cursos precedentes, como aplicación 
de los teoremas de Green y de Stokes, dí una idea rapidí- 
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sima, elemental, de los campos electromagnéticos; que con 
esto y con cosas análogas iba preparando trabajo para en 
adelante. 


Mas en sus líneas generales no había alterado el pro- 
grama, que desde el primer momento fijé para estas confe- 
rencias. 

Había empezado por exponer la Física Matemática clá- 
sica, la del siglo precedente, la que, para la mayor parte de 
sus problemas, se fundaba en la hipótesis mecánica; y la iba 
desarrollando con ánimo de recorrerla en sus principales 
direcciones, sin proponerme empezar con la Física Matemá- 
tica moderna, hasta haber terminado con la primera parte 
de mi empresa de propaganda. 

Así es que contaba con terminar en este curso la teoría 
de los torbellinos. 

Explicar en el siguiente la Mecánica Estadística; pasar 
después á la Electro estática, según los procedimientos clá- 
sicos, y sólo en el curso inmediato exponer esta primera 
parte de la electricidad por los métodos de Maxwell, que ya 
en cierto modo pertenecen á la Física Matemética moderna, 
ó es, por lo menos, una transición á ella. Ya en uno de los 
cursos siguientes hubiera comenzado el estudio de la Elec- 
tricidad, según Laurentz, Larmor y otros físicos matemáticos 
modernos. 

Todo esto en la hipótesis, y ésta sí que es hipótesis un 
tanto aventurada, de que mis años, mis fuerzas y la prolon- 
gación de la vida lo consientiesen. 

Y en esta serie sucesiva de conferencias, sin impaciencia 
esperaba la continuación de mis lecciones, y sin que jamás me 
ocurriera rectificar lo que ya hubiera expuesto, al menos en 
sus conceptos generales. 

De este modo en cada nuevo curso, antes de empezar la 


— 613 — 


materia del mismo, hacía un rápido resumen de los cursos 
precedentes: y substancialmente jamás modificaba este re- 
sumen. 

Hoy, sin embargo, la fe inquebrantable en los fundamen- 
tos, que al principio establecí para mis conferencias, exige, 
sino que los modifique, al menos que prevenga á mis alum- 
nos de nuevas orientaciones, que pudieran dar origen á nue- 
vas dudas, que jamás me ocurrieron, ni creo que le ocurrie- 
ran á nadie, hasta estos últimos tiempos. 

Me explicaré con más claridad, porque el asunto lo mere- 
ce; y aunque no podré tratarlo por hoy tan extensamente 
como quisiera, no estarán demás algunas indicaciones, que 
por lo menos sean claras y precisas. 


En el primer curso de esta asignatura, en el que expliqué 
de 1805 á 1906, pretendí marcar el carácter de la Física ex- 
perimental y el carácter de la Física matemática, y las dife- 
rencias substanciales, que entre una y otra ciencia, á pesar 
de la unidad de su objeto, habían existido siempre, en ra- 
zón á los métodos que una y otra empleaban y que yo creía 
invariables é inconmovibles. 

Pero nada hay inconmovible ni inquebrantable en los pro- 
ductos de la labor humana. 

Decía yo, desarrollando ampliamente estas ideas: 

La Física matemática parte de ciertas hipótesis formadas, 
naturalmente, al contacto y, por decirlo de este modo, al ca- 
lor de la realidad € inspiradas casi siempre por ella mis- 
ma, tanto Ó más que por la fantasía del físico ó del mate- 
mático. 

Después, estas hipótesis, de las que formaba parte la hipó- 
tesis mecánica, pero que estaba visto que había de modifi- 
carse, si la Física había de comprender los fenómenos de la 
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electricidad y del magnetismo, se traducían en fórmulas ma- 
temáticas, que casi siempre eran ecuaciones diferenciales. 

Integradas estas ecuaciones, las fórmulas, en términos 
finitos que resultasen, había que interpretarlas conveniente- 
mente, para buscar en los accidentes del análisis matemático 
la explicación real ó simbólica de los accidentes físicos del 
fenómeno en cuestión. 

Esto me parecía claro, evidente, indiscutible, y hasta me 
imiginaba, que era algo constante é inconmovible en la es- 
fera racional. 

Hasta tal punto, que si había que modificar la Física ma- 
temática clásica ó la Física matemática moderna, esta modi- 
ficación Ó estas modificaciones sólo podrían referirse á la 
naturaleza de la hipótesis de que se partía, pero no al proce- 
so analítico que hubiera de seguirse después. 

Decía yo, condensando mi pensamiento en fórmula sin- 
tética: 

La hipótesis. 

La traducción de la hipótesis, en ecuaciones diferenciales. 

La interpretación de las fórmulas, á que se llegará por la 
integración. 

La hipótesis de partida no me extrañaba que hubiera de 
modificarse; porque, no ya en los fenómenos de la Mecáni- 
ca, sino en la misma materia ponderable ha clavado su zat- 
pa la duda, convirtiendo al átomo de la Química en un com- 
puesto de electrones, y convirtiendo todo el Universo que 
nos rodea en un tupido y misterioso conglomerado de elec- 
trones positivos y negativos, que fingen la materia de nues- 
tro globo y la materia de los astros: sol, estrellas, nebulosas, 
mares y montes. 

A tales hipótesis nos tiene harto acostumbrados la ciencia 
moderna, para que yo creyera en la permanencia, en la in-. 
variabilidad, y mucho menos en la eternidad científica de las 
hipótesis. Pero sean éstas las que fuesen, yo pensaba, que 
forzosamente había que llegar á plantear los problemas de 
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la Física por medio-de ecuaciones diferenciales. Era, si se 
me permite expresarme de este modo, tal creencia el centro 
de gravedad, no sólo de la Física matemática, sino de la mis- 
ma Física experimental. 


Y, en efecto, marcando en las conferencias del primer cur- 
so, que expliqué en esta Universidad, las diferencias que 
existen entre la Física matemática y la Física experimental, 
decía que en esta última, al estudiar cualquier ferómeno, se 
determinaban, ante todo, por la observación y la experien- 
cia las magnitudes Ó los parámetros de los que el fenómeno, 
con todos sus accidentes y determinaciones, dependía; si no 
de una manera rigurosamente exacta, porque un fenómeno 
físico depende de un número enorme de variables, por lo 
menos de aquellas magnitudes que en circunstancias deter- 
minadas son dominantes y en cierto modo decisivas. 

Así, por ejemplo, y éste es el que siempre cito, un gas 
está caracterizado aproximadamente por el volumen, la pre- 
sión y la temperatura. 

En general, las condiciones de cualquier fenómeno, ó di- 
cho de otro modo, de cualquier sistema físico, dependerán 
de un cierto número de parámetros Q;,, Q3 ..... Qf. 

Y esta primera parte del método experimental, casi pu- 
diera decir que es puramente cualitativa. 

Lo único que se afirma es esto: que el fenómeno depende 
de ciertas magnitudes físicas. 

Pero la ciencia moderna no es la ciencia de las cualida- 
des, sino la ciencia de las cantidades. 

Todo hay que medirlo y pesarlo y reducirlo á números, y 
expresarlo por fórmulas matemáticas. 

Quizá constituyen las matemáticas puras la ciencia que 
conserva una región, ó mejor dijera, dos regiones, en que 
se prescinde de la medida y del número, á saber: 
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La geometría proyectiva y aquella curiosísima rama que se 
denomina Análisis situs. En estas dos últimas regiones más 
domina la cualidad que la cantidad. 

Pero en las ciencias positivas el concepto de la cualidad, 
como tantas veces hemos explicado, está en el origen de la 
ciencia, en sus albores, cuando es ciencia embrionaria; mas 
al llegar á la edad madura, ha sustituido ya al concepto de 
cualidad el concepto de cantidad, y casi no merece el nom- 
bre de ciencia hasta que no se ha operado esta transforma- 
ción, hastá que no esta sujeta á peso y medida, á cálculo 
numérico y á fórmulas matemáticas. 

Por eso en la física experimental, si en el primer período 
se marcan los parámetros característicos del fenómeno, en 
el segundo período se investigan las leyes matemáticas que 
relacionan estos parámetros entre sí, es decir, se buscan 
funciones que los enlacen. 

Por ejemplo: : 


Pla) E 
hi e ol qr) =0 


Y según sea el número de estas ecuaciones, y según sea 
el número de parámatros q, así tendremos tal número de 
parámetros independientes y tal otro número de parámetros 
que de los primeros dependen. 

Este es el sentido y esta es la significación que tienen, en 
la teoría de los gases, la ley de Mariotte y la ley de Gay 
Lussac, que enlazan el volumen y la presión, y el volumen y 
la temperatura, es decir, que enlazan los tres parámetros fí- 
sicos: volumen, presión y temperatura. 

Aún pudiéramos agregar, que en la física experimental 
hay una tercera parte, lo mismo que en la física matemáti- 
ca, que es la de interpretación de las fórmulas. 

En aquélla y en ésta hay que interpretar las fórmulas ma- 
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temáticas acomodándolas á las circunstancias, accidentes y 
determinaciones varias del fenómeno. Es decir, viendo cómo 
las fórmulas matemáticas expresan, simbolizan y además mi- 
den todas las magnitudes, que en el fenómeno aparezcan, y 
aun cómo preven y adivinan, sólo por circunstancias del aná- 
lisis matemático, relaciones y fenómenos antes no conocidos. 


Todo esto lo dijimos en las conferencias del curso 
de 1905 á 1906; y aun parece que en lo que llevo dicho no 
tengo otro propósito aparente, que el de hacer el resumen 
de aquellas primeras conferencias. 

Y, sin embargo, no es así. 

Mi objeto es, si no modificar lo que entonces dije y lo 
que hoy he repetido, oponer 'á aquellas afirmaciones algu- 
nas reservas á que me obligan ciertas teorías modernas. 

No para destruir lo que entonces afirmé y hoy afirmo de 
nuevo, porque en las ciencias físico-matemáticas pocas co- 
sas se destruyen de cuajo; en cambio, casi todo se modifica 
con más ó menos rapidez. Los seres, los organismos, aun 
las mismas leyes aparentes de la Naturaleza, todo está su- 
jeto á evolución; aun cuando esto de que las leyes naturales 
se modifican no es problema filosófico-científico para trata- 
do de paso. 

Pero volvamos á nuestro objeto y al de esta primera 
conferencia del presente curso. 

Tres monmientos hay que considerar, deciamos, y hemos 
vuelto á repetir, en la Física Matemática. 

Primero. El momento de las hipótesis. 

Segundo. El de la aplicación del cálculo matemático á 
estas hipótesis. 

Tercero. El de la interpretación de las fórmulas y su 
adaptación á la realidad de los fenómenos. 

Y otros tres momentos hay que considerar en la Física 
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experimental y se refieren á estos tres puntos, según aca- 
bamos de ver: 

Primero. La observación y determinación de los pará- 
metros físicos de los que el fenómeno que se estudia de- 
pende. 

Segundo. Determinación experimental de las relaciones 
matemáticas entre dichos parámetros. 

Tercero. Y podemos, casi, repetir las palabras anterio- 
res. Adaptación de las fórmulas matemáticas á la realidad 
de los hechos é interpretación de dichas fórmulas al contac- 
to de la realidad misma y aun como medio de previsión de 
los hechos futuros y todavía no conocidos. 


Prescindiendo del tercer problema, el de interpretación 
de las fórmulas, que podemos suponer igual, por el pronto, 
para la Física experimental y la matemática, sin perjuicio de 
un estudio más detenido cuando llegue el momento oportu- 
no; prescindiendo asimismo de la primera parte que en la 
Física Matemática supone el establecimiento de ciertas hi- 
pótesis y que en la Física experimental hemos supuesto que 
se refiere á la clasificación de los parámetros físicos que 
determinan las condiciones de cada fenómeno de la Natu- 
raleza; y viniendo á la segunda parte, en el método, proce- 
dimiento ó desarrollo de ambas ciencias, la matemática y la 
experimental, vemos que en ambas este segundo momento 
de su desarrollo está consagrado al establecimiento de las 
fórmulas matemáticas, que han de marcar las leyes del fe- 
nómeno en cuestión. 

La manera de obtener estas fórmulas es, naturalmente, 
distinta en la Física Matemática y la experimental, y lo era 
más en la centuria precedente, es decir, cuando dominaba 
en la primera de ambas ciencias la hipótesis mecánica. 

En aquel período las fórmulas matemáticas resultaban «e 
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la aplicación de las ecuaciones de la Mecánica, si de la Fí- 
sica matemática se trataba; resultaban, por el contrario, del 
método experimental en la ciencia práctica y positiva. 

Y digamos de paso, que en los tiempos modernos una 
aproximación de métodos se va marcando entre ambas cien- 
cias, pues dijérase que hasta cierto punto tienden á confun- 
dirse Ó á elevarse á otra unidad superior; de tal modo se 
mezclan, se confunden, se encadenan las hipótesis y las ex- 
periencias. La Física Matemática se ve como impulsada 
hacia el gabinete del físico por la maravillosa sucesión de 
hechos nuevos: ¡ones, electrones, rayos catódicos, rayos X, 
radioactividad, leyes de la absorción y de la irradiación; y 
en cambio el físico cada vez se hace, por decirlo de este 
modo, más y más matemático, acudiendo á las más compli- 
cadas teorías del análisis. 

Pero prescindiendo de ambas evoluciones, en cierto modo 
convergentes, hay una concordancia entre matemáticos y 
físicos de la Escuela clásica y de la escuela experimental. 

Ambos empleaban, y ambos tenían, si se me permite esta 
afirmación, fe ciega en el empleo de las ecuaciones diferen- 
ciales. 

Las ecuaciones diferenciales representan el esfuerzo su- 
premo de la inteligencia humana para expresar las leyes 
del mundo material. El símbolo más sublime de estas leyes, 
y al mismo tiempo más útil y más práctico para las aplica- 
ciones; y así las fórmulas de la ciencia abstracta y de la alta 
ciencia pasaban naturalmente, y sin esfuerzo alguno, á la 
ciencia aplicada. 

Dígalo todo la Industria, dígalo la teoría de las máquinas, 
dígalo la misma electrotecnia. 

Al hombre de la práctica y de la realidad palpitante en 
los talleres, en las vías férreas, en los tranvías, en las fá- 
bricas de electricidad, poco le importaban los procedimien- 
tos que se hubieran seguido para llegar á tales fórmulas; 
con que fueran suficientemente aproximadas tenía bastante. 
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Y esta fe en las ecuaciones diferenciales era universal. 

En cierto modo, las ecuaciones diferenciales eran el dogma 
de la ciencia moderna y de la ciencia positiva. 

Podrían discutirse tales fórmulas, corregir algunas y aun 
deshechar otras; pero la gran masa de las ciencias de apli- 
cación, en lo que á la Física y aun en cierto grado á la Quí- 
mica se refiere, en las ecuaciones diferenciales buscaba el 
instrumento más poderoso para sustituir la ciencia á la 
rutina. 


Y de los hombres de ciencia no se hable; no sé si antes 
hice esta cita; si la hice, la repito; si no la hice, corrijo la 
omisión: 

Uno de los sabios, de las matemáticos, de los pensadores 
que han dado más gloria á la ciencia moderna, y en uno de los 
últimos artículos admirables, como todos los suyos, en que 
discutía este tema, á saber: el de la evolución de las leyes 
naturales, de las ecuaciones diferenciales partía y las consi- 
deraba como la expresión de aquellas leyes. 

Puede, pues, afirmarse que, en cierto modo, es unidad su- 
prema de la Física mecánica y de la Física experimental este 
empleo de las ecuaciones diferenciales en ambas ciencias. 

Ya en otra ocasión discutíamos un aspecto importante de 
este mismo tema. 

La Física matemática, decíamos, plantea casi todos sus 
problemas por ecuaciones diferenciales. 

La Física experimental en su primera época, y por la mis- 
ma índole de sus procedimientos de entonces, más tendió á 
establecer relaciones finitas entre los parámetros que atri- 
buye á cada fenómeno. 

Así, en los gases las dos fórmulas fundamentales, las dos 
leyes, pudiéramos decir, la de Mariotte y la de Gay Lussac, 
no son ecuaciones diferenciales, son relaciones finitas entre 
el volumen, la presión y la temperatura. 
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Pero esta tendencia á establecer tablas, cuadros, relacio- 
nes numéricas entre magnitudes finitas de los parámetros, 
buscando luego por analogías ó por interpolaciones expre- 
siones matemáticas, que condensen aquellos complejos nu- 
méricos, si no podrá desaparecer nunca, porque encarna en 
la índole del método experimental, ha sufrido grandes mo- 
dificaciones, que procuraremos explicar en su día. 

Por ahora digamos, que la Física experimental acude en 
cada momento, en este último período, al empleo de ecua- 
ciones diferenciales. 

Y podemos afirmar de nuevo, y resueltamente, que las 
ecuaciones diferenciales han sido y son aplicadas por la 
ciencia abstracta y por la ciencia práctica como el simbolis- 
mo más exacto, más fecundo y más poderoso, que haya en- 
contrado en la serie de los siglos la inteligencia humana 
para imprimir la nota racional en los fenómenos y agitacio- 
nes de la materia. 

¿Y por qué, preguntarán acaso mis alumnos, se encuentran 
de preferencia en las obras de Física matemática, ya clásica, 
ya moderna, y aun en los trabajos de la Física experimental; 
por qué se encuentran de preferencia, repito, las ecuacio- 
nes diferenciales sobre las ecuaciones en magnitudes finitas? 

Ya lo hemos explicado en repetidas ocasiones, y ahora, 
para no separarnos demasiado de nuestro objeto, sólo pode- 
mos agregar una ligera indicación á lo dicho hasta aquí. 

Aparecen de preferencia las ecuaciones diferenciales, por- 
que éstas se refieren, como indica su nombre, no á las mag- 
nitudes ó á los parámetros ya formados, sino á sus elemen- 
tos. Y estas relaciones, por regla general, son más fáciles de 
establecer en la práctica, que las relaciones entre las magni- 
tudes finitas. 

Por ejemplo, en una curva, la relación entre las coordena- 
das puede ser complicadísima, hasta puede estar expresada 
por funciones transcendentes, y en cambio la relación entre 
las diferenciales es lineal. 


= (042 = 


Así y = F (x) puede ser transcendente, como decimos, y 
complicadísima; y si se pasa de la relación en términos fini- 
tos entre las coordenadas x, y, á la relación entre sus dife- 
renciales dx, dy, esta relación | 


IN DNAS 
Ó, si se quiere, 


a (X, y) dx + $B (x, y) dy =0 


es lineal, para cada punto, entre las diferenciales. 

Y esto sucede en casi todas las ecuaciones diferenciales 
de la Física matemática y aun para las diferenciales de orden 
superior. 

Podrán entrar los coeficientes diferenciales, á veces, en 
una potencia ó en una raíz; pero excepcionalmente entrarán 
complicados en una función transcendente. Verdad es que 
tales simplificaciones dependen del grado de aproximación 
de las fórmulas. 

Sólo la Física experimental puede, á priori, establecer re- 
laciones finitas entre los parámetros, por sus métodos empl- 
ricos, convirtiendo, casi puede decirse que por tanteos, las 
tablas, ó los cuadros, Ó los gráficos de las experiencias, en 
expresiones analíticas. 

Y aun este procedimiento en la ciencia moderna se va 
poco á poco transtormando. 

Claro es que todas estas observaciones nuestras, hechas de 
paso, no son afirmaciones absolutas; pero no puede negar- 
se en términos generales, que la forma predilecta del cálculo 
matemático en sus aplicaciones á la Física, es el de las ecua- 


ciones diferenciales. 
* 


ES 
Mas las ecuaciones direrenciales suponen un principio: 
El de la continuidad. 
Un coeficiente diferencial es el límite de la relación de dos 
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diferenciales, y para que este límite exista y pueda emplear- 
se y sea útil, en la teoría y en la práctica, es preciso que las 
variables, los parámetros de la Física Ó las magnitudes ma- 
teriales que representan, obedezcan á la ley de continuidad. 

En una curva representada por un trozo contínuo, puede 
decirse que vemos la tangente. La vemos en forma material; 
la podemos trazar, no comprendemos que deje de existir; se 
una intuición que se impone, primero á nuestros sentidos y 
aún me atreveré á decir, que á nuestra inteligencia. 

Ahora bien: si en vez del trazo continuo hay una serie de 
trazos aislados Ó de puntos aislados también, ó una línea en 
pequeñísimas ondulaciones curvas ó rectas, aunque sigan 
una dirección general, ya la tangente no existe, ni la conce- 
bimos siquiera, ni comprendemos cuál puede ser la ecuación 
diferencial de esta serie de discontinuidades. 

Establecer la discontinuidad como ley, parece que es acabar 
de una vez con las ecuaciones diferenciales, y casi me atre- 
vería á decir con toda la Física matemática clásica y moderna. 

Pues ésta es la amenaza que pesa sobre la obra prodi- 
siosa de tantos y tantos matemáticos y físicos como han lle- 
nado la historia de la Ciencia con sus maravillosas creacio- 
nes durante dos ó tres siglos. 

No se trata ya de negaciones parciales, que van resul- 
tando insignificantes y tímidas: la negación de la acción á 
distancia, de las fuerzas centrales, de la acción instantánea, 
del campo geométrico sustituido por el campo electromeg- 
nético, de la constancia de la masa, de la misma existencia 
de la materia que en electrones se disuelve, y de tantas otras 
verdades y postulados, hipótesis y teorías en que los sabios 
habían puesto su fe. 

No es un muro del edificio que se cuartea, un techo que 
amenaza ruína, un cimiento parcial que cede; es todo un 
edificio que se desploma de una vez, sustituyendo á la so- 
berana fábrica un campo sin límite de escombros. 

Las discusiones, los conflictos entre fórmulas y experien- 
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cias, las atrevidas hipótesis de /os cuanta y la misma falta 
de conclusiones del reciente Congreso ó Consejo de Bruse- 
las, son amenaza total al gran organismo científico de la fí- 
sica matemática y aun de la Física experimiental en las últi- 
mas centurias. E 

Y esta es crisis actual y este es problema en que todavía 
insistiremos en la conferencia próxima, porque no es cues- 
tión que pueda abandonarse con desdén. 

Si bien es cierto, que yo he exagerado, acaso buscando el 
contraste, la nota pesimista y destructora; y que el peligro 
no es, ni con mucho, tan enorme como pudiera creerse y aun 
como algunos suponen. 

Son problemas dignos de estudio estos que hoy trato; 
pero que ni son tan nuevos como se supone, ni tan demole- 
dores como algunos temen. 

Y aun cuando se refieren, en rigor, á problemas y con- 
flictos científicos en que yo no puedo detenerme mucho, aun 
asi seguiremos con este tema en la conferencia inmediata. 
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XXIX. —Conferencias sobre Fisica matemática. 
Teoría de los torbellinos (segunda parte). 


POR JosÉ ECHEGARAY. 


Conferencia segunda. 


SEÑORES: 


Dos ó tres conferencias consagramos en el año preceden- 
te á registrar una serie de negaciones, que la crítica moder- 
na, y aun pudiéramos decir la Física Matemática moderna, 
opone á la Física Matemática clásica, en general, y más par- 
ticularmente contra la Mecánica: contra la Mecánica que 
durante muchos años se estuvo llamando la Mecánica ra- 
cional. 

Negación de la acción á distancia, de las acciones ins- 
tantáneas, de las fuerzas centrales, de la constancia de la 
masa, de la misma inercia de la materia ponderable, á la cual 
se oponía la inercia electrodinámica. 

- Negación del principio de reacción igual y contraria á la 
acción, y así sucesivamente toda una serie demoledora de 
negaciones. 

Pero con ellas ya contábamos, y aun dando á cada una lo 
que en justicia le corresponde, y considerando que todas 
juntas, más que una crisis, representan una evolución de la 
ciencia y una ampliación de la Mecánica, continuábamos 
nuestra tarea, exponiendo ante nuestros alumnos los prin- 
cipales ramos de la Física clásica, y preparándonos para 
idéntico trabajo respecto á la Física moderna, sobre la 
cual, siempre que llegaba la ocasión, dábamos cabida en 
estas conferencias á ciertas anticipaciones sobre nuestras 
conferencias futuras; y les doy. este nombre por si llegara el 
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caso, como deseo, de que se conviertan de futuras en pre- 
sentes. 

Pero no la ciencia moderna, sino lo que pudiéramos lla- 
mar el modernismo en la ciencia (y así le llamo no por otra 
cosa sino por sus atrevimientos y espíritu batallador, si se 
me permite expresarme de este modo) ha formulado recien- 
temente una última negación, que se dirige contra toda la 
ciencia clásica en lo que tiene de más substancial y en lo 
que tenía, al parecer, de más inquebrantable. En una pala- 
bra, contra las ecuaciones diferenciales, como expresión 
matemática de los fenómenos de la Naturaleza. 


A este punto llegamos al terminar la conferencia prece- 
dente. 

Y así presentadas las cosas, si en la Ciencia cupiera el 
pánico como en las multitudes, un gran pánico hubiérase 
desarrollado, entre los sabios, ante la soberbia y demoledo- 
ra negación á que acabo de referirme. 

Y que éstas no son preocupaciones mías, ni temores en 
cierto modo individuales, se demuestra con sólo recordar 
un precioso artículo publicado el 24 de Febrero del año pre- 
cedente, en la Revue Scientifique, por el admirable matemá- 
tico y profundo pensador Poincaré, uno de los últimos que 
ha escrito el inolvidable maestro. 

El artículo se titula «L'hypothese des Quanta», y traduzco, 
en comprobación de lo que antes decía, los primeros párra- 
fos del trabajo que acabo de citar. 

Dice así Mr. Poincaré: 

«Puede uno preguntarse si la Mecánica no está en víspe- 
ras de un nuevo y formidable trastorno. 

Recientemente se ha reunido en Bruselas un Congreso, á 
que han acudido, próximamente, unos veinte físicos de di- 
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versas nacionalidades, y á cada instante se les podía oir 
hablar de la Mecánica nueva, que ellos oponían á la Mecá- 
nica antigua. 

¿Y cual era esta Mecánica antigua? 

¿Era, por ventura, la de Newton? ¿La que imperaba to- 
davía sin oposición «alguna á fines del siglo xIx? 

No; era la Mecánica de Laurentz, la del principio de re/a- 
tiviaad, la que hace cinco años apenas parecía el colmo del 
atrevimiento. 

¿Lo cual quiere decir, que esta Mecánica de Laurentz no 
ha tenido mas que una fortuna efímera, que no ha sido mas 
que un capricho de la moda, y que estemos á punto de vol- 
ver á nuestros antiguos dioses, imprudentemente abando- 
nados? 

De ninguna manera. Las conquistas de ayer no se ven 
hoy comprometidas, y en todos los puntos en que la Mecá- 
nica de Laurentz se separa de la de Newton, se tolera que 
subsista. Así se continúa creyendo, que la velocidad de nin- 
gún cuerpo móvil puede jamás exceder á la velocidad de la 
luz; que la masa de un cuerpo no es una constante, sino que 
depende de su velocidad y del ángulo que esta velocidad 
conforme la fuerza que sobre el cuerpo actúe. 

Y, por fin, que jamás ninguna experiencia podrá decidir si 
un cuerpo está en reposo ó en movimiento absoluto, sea por 
relación al espacio absoluto, sea por relación al éter. 

Lo que hay es, que á estos atrevimientos se quiere a 
gar otros mucho más desconcertantes. 

Ya no se pregunta tan sólo, si las ecuaciones diferenciales 
de la dinámica deben ser modificadas. Lo que se pregunta 
es: si las leyes del movimiento pueden expresarse por ecua- 
ciones diferenciales. Y esta sería la revolución más profun- 
da que la filosofía natural haya sufrido desde los tiempos de 
Newton. 

El genio clarísimo de Newtor había visto ¿ó había creído 
ver? (estamos tentados á dirigirnos esta pregunta), que el 
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estado de un sistema móvil ó, más generalmente, el del Uni- 
verso, no puede depender mas que de su estado inmediata- 
mente anterior, y que todas las variaciones en la Naturaleza 
deben realizarse de una manera continua. Digamos, en ver- 
dad, que no fué él quien tuvo tal idea; esta idea se encontra- 
ba ya en el pensamiento de los antiguos y de los escolásti- 
cos, que proclamaban el adagio: Natura non facit saltus; 
pero tal principio estaba, en cierto modo, ahogado por mul- 
titud de malas hierbas, que le impedían desarrollarse, y de 
las que los filósofos del siglo xv han hecho, al fin, una gran 
limpia. 

Pues bien; es precisamente esta idea fundamental la que 
hoy está en tela de juicio, formulándose el siguiente proble- 
ma: si no será preciso introducir en las leyes naturales dis- 
continuidades, no ya aparentes, sino de pura esencia.» 

Tales son las palabras de Poincaré, que casi equivalen á 
un grito de alarma. 

Aunque más adelante, y en otros artículos, con su buen 
sentido, y hasta con cierto fondo de oculta ironía, procura 
atenuar aquella primera impresión. 


Yo no puedo entrar en este momento en el examen dete- 
nido del novísimo problema y de la novísima negación. 

Pero en la Ciencia, como en las grandes multitudes, hay 
un estado especial, que se llama el pánico; estado irreflexi- 
vo, de pura sensación, de multiplicación de acciones retle- 
jas y, sobre todo, de contagio, en que se abultan los peli- 
gros y se exageran las catástrofes, llegando á ocasionarlas, 
á veces, por pura sugestión. 

En el caso actual, me parece que las consecuencias que se 
temen no guardan proporción con sus antecedentes. 

Se trata de un problema muy importante, de seguro; en 
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que aparece extraña antinomia; pero esta antinomia no es tal 
que desquicie por sí toda una ciencia. 

Demostrar esto me llevaría muy lejos, pero, sin demos- 
trarlo, lo afirmo, porque tal es mi convencimiento. 

El problema entre la continuidad y la discontinuidad no 
es de hoy, aunque hoy se agudice, y perdóneseme la pa- 
labra. 

Ya Poisson, al establecer sus fórmulas de Física Mate- 
mática, trató de este problema y buscó sistemas continuos 
equivalentes á sistemas discontinuos. 

Toda la teoría atómica de la Química no es mas que un 
problema de discontinuidad: los átomos eran elementos, dis- 
continuos de unos cuerpos á otros, y eran, en cierto modo, 
discontinuidades eternas y fundamentales. 

El oxigeno era oxígeno, el hidrógeno, hidrógeno, y así 
sucesivamente paratodos los átomos de los cuerpos simples, 
por los siglos de los siglos. 

Y no existían cuerpos intermedios, ni nuevos elementos 
que rellenasen los huecos. 

Sin embargo, en la ciencia moderna esta discontinuidad 
de los átomos se ha roto, en cierto modo, descomponiendo 
el átomo en elementos eléctricos. | 

Se dirá que estos elementos son, á su vez, elementos de 
discontinuidad; pero ya les llegará su turno. 

Mas es lo cierto que en la teoría de los electrones se su- 
pone que el interior de éstos tiene continuidad bastante para 
que en ella se establezcan los campos electromagnéticos que 
vienen de lo exterior. 

Y enel interior del átomo de la Química penetran las 
ecuaciones diferenciales con la hipótesis de Thomson. Y en 
el interior de los electrones penetran las ecuaciones diferen- 
ciales de la admirable teoría de Laurentz. 

Y los mismos defensores de la teoría de los quanta apli- 
can (al menos algunos de ellos) las propias ecuaciones dife- 
renciales. 
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Creo, pues, que un pánico exagerado no tendría justifica- 
ción en la presente crisis. 

El problema de la continuidad y de la discontinuidad 
continúa siendo un inmenso problema que, combatido de 
frente, desafía todos los esfuerzos y todos los simbolismos 
de la inteligencia humana. 

Lo infinitamente pequeño — decía Pascal — es el propio 
infinito disfrazado de enano. 

Más aún, el problema de la discontinuidad, que no puede 
negarse porque llega bajo diferentes formas á la ciencia ma- 
temática pura en varios casos, por ejemplo, en las funciones 
sin derivada, en la teoría de los complejos, y en la teoría 
de los números; este problema, repetimos, no podríaimpedir 
el empleo de las ecuaciones diferenciales para todo campo 
extendido hasta el infinito y para todas las regiones de este 
inmenso campo, suficientemente lejanas de la discontinuidad 
en cuestión. 


Me explicaré con más precisión por medio de un ejemplo. 
Supongamos que se trata de determinar en el punto A la 


OA E 
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— 


Figura 1.?* 


potencial de un sistema formado por tres masas, m, mM”, m”, 
situadas en los puntos a, a”, a”, cuyas distancias son suma- 
mente pequeñas, comparadas con las distancias Aa =+f, 
a A OA ón (CAES) 
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El sistema a, a”, a”, es, evidentemente, un sistema discon- 
tinuo. | 

Pues, sin embargo, se sabe, y es evidente, ó, por lo menos, 
se demuestra con facilidad suma, que se pueden aplicar las 
ecuaciones diferenciales de la teoría de la potencial á todos 
los puntos A del espacio E situados á suficiente distancia 
del sistema discontinuo. 

Empezando porque en el centro, por decirlo así, del siste- 
ma discontinuo se puede imaginar una masa continua M tal 
que se tenga 


siendo R una distancia media de la masa M al punto A. 
Esto se está haciendo constantemente, lo mismo en la Fí- 
sica Matemática moderma, que en la Física Matemática 
clásica. Y de esta clase de problemas de la continuidad 
y de la discontinuidad se ocupó, hace muchísimos años el 
eminente matemático Poisson, como ya hemos dicho. 
Cuando las dificultades de la discontinuidad se presentan 
es cuando á pequeña distancia de los puntos materiales dis- 
continuos, por ejemplo, en B, setrata de hacer los cálculos y 
de aplicar las ecuaciones que se aplicaban en A. 
Estas dificultades se presentan, por ejemplo, cuando en 
una integral hay un elemento que toma la forma intinita. 
Problemas de esta clase dieron lugar á estas dos fórmulas: 
la de Laplace y la de Poisson: 


NOA=00) 
Ap = — Ano. 


Y estas dificultades surgirán fatalmente aun aplicando la 
hipótesis atómica universal y, por lo tanto, la universal dis- 
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continuidad á todos los problemas, á todas las fuerzas y á 
todas las energías físicas. 

La continuidad y la discontinuidad, lo infinitamente pe- 
queño y lo infinitamente grande, son conceptos ante los que 
la razón se detiene confundida y abrumada, y sólo á fuerza 
de ingenio y, si se me permite la palabra, de astucia, puede 
ir caminando entre ellos sin estrellarse contra lo imposible ó 
lo absurdo. Lo infinito con la teoría de la convergencia, lo 
infinitamente pequeño con otra teoría análoga, son proble- 
más eternos é inevitables. | 

Pero es ya preciso terminar con esta larga digresión y 
formular el programa del presente curso, 


De todas maneras, el programa de este curso se enlaza con 
la discusión precedente. 

Ya en uno de los cursos anteriores, en el de 1910 á 1911, 
estudiamos una de las teorías más curiosas, y muchos han 
creido que más trascendentales, de la Física Matemática: la 
teoría de los torbellinos. 

Establecimos los principios generales; pero puede decir- 
se, que nos quedamos á la mitad, porque terminó el tiempo 
disponible para estas conferencias. 

Y en los dos cursos siguientes fué preciso que pasásemos 
á otras materias de mayor urgencia; pues sin la teoría de la 
potencial y sin el estudio de las ecuaciones de la Mecánica, 
que ocuparon los dos cursos, del 1910 al 1911 y del 1911 
al 1912, no hubiéramos podido completar, en lo posible, la 
exposición de las principales teorías de la Física Matemáti- 
ca clásica, ni hubiéramos podido abordar los trascendenta- 
les y admirables problemas de la ciencia moderna. 

Mas, realizada entre ciertos límites, esta labor de prepara- 
ción, necesaria para estudios posteriores, no quiero dejar 
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incompleta la curiosísima teoría á que antes me he referido; 
á saber: la teoría de los torbellinos. 

Este va á ser, pues, el programa del curso que empieza, y 
gue puede llevar por título : 

Teoría de los torbellinos (segunda parte). 


Dos circunstancias me impulsan, á consagrar esta nueva 
serie de conferencias á la materia que acabo de decir; dos 
razones, además de la razón que he indicado hace un mo- 
mento, á saber: la de no querer que quede incompleta, si- 
quiera sea en su parte elemental, una teoría de tanta impor- 
tancia como la creada por el ilustre Helmholtz. 

En primer lugar, es casi asunto de actualidad. Hoy sedis- 
cute por los físicos, como materia preferente de controversia, 
según antes indicábamos, el problema, mejor dicho, el con- 
ilicto, de la continuidad y de la discontinuidad en el seno de 
los fenómenos naturales, y hasta parece que cierta corriente 
de simpatía va hacia la hipótesis de lo discontinuo. 

Pues bien, la teoría de los torbellinos es, en cierto modo, 
una protesta anticipada contra la discontinuidad. 

Tanto es así, que al empezar el estudio de los torbellinos, 
comenzando por el estudio de la hidrodinámica, establecía- 
mos la hipótesis del flúido perfecto y le dábamos el carácter 
de la continuidad absoluta. Y en la continuidad se fundaban 
¿odos nuestros desarrollos de cálculo, y en la continuidad se 
fundaban también los principales teoremas que en aquella 
ocasión establecíamos. 

Señalando, sin embargo, cierta discontinuidad analítica, 
no de la substancia física, en las fronteras de los movimien- 
tos que llamábamos rotacionales é irrotacionales. ¡Puede de- 
cirse que en el mismo seno de la continuidad brota la dis- 
continuidad! 
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Veamos, pues, en esta ocasión y en esta teoría, lo mucho 
que el principio de continuidad puede dar de sí; tanto, que 
muchos físicos han querido fundar en la teoría de los torbe- 
llinos la explicación de casi todos los fenómenos de la Na- 
turaleza: 

La constitución de los átomos en la Química. 

La explicación de los fenómenos eléctricos y magnéticos. 

La explicación asimismo de la gravitación universal. 

El éter se convertía en una especie de flúido perfecto, y 
todos sus accidentes y todos los fenómenos del Cosmos no 
eran mas que combinaciones, por decirlo de este modo, de 
movimientos rotacionales é irrotacionales. 

No lleguemos á tanto; pero señalemos las esperanzas que 
la teoría de los torbellinos despertó, y que tan sólo han sido 
aminoradas por las enormes dificultades de cálculo con que 
la teoría tiene que luchar, y por nuevas corrientes que, bro- 
tando en lo más hondo de la Ciencia, se han llevado consi- 
go la atención y la actividad de los sabios. 

Hoy la teoría de los torbellinos no despierta la curiosidad 
que hace algunos años. 

Todo pasa; también los guanta vendrán á menos cuando 
tiempo arroje sobre la nueva hipótesis su granizada de el 
átomos. 

Pero hablé de dos razones que apoyaban la elección del 
programa que tengo hecho para este curso. 

He indicado la primera y voy á indicar ligeramente la se- 
gunda. 


Ocurre con frecuencia en la Física Matemática, que al 
aplicar el cálculo y poner en ecuaciones las leyes de dos fe- 
nómenos distintos, entre los cuales no se ha sospechado ú 
priori ni la más remota relación, aparecen, digo, entre las fór- 
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mulas de unos y otros, semejanzas, analogías, identidades, á 
veces, que sorprenden. Y despiertan la idea de que estas 
concordancias en las fórmulas puedan ser las manifestacic- 
nes de otras concordancias más hondas, quizá concordan- 
cias de esencia en los fenómenos mismos. 

En suma: despiertan la idea de una unidad superior. 

Acaso sean puras semejanzas en las leyes numéricas de 
dos fenómenos. Pero cuando esto ocurre, la inteligencia hu- 
mana no puede detenerse en la superficie; necesita llegar 
hasta el fondo Ó aproximarse á él todo lo posible. 

Y esto sucede con la teoría de los torbellinos. 

Así, pues, esta teoría, no sólo es importante por sí, como 
problema fundamental de la hidrodinámica, y, por lo tanto, 
de la Mecánica clásica, no sólo es un ejemplo y un ejercicio 
del principio de continuidad, sino que en ella se encuentran, 
y en sus cálculos matemáticos, analogías, que no pueden 
menos de llamar la atención, con los fenómenos y las teo- 
rías eléctricas y magnéticas. 

Así, la expresión de los torbellinos, que se escribe en es- 
tas tres ecuaciones fundamentales: 


(curso de 1910 á 1911, página 193), tienen la misma forma 
que las ecuaciones del éter, ó de la materia, ó del electrón, 
ó, en general, de los campos magnéticos. Citemos una 
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sin" más diferencia que sustituir á w y á v las componen- 
tes del desplazamiento. Y en el otro miembro, á una com- 
ponente del torbellino la derivada de la componente del 


vector electromagnético, puesto que h” equivale á E 
Y asalta la tentación, hechas estas comparaciones, de bus- 
car simbolismos recíprocos entre la electricidad y los filetes 
hidroeléctricos, por una parte, y los torbellinos y el magne- 
tismo, por otra, ó algo así: no precisemos por el momento. 

Pues esta tentación se acentúa al comparar, por ejemplo, 
una corriente eléctrica cerrada, que envuelve á una serie de 
vectores magnéticos, con una línea magnética, que envuelve 
á una serie de corrientes. 

Cuando llegue el caso, aún insistiremos más en estas ana- 
logías, semejanzas Ó simbolismos, que de todo tienen; prin- 
cipalmente cuando se puede aplicar este teorema, que pre- 
sentamos aquí en forma sintética: que el simbolismo de una 
operación sea igual á la operación de los simbolismos. 

Y no son éstas, seguramente, las únicas analogías que 
pudiéramos señalar entre la teoría de los torbellinos y las 
teorías modernas de la electricidad y el magnetismo. ] 

Más aún, y ya lo hemos dicho en otra ocasión: la teoría 
de los torbellinos ha despertado el deseo, en algunos, de 
explicar por su medio la gravitación universal, y despertó 
hace mucho en Thomson la de explicar por dicha teoría la 
constitución de los átomos. 

Si bien se mira, el átomo, en la teoría moderna, es un 
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torbellino de electrones, sólo que, en esta imagen, á la con. 
tinuidad del flúido ideal se sustituye la discontinuidad del 
átomo eléctrico negativo. 

Cuando llegue el caso, si llega, estudiaremos con la po- 
sible insistencia estas diversas cuestiones. Por ahora nos 
basta con indicarlas, reconociendo que, por el momento, todo 
lo expuesto es vago é indeciso. 


Lo hemos anunciado desde la primera conferencia: este 
curso va á ser la continuación ó, si se quiere, la segunda 
parte de la teoría de los torbellinos. Mas será preciso, para 
enlazar aquel curso con éste, que hagamos un ligero resu- 
men del primero. 

Casi todos los años escolares hemos hecho lo mismo: te- 
niendo que dedicar cada curso á una materia nueva, pre- 
sentábamos un resumen muy sucinto de los cursos ante- 
riores. 

Las conferencias de cada año se han referido siempre á 
cuestiones y teorías concretas, cada una con su unidad 
propia; de tal suerte, que los alumnos pudieran estudiar la 
materia de cada curso con independencia de las materias 
expuestas en los precedentes. 

Pero aun así, para comprenderlos todos ellos en una uni- 
dad superior, para marcar el enlace natural de unas cues- 
tiones con otras, hemos creído siempre que era indispensa- 
ble resumir lo dicho en las anteriores series de conferencias 
antes de empezar la nueva serie. 

Precisemos todavía más estas ideas, y para precisarlas y 
por las razones que vamos á exponer, dividamos los cursos 
de los ocho años precedentes en tres grupos. 

En el primero comprenderemos las cinco primeras series 
de conferencias correspondientes á los cursos académicos de 
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1905 á 1906, de 1906 á 1907, de 1907 á 1908, de 1908 á 
1909, y por fin de 1909 á 1910. 

Formemos el segundo grupo con las conferencias del cut- 
so de 1910 á 1911, que fué precisamente en el que expusi- 
mos la teoría de los torbellinos en su primera parte. 

Y constituyamos el tercer grupo con las conferencias de 
los cursos académicos de 1911 á 1912 y de 1912 á 1913. 

Digamos de paso que estas ocho secciones de conferen- 
cias forman en la actualidad ocho volúmenes, publicados por 
la Academia de Ciencias Exactas, Físicas y Naturales. 

Y empecemos por el último grupo. De éste no hemos he- 
cho todavía ningún resumen; pero, en rigor, es inútil hacerlo 
y aun sería difícil; 6, si se quiere, está hecho con sólo recor- 
dar estos dos títulos; á saber: la tecría de la potencial new- 
toniana y las ecuaciones de la Mecánica. 

Todo resumen de estas materias es ocioso; porque, en * 
cuanto de nosotros dependa, de las teorías expuestas en una 
y otra serie de conferencias hemos de hacer en adelante re- 
petidas aplicaciones, y al aplicarlas las recordaremos según 
nuestra costumbre. 

No hay mejor resumen de una teoría, que la aplicación 
constante de la misma. 

En cuanto á las conferencias dedicadas á la teoría de los 
torbellinos, ya hemos dicho, y repetimos ahora, que debere- 
mos hacer un resumen tan amplio como nos sea posible, 
para enlazar la primera parte de dicha teoría con la segunda 
parte, á que vamos á dedicarlas conferencias de este curso. 

En cuanto al resumen de los cinco primeros cursos, éste 
se ha hecho repetidas veces y no hay para qué insistir de 
nuevo. Consultando el sexto tomo de esta obra, en él se en- 
contrarán los resúmenes de todos los cursos precedentes, 
hechos, según creo, con bastante claridad para que se com- 
prenda cuáles han sido las materias estudiadas, y el método 
y el espiritu en que nos hemos inspirado. 

Sólo agregaremos una observación general, que nos pa- 
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rece importante y que inicia, en cierto modo, ideas que más 
tarde nos proponemos desarrollar. - 

La teoría de los torbellinos se funda en la hidrodinámica, 
es decir en la Mecánica. Es una teoría clásica. 

Y á este propósito, y antes de pasar adelante, conviene 
recordar y ampliar algo de lo que dije en la primera con- 
ferencia, que pronuncié en esta cátedra, sobre las hipotésis 
y sobre el método experimental. 

Se ha dicho muchas veces, y no pocaslo he repetido yo, 
que la Física Matemática clásica, la que comprende los si- 
elos XVII y xIx, se funda en la hipotésis mecánica. 

Para la mayor parte de los físicos de ambas centurias, to- 
dos, Ó casi todos los fenómenos materiales del Universo, no 
eran mas que materia, fuerza y movimiento. Y al hablar de 
materia se referían á la materia ponderable, á la que está 
en contacto con nuestros sentidos, á la que, según la hipó- 
tesis newtoniana, ejerce su acción á distancia, acción que es 
instantánea y en la que domina á sú vez el principio de la 
reacción igual y contraria á la acción. 

Y claro es que en esta misma hipótesis las masas son 
masas ponderables dotadas de inercia. 

Tal es la verdadera hipótesis mecánica, que, como vemos, 
se divide en otras varias hipótesis. Y á cuyo conjunto damos 
el nombre de hipótesis mecánica. 

Bajo tales principios, y en tales supuestos, todos los fenó- 
menos del mundo físico son problemas de Mecánica racio- 
nal, y en las ecuaciones de la mecánica se plantean inme- 
diatamente, según explicábamos en el curso anterior. 

Con posterioridad se ha dado más extensión á esta hipó- 
tesis clásica. 

Se ha dicho: la hipótesis mecánica, aplicada á cualquier 
fenómeno, consiste en suponer, que el fenómeno de que se 
trata está encarnado, valga la palabra, ó tiene por substra- 
tum un tlúido especial, que se crea para buscar en él la ex- 
plicación de todos los accidentes, cireunstancias y leyes de 
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tal fenómeno. Y después, á este fluído se aplican los princi- 
pios de la Mecánica. 

En suma: la explicación gira sobre el eje definido por 
estos dos polos: un flúido hipotético y la Mecánica ra- 

cional. 

No negamos que así sea, y algo de esto se ha hecho y aun 
se está haciendo con la electricidad, el magnetismo y todas 
las modernas radiaciones: rayos catódicos, rayos canales, 
rayos X, radioactividad, y aun, si se quiere, con los fenóme- 
nos de la electrólisis. 

Pero la hipótesis mecánica, entendida de este modo, pu- 
diera haber quien objetase, que no debe llevar este título. 

Porque la hipótesis mecánica pura se funda en todos los 
supuestos que antes hemos establecido, y supone, sobre 
todo, que ese flúido ó substancia hipotética, que, como aca- 
bamos de decir, constituye uno de los polos del sistema, es 
la materia ponderable y está dotada de inercia. 

Pero si el flúido hipotético á que nos estamos refiriendo 
no lleva en sí como cualidad fundamental la inercia, la apli- 
cación pura de la Mecánica clásica es imposible, no tiene 
sentido, como no tenga un sentido de analogía ó un sentido 
simbólico, ó como no se trate de una primera aproximación. 
Todo esto ya lo explicaremos más adelante. 

Aplicar la Dinámica racional á un flúido sin inercia es ver- 
daderamente un contrasentido en toda la fuerza de la lógi- 
ca, aunque no de la lógica elástica, á que no pocas veces se 
acude en la ciencia clásica y aun moderna. 

En este último caso que estamos considerando, si al flúido 
que hemos creado, por nuestra voluntad soberana de creado- 
res, no le atribuímos inercia, no le podemos aplicar, en bue- 
na ley, las ecuaciones generales de Lagrange como no las 
demostremos por otro camino distinto del camino clásico, que 
es lo que hoy intentan físicos y matemáticos eminentes, 
como, por ejemplo, la demostración que anuncia Laurentz. 

De todas maneras, para dar á la hipótesis mecánica dicha 


— 641 -—- 


extensión es necesario, casi siempre, modificar ó ampliar, 
por lo menos, la Mecánica clásica. 

Y todavía haremos, para terminar estas observaciones, 
una observacion general, que en cierto modo contesta á la 
crítica que de la Física Matemática antigua ó moderna suele 
hacerse. 

Se ha hecho notar, que las hipótesis de la Física Mate- 
mática son efímeras, circunstanciales; que pasan y se suce- 
den unas á otras con rapidez poco conforme á la seriedad de 
la ciencia, de modo que más perjudican que ayudan al des- 
arrollo de ésta. 

Las hipótesis pasan, se repiten, vuelven á pasar; en cam- 
bio los resultados de la experiencia quedan: así se dice en 
tono de censura. 

Algo hay de cierto en ello, y ya lo hemos reconocido desde 
el principio, es decir, desde la primera conferencia que di 
en esta cátedra. 

Los resultados de la experiencia quedan, pero no íntegros, 
inalterables, como si desde la primera experiencia se hubie- 
ra llegado á la verdad absoluta; mas aun la infalibilidad de- 
finitiva de la experiencia no es cierta; y que no es cierta lo 
demuestra toda la historia de la ciencia experimental. 

Las experiencias, como las hipótesis, se suceden, se co- 
rrigen, se modifican, y á una serie sucede otra más comple- 
ta y más perfecta. Las experiencias, en resumen, tienen su 
evolución, y unas se arrinconan ó quedan como primeros 
términos de una serie convergente, y otras, en cada época, 
avanzan á primera fila. 

Y muchas experiencias, y no cometería grave error dicien- 
do que todas, son sugeridas por ciertas hipótesis que á priori 
se establecen y no son mas que comprobaciones de tales 
hipótesis. 

Diganlo los mismos rayos catódicos; diganlo las experien- 
cias de Hertz, ¿y por qué no toda la Astronomia? 

Esto por lo que al método experimental se refiere. 
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Y en cuanto á las hipótesis de la Física Matemática, no es 
cierto que sean tan inconsistentes, tan distintas, tan opues- 
tas que unas á otras se destruyan, sin dejar ningún resulta 
do útil. ¡ 

Lo que hay es que las hipótesis tienen también su evo 
lución: y, después de todo, no son tantas, tan innumerables 
como se supone; que en rigor todas ellas giran alrededor de 
ciertos centros. 

Y muchas hipótesis que parecen difinitivamente muertas 
y olvidadas surgen de pronto, aunque en otra región distinta 
de aquella en que aparecieron. 

¿Hubo hipótesis más desacreditada y sobre la que más 
recayese la reprobación casi unánime de físicos y matemá- 
ticos, que la hipótesis de la emisión, que formuló Newton 
para explicar los fenómenos luminosos? ¿Quién tomaba en 
serio aquella granizada de corpúsculos atravesando el es- 
pacio? 

Pues esta hipótesis ha resurgido de pronto, no en los es- 
pacios planetarios, pero sí en la ampolleta de Crookes, cons- 
tituyendo, y esto parece fuera de duda, la esencia íntima de 
los rayos catódicos; y aquel corpúsculo desacreditado de 
Newton, refugiándose en otra estera, achicándose para en- 
erandecerse, ha venido á ser el electrón ó el átomo de elec- 
tricidad negativa, que está revolucionando la Ciencia. 

Y en la misma teoría de la luz encontramos algo que con- 
firma esta doctrina de la evolución de las hipótesis. 

La teoría de la emisión newtoniana fué vencida y aniqui- 
lada casi por la teoría ondulatoria de Huygens y de Fresnel. 

La teoría, pues, de las ondulaciones etéreas triunfó, al 
parecer en absoluto, durante un siglo. 

Hoy, á su vez, es vencida y arrinconada por la teoría 
electromagnética de Maxwell. 

Y podrían decir los críticos á quienes nos referimos: He 
aquí tres hipótesis que se suceden y que sucesivamente se 
anulan unas por otras, y todas ellas para explicar el mismo 
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fenómeno: el fenómeno de la luz; á saber: la teoría de la 
emisión, la de las ondulaciones etéreas, la de las vibracio- 
nes eléctricas y magnéticas. 

Pues nosotros, con espíritu más optimista, que el de la 
crítica moderna, lo que aquí vemos es la evolución de un 
corto número de hipótesis. 

En cuanto á la primera, á la teoría de la emisión, ya he- 
mos dicho dónde ha venido á recogerse, obteniendo uno de 
los mayores triunfos, que registra en su historia la ciencia 
humana. 

En cuanto á las hipótesis de Fresnel y de Maxwell, no 
vemos entre ellas bajo ningún concepto, un antagonismo ab- 
soluto y radical; vemos, más bien un desarrollo, una evo- 
lución de una hipótesis única, la de los movimientos vibrato- 
rios; que en los movimientos vibratorios se fundan ambas, 
y aun en las fórmulas que expresan estas teorías no existe 
un antagonismo radical. 

Véase en prueba de ello la magnífica obra de Pablo Dru- 
de, aunque no es necesario, porque directamente puede sos- 
tenerse esta tesis. 

Y para terminar de una vez, aunque más adelante hemos 
de volver sobre estas mismas ideas, mucho de lo que hemos 
dicho de las hipótesis anteriores pudiéramos repetir sobre 
las hipotésis eléctricas y magnéticas. 

Aquí también tenemos una serie de hipótesis, que nunca 
vencen por completo, ni nunca son vencidas del todo: 

La hipótesis de los dos flúidos, el positivo y el negativo, 
Ó si se quiere, de la electricidad positiva y la electricidad 
negativa. 

La hipótesis del flúido único, que en cierto modo fué la 
primera y luego volvió con más autoridad. 

Otra vez la hipótesis de los dos fluídos ó, si se quiere, del 
átomo negativo de electricidad, Ó electrón, y del átomo eléc- 
trico positivo, más indeciso que el primero. 

Y, por último, una tendencia dominadora del electrón, 
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aunque invirtiendo, en cierto modo, los términos, como ya 
veremos en su día, de los dos flúidos. 

Y ála vez ciertos conatos de aproximación al flúido único. 

Son dos hipótesis, en suma, que se modifican, que se per- 
feccionan, que se niegan y que tienden á fundirse en una 
hipótesis definitiva. 

Y para no molestar más á mis alumnos: las hipótesis no 
son arbitrarias, no son infecundas, no son la tela de Penélo- 
pe; son términos de una evolución que sigue el compás, por 
decirlo de este modo, de otra evolución más alta: la del pen- 
samiento humano. 

Pero no es materia ésta para agotarla en breves páginas. 
Y para llegar á una conclusión definitiva, es preciso llegar á - 
ella, como ahora se dice, bien documentados. Solo de este 
modo, se puede aspirar á constituir grandes unidades en la 
Ciencia. 
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XXX.— Neurópteros de Oceanía. 


ROREL RP LONGINOS NAvAs 9. J. 
SEGUNDA SERIE 


FAMILIA LIBELÚLIDOS 


Las especies que voy a citar ya lo han sido de Filipinas; 
pero no es inoportuno el consignarlas, por su procedencia de 
los alrededores de Manila. Me las envió para mi colección 
el R. P. Francisco Sánchez, S. J. 

1. PANTALA FLAVESCENS F. 

2. ORTHETRUM SABINUM Drury. 

3. RHYOTHEMIS PHYLLIS Brau. var. SUBPHYLLIS Sel. Es 
forma ésta propia de Filipinas. 

4. NEUROTHEMIS FLUCTUANS Brau. 


FAMILIA ASCALÁFIDOS 


5. SUPHALACSA HUMERALIS SP. 10V. 

Similis inconspicuae Mac Lachl. 

Caput facie flava, medio picea, pilis longis griseis, mistis 
nigris; vertice et occipite piceis, pilis longis fuscís, aliquot 
griseis; oculis fuscis; antennis longis, duas tertias partes alae 
anterioris attingentibus, fuscis, basi flavis, in tertio basilari 
pilosis, clava forti, pyriformi, initio testacea. 

Thorax fere latitudine capitis, fusco-piceus, superne fu- 
sco, brevius, inferne eriseo longius pilosus. 

Abdomen ala posteriore brevius, piceum, fusco dense pi- 
losum, longius ad basim, segmentis plerisque margine po- 
steriore partim testaceo, tergitis intermediis maculis testaceis 
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tribus, laevibus, dorsali ad medium elliptica, laterali ad api- 
cem segmenti subrotunda. 

Pedes picei, genibus et tibiis superne testaceis, griseo pi- 
losis; calcaribus subrectis, nigris, duos primos tarsorum ar- 
ticulos aequantibus; tarsorum ultimo articulo ferrugineo. 

Alae basi flavae; angustae, hyalinae, apice rotundato- 
acutae; stigmate fusco, 4-5 venulis comprehenso; area sub- 
costali fusco tincta; area apicali tota biareolata, vel partim 
triareolata; sectore radii 5 ramis; reticulatione fusca, costa 
lava. 

Ala anterior area subcostali in duobus tertiis basilaribus 
- hyalina; area radiali 6-7 venulis internis, ad subcostam tere 
crassis; area cubitali 4 venulis internis, seu intraúsectorem, 
2 mediis, seu cum sectore conjunctis; angulo postico obtuso, 
rotundato, parum prominulo. 

Ala posterior area radiali 4 venulis intermis, cubitali 5. 


Long. corp. Y 25 mm. 
Long. al. ant. 26,5 mm. 
Long. al. post. 23 mm. 
Long. antenn. 18 mm. 


Patria. Australia: Condolin, N. S. W. 17 Oct. 1900. Frog- 
gatt (Mus. de Cambridge). 


FAMILIA CRISOPIDOS 


6. CHRYSOPA REAUMURI Sp. nov. (fig. 1). 

Similis Ramburi Schn. et neutrae Nav. Flavo-viridis. 

Caput facie flava, lineola transversa, medio interrupta, 
fusca; vertice duabus lineis longitudinalibus fuscis; antennis 
ala anteriore longioribus, fuscescentibus, basim versus fla- 
vis, articulo primo grandi; oculis in sicco fusco-aeneis (tig. 1). 

Prothorax (fig. 1) latior quam longior; angulis anticis 
truncatis, linea transversa pone medium nigra, medio inte- 
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rrupta, longe ante marginem lateralem obsoleta, atomo fusco 
medio praecedente, alia striola obliqua longitudinali prope 
angulum posticum. Meso-et metathorax immaculati. 

Abdomen flavescens, flavo pilosum. 

Pedes tarsis flavescentibus; tibiis posticis vix compressis, 
linea impressa laterali parum distincta, brevi. 

Alae hyalinae, irideae, apice subacutae; reticulatione vi- 


ridi-flava; stigmate flavescente; pilis fuscis, tenuibus bre- 


vibus. 
Ala anterior venulis costalibus mediis tractu ad subco- 


F ig. 1. 
Chrysopa Reaumuri Nav. 


Cabeza y protórax. 
(Mus. de Londres.) 


stam, secunda procubitali et primis cubitalibus, seu duabus 
primis internis et prima externa et quatuor marginalibus 
posterioribus ramum cubiti praecedentibus subtotis fuscis; 
venulis egradatis 4/10. 
Ala posterior pallidior, nullis venulis obscuratis; venulis 

eradatis 3/8. 

Long. corp. 11 mm. 

Long. al. ant. 14,5 mm. 

Long. al. post. 12,5 mm. 


Patria. Australia: Townsville, Oeld., 1902, F. P. Dodd 
(Mus. de Londres). 


AS 


FAMILIA MANTÍSPIDOS 


TRIBU MANTISPINOS NAV. 


7. MANTISPA VARIOLOSA Sp. nov. 

Caput facie flava, linea media longitudinali fusca; labro 
terrugineo notato; antennis primo articulo flavo, superne 
linea apicali transversa fusca notato (ceteri desunt); fronte 
pone antennas fusca, tribus punctis, flavis; vertice subtoto 
fusco-sanguineo, linea juxta oculos et duobus punctis flavis; 
oculis fusco-aeneis. 

Prothorax elongatus, flavus, totus tuberculis minutis fla- 
vis respersus; prozona tuberculis posticis distinctissimis, 
flavis; margine antico rotundato, fascia fusca laterali parum 
definita; metazona duplo saltem longiore, ante apicem levi- 
ter dilatata, apice superne rubella. Meso-et metathorax flavi, 
superne linea laterali longitudinali, inferne punctis fuscis. 

Abdomen flavum, superne fascia apicali segmentorum, 
antrorsum interdum tridentata, fusca. 

Pedes flavi, flavo pilosi. Coxae anticae plaga externa 
elongata laevi, impressa, transverse minute strigosa. Femora 
antica externe rugulosa, striola basilari et apicali fuscis; im- 


terne subtota fusca. 
Alae hyalinae, apice ellipticae; reticulatione subtota fusco- 


rubra, ad basim flava, costa et radio flavis; stigmate fusco- 
rubro, triangulari parum elongato, interne flavo. 

Ala anterior 7 venulis costalibus, 10 gradatis; ramis itle- 
xuosis 1, 3, 2 ex cellulis radialibus 1, 2, 3 ortis. 

Ala posterior 8 venulis costalibus, plerisque flavis; 9 ve- 
nulis gradatis; ramis flexuosis 2, 3, 1 ex cellulis radiali- 
DUSMIZ O: 


Long. corp. 12 mm. 
Long. al. ant. 14 mm. 
Long. al. post. 12,8 mm. 


A 


Patria, Oceanía: «Graham's town, Albany Museum, J. 
Linskey» (Mus. de Londres). 

S. MANTISPILLA RADIATA Sp. nov. 

Caput flavum; macula in fronte, clypeo et labro, fusca; 
vertice subtoto fusco; oculis aeneis; antennis fuscis, primo 
articulo tlavo. 

Prothorax elongatus, fusco-ferrugineus, testaceo varius. 
Meso-et metanotum testacea. 

Abdomen testaceum, fusco varium (male conservatum). 

Pedes flavi, coxis anticis, stria longitudinali interna et ex- 
terna, fusco-ferrugineis; femoribus anticis mediocriter dila- 
tatis, subtotis fusco-ferrugineis, spinis flavis, prima in me- 
dio basilari tusco-ferruginea. 

Alae hyalinae, apice ellipticae; reticulatione fusca, radio 
basi flavo; stigmate angusto, elongato, fusco; sectore radii 4 
ramis, 1, 2, 1 ex cellulis 1, 2, 3 procedentibus. 

Ala anterior radio et procubito usque ad primam venulam, 
axillari subtota, flavis; 7 venulis costalibus, 8 gradatis. 

Ala posterior 5 venulis costalibus, 6 gradatis; cubito ante 
apicem fortiter anguloso, cum posteubito brevi tractu in ver- 
tice anguli conjuncto. 


Long. corp. 12 mm. 
Long. al. ant. 11 mm. 
Long. al. post. 9,5 mm. 


Patria. «New Guinea, Dory.—Ceram, Wallace» (Mus, de 
Londres). 

9. MANTISPILLA IMPRESSA Sp. nov. (fig. 2). 

Caput flavum, lineola longitudinali in clypeo et in labro, 
fuscis; oculis aeneo-viridibus; parte superiore capitis fusca, 
macula media flava; antennis fuscis, duobus primis articu- 
lis flavis. ) 

Prothorax m-diocriter elongatus, fusco- pilosus, inferne 
flavescens, superne fusco-purpureus; prozona brevi, lata, 
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margine antico rotundato, duplici stria longitudinali tlava; 
metazona triplo longiore, cylindrica. Meso-et metathorax 
fusco-rubri, flavo maculati. 
Abdomen flavum, fusco-varium (male conservatum). 
Pedes tlavi, fusco-pilosi. Coxae anticae (fig. 2) com- 
pressae, medio leviter dilatatae, sulco longitudinali laterali 
duplici linea impressa definito. Femora antica mediocriter 
dilatata, compressa, veú lúsulco medio longitudinali distinc- 
to; flava, externe rufescentia, linea fusca longitudinali supra 


Fig. 2. 


Mantispilla impressa Nav. 
Pata anterior (parte interna). 
(Mus. de Londres.) 


sulcum; interne apicem versus rufescentia. Tibiae anticae 
Hllavae. 

Alae hyalinae, apice ellipticae; reticulatione fusco-rubra; 
stigmate triangulari elongato, rubro-fusco, pallido. 

Ala anterior venulis costalibus 8, gradatis 9, ramis secto- 
ris radii 4, fere 1, 2, 1 ex cellulis ortis. 

Ala posterior ramis sectoris radii 3, singulis ex singulis 
cellulis emissis; venulis gradatis 8, 


Long. corp. 3,5 mm. 
Long. al. ant. 8,3 mm. 
Long. al. post. 7,4 mm. 


Patria. Tasmania, Hobart (Mus. de Londres). 
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10. NECYLA DODDI sp. nov. (fig. 3). : 

Caput flavum, stria longa media a vertice ad os, fusca; 
antennis fuscis, primo artículo flavo, vertice medio fusco, 
striolam seu lineam mediam tlavam liberante; oculis fuscis. 

Prothorax elongatus, flavus, pilosus, pilis fuscis; prozona 
brevi, quatuor striis longitudinalibus fuscis, duabus mediis 
approximatis; metazona triplo longiore, retrorsum dilatata, 
eranulis punctisque fuscis ad pilorum basim. Meso-et meta- 
notum flava, lateraliter fusca. Pectus Havum, tusco striolatum. 

Abdomen flavum, fusco varium (male conservatum). 

Pedes flavi. Femora antica interne subtota fusca. Coxae 
anticae flavo, femora antica fusco pilosa. Ceteri pedes fusco 


Fig. 3.” 


Necyla Doddií Nav. 
Ala posterior < 5. 
(Mus. de Londres.) 


pilosi. Ungues postici tridentati, dente medio multo lon- 
giore. 

Alae hyalinae, irideae, ellipticae; reticulatione fusca; sti- 
emateúlato, ftusco-sanguineo, medio pallidiore. 

Ala anterior 6 venulis costalibus, 6 venulis gradatis; 2 ra- 
mis flexuosis, singulis ex quaque cellula ortis. 

Ala posterior (fig. 3) 4 venulis costalibus, 4 venulis gra- 
datis; 2 ramis flexuosis, singulis ex duabus primis cellulis 
radialibus procedentibus. 


Long. corp. 10 mm. 
Long. al. ant. 9,5 mm. 
Long. al. post. 8 mm. 


Patria. Australia: «Townsville, Oeld. 26-11-02, F. P. Dold 
(Mus. de Londres). 


11. ISLA gen. nov. 

En obsequio del célebre P. Isla, S. J. 

Similis Euclimaciae Enderl. 

Antennae insertione latius diametro primi articuli di- 
stantes. | 

Prothorax mediocriter elongatus, prozona parum am- 
pliata, metazona saltem duplo longiore quam prozona. 

Coxae anticae manifeste divisae. Ungues medii et postici 
elongati, arcuati, vix vel nullatenus dentati. 

Alae angustae; area subcostali angustissima; cellula radiali 
primaria angusta, cellula radiali secundaria prima fere duos 
ramos emittente, ceteris fere 1-3; stigmate elongato. 

Ala anterior cubito ejusque ramo apice furcatis; postcubi- 
to simplici, axiliari furcata. 

Ala posterior cubito anguloso, venula cum furca postcu- 
biti conjuncto. 

El tipo es la especie siguiente: 

Difiere principalmente del género Euclimacia en la forma 
más alargada del pronoto y en la de las uñas medias y pos- 
teriores, en la menor longitud del campo radial en ambas 
alas y en la forma del postcúbito en la posterior, etc. 

12. ISLA VERENDUS Sp. nov. (tig. 4). 

Ferrugineus. 

Caput facie testacea, striola longitudinali inter antennas et 
alía transversa ante antennas, fuscis; oculis fusco-aeneis; an- 
tennis duobus primis articulis inferne seu antice flavo testa- 
ceis, superne fuscis (ceteri desunt); vertice fusco, linea cir- 
cum oculos testacea. : 

Prothorax breviter fusco-pilosus; prozona margine antico 
rotundato-truncato; metazona duplo saltem longiore, retror- 
sum leviter dilatata, transverse fortiter rugosa. Meso-et me- 
tathorax superne fusco-ferruginei, inferne ferrugineo-rubri. 

Abdomen superne fuscum. 

Pedes rubro-ferruginei; coxis anticis minute granulatis; 
tibiis mediis et posticis calcaribus brevibus, aequalibus; pri- 
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mo tarsorum articulo ceteris simul sumptis longiore; ungui- 
bus longis, arcuatis, apice acutis. 

Alae (tig. 4) longae, angustae, apice ellipticae; membrana 
fulvo leviter tincta; reticulatione fusco-rubra, ad alae basim 


Fig. 4.? 


Isla verendus Nav. 
Alas. X 4. 
(Mus. de Londres.) 


testacea; stigmate triangulari-elongato, fusco-rubro; area 


apicali angusta. 
Ala anterior 7 venulis costalibus, 11 gradatis, ramis fle- 


AUOSsIs 2, 2, 2. 
Ala posterior 5 venulis costalibus, 10 gradatis, ramis 


Hlexuosis 2, 3, 1. 


Long. corp. 12,5 mm. 
Long. al. ant. 12 mm. 
Long. al. post. 10,2 mm. 


Patria. Australia: Melbourne (Mus. de Londres). 

N. B. En el campo apical de ambas alas se ve una cel- 
dilla dividida. Este carácter podrá atribuirse a la especie o 
al género, aunque no lo creo exclusivo. 


Zaragoza, 30 de Abril de 1914. 
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XXXI. — Algunas observaciones sobre las teorías 
de Baeyer y de Thiele. 


POR J. FERRER. 


Al explicar en mi curso de Química Orgánica estas teo- 
rías me han surgido ciertas dificultades, pues habiéndose 
expuesto antes las nociones de Estereoquímica con la tetra- 
valencia del carbono y la dirección de sus valencias, resulta 
contradictorio, por una parte, no sólo la división de alguna 
valencia en dos porciones para dar la valencia residual, 
sino también que estas dos partes de la primitiva valencia 
actúen en sentido contrario, como resulta en la forma plana 
de los enlaces etilénicos conjugados, y no conozco que se 
haya propuesto ninguna representación del mismo en el es- 
pacio; por otra parte, no pretendiendo en nada aminorar el 
valor de la feliz hipótesis de las tensiones de Baeyer, desde 
hace tiempo se me había resistido exponerla en la forma 
corriente, pues al hablar de desviaciones y de tensiones se 
cae en el riesgo de que los alumnos adquieran una idea 
errónea de la valencia, ya que se está tan acostumbrado á 
la materialización de los conceptos, que al momento se re- 
presenten las valencias por resortes más ó menos en ten- 
sión, y, por lo tanto, con magnitudes limitadas, en vez de 
ver en ellas solamente direcciones de líneas de fuerza, So- 
bre todo, según como han aprendido las primeras nociones 
de Química y si han visto los modelos atómicos en que se 
representan las valencias por varillas Ó por garfios. 

La primera de estas dificultades me ha inducido á estu- 
diar el problema estereoquímicamente, para ver si éstas son 
sólo aparentes y debidas al esquema plano usado; este mis- 
mo estudio me ha conducido á una nueva manera de expo- 
ner la teoría de las tensiones. En la teoría de Thiele los resul- 
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tados obtenidos, en parte, concuerdan con los de la misma, 
aunque en todos los casos las representaciones no son tan 
sencillas como las hasta ahora propuestas, y en otros se ha 
llegado á conclusiones bastante diferentes; tal vez esta di- 
vergencia sea debida á que alguno de los principios en que 
nos fundamos no sea de acertada aplicación á este caso, y 
creemos que debía intentarse la introducción de la noción 
de valencia residual en la Estereoquímica por otros procedi- 
mientos que los por nosotros usados, para ver si hay con- 
cordancia en los resultados. 


Cuando dos átomos forman parte de una combinación, la 
fuerza que los une entre sí obra en la dirección de la recta 
que ellos determinan, y si ésta coincide con una de las di- 
recciones de las líneas de fuerza de los mismos, éstas actua- 
rán con toda su intensidad; en este caso, esta dirección de 
valencia se dice que está saturada, y si todas las del com- 
puesto se encuentran en idénticas condiciones, se trata de 
una combinación saturada; pero si dichas líneas de fuerza 
forman un ángulo cualquiera menor de 90” con la línea 
que une á los átomos, ya no actuarán con toda su inten- 
sidad, sino solamente según el valor de sus proyecciones so- 
bre las direcciones en que han de ejercer su acción; de la 
fuerza primitiva quedará un resto que no actuará como fuer- 
za atractiva entre los dos átomos, pero que tendrá que ma- 
nifestarse en ciertas condiciones, y su intensidad y dirección 
podremos calcularlas descomponiendo una de las valencias 
del elemento en dos direcciones perpendiculares entre si, 
una que coincida con la línea que une á los átomos, y que 
denominaremos valencia de enlace, y la otra será un resi- 
duo de valencia que bien podria asimilarse á la valencia re- 
sidual de Thiele. 


O 


Aplicación de este razonamiento á la serie de carburos po- 
limetilénicos y á los enlaces etilénicos y acetilénicos. 

Ciclopentano.—Es el ciclo más estable; el valor de la va- 
lencia de enlace y de la residual pueden calcularse fácil- 
mente teniendo en cuenta que el ángulo del pentágono es 
de 108” y que el que forman entre sí las valencias del car- 
bono es de 10928”; la diferencia entre estos dos valores es 
de 1%28”, y, por lo tanto, el lado del pentágono forma con 
las valencias del carbono un ángulo de 44”. Tomando la 
valencia del carbono por unidad y descomponiéndola como 
antes se ha indicado, se tiene: 


Valencia de enlace = 0,999 
> residual = 0,013. 


Ciclohexano.— Angulo del exágono, 120% ángulo de 
las valencias del carbono con los lados del exágono, 516”: 


Valencia de enlace = 0,996 
» residual = 0,092. 


Ciclobutano.—Angulo formado por las valencias del car- 
bono con los lados del cuadrado, 944" 


Valencia de enlace = 0,98 


» residual = 0,17. 


Ciclopropano.—Angulo que forman las valencias del car- 
bono con los lados del triángulo equilátero, 24*44”. 


Valencia de enlace = 0,91 


> residual = 0,42. 


Enlace etilénico.—En este caso la valencia de enlace ac= 
tuará según la bisectriz del ángulo formado por las valencias 


=- 657 — 


del Carbono, y, por lo tanto, el ángulo que forma con las 
mismas es de 54%44”: 


Valencia de enlace = 0,577 
> residual = 0,82. 


Enlace acetilénico.—En este enlace la dirección C—C está 
en la prolongación de una de las valencias, y, por lo tanto, 
el ángulo que forma con cada una de las tres valencias que 
concurren á dicho enlace será de 70%32”, suplemento del 
que forman entre sí las valencias del carbono: 


Valencia de enlace = 0,33 
> residual = 0,94. 


Como se ve, la estabilidad de estas cadenas carbonadas 
puede deducirse indistintamente del ángulo de desviación 
de las valencias normales, siguiendo la teoría de las tensio- 
nes, ó del valor de las valencias residuales, lo que no tiene 
nada de particular, pues no es mas que una manera distin- 
ta de expresar el mismo hecho, ya que no se trata mas que 
de la sustitución del ángulo por su seno. 

Esta pequeña modificación en la exposición de la teoría 
de Baeyer, además de no tener el inconveniente didáctico 
antes indicado, permite deducir ciertas consecuencias res- 
pecto á la estabilidad de los ciclanos. 

En estos hidrocarburos las valencias residuales están en 
el plano que determinan los átomos de carbono y forman 
entre sí ángulos variables, siendo en cada caso el suplemen- 
to del que forman las valencias de enlace. En los ciclos en 
que éstas forman entre sí ángulos menores de 10928”, las 
valencias residuales estarán dirigidas hacia fuera de la mo- 
lécula, y, por lo tanto, podrán ser fuerzas atractivas que 
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tenderán á retener los átomos que la rodeen; pero en aquellos 
en que dichas valencias formen ángulos mayores del indi- 
cado, las residuales estarán dirigidas hacia el interior de 
la molécula, serán fuerzas internas sin efecto exterior algu- 
no y que darán mayor estabilidad al ciclo carbonado. En el 
caso del ciclohexano, estas valencias están dirigidas en po- 
sición meta. 

Ordinariamente, sólo se indica que el ciclo más estable es 
el de cinco átomos de carbono, y que la estabilidad dismi- 
nuye al aumentar ó disminuir el número de eslabones car- 
bonados; pero por lo que antecede vemos que la estabili- 
dad de las cadenas ha de ser diferente, según tengan valen- 
cias residuales externas ó internas. Una cadena con valen- 
cias residuales externas podrá atraer fácilmente radicales 
monovalentes, con tanta mayor facilidad cuanto mayor sea 
el valor de dichas valencias, y fijarlos luego por paso de las 
mismas á valencias normales, destruyéndose el ciclo y trans- 
formándose en cuerpos de la serie grasa. Las cadenas con 
valencias residuales internas deben estar desprovistas de 
estas propiedades, y las variaciones que con facilidad su- 
frirán serán las que determinen el paso de una forma á otra 
más estable por pérdida de átomos de carbono, pero conser- 
vándose la forma cíclica. Esta diferencia de propiedades se 
encuentra, por ejemplo, en los procesos de hidrogenación 
por el procedimiento de Sabatier. El trimetileno se hidrogena 
ya á 80”, y rápidamente á 180%, dando propano. El dimetil- 
metileno ciclopropano da á 60” el metil-2- pentano. El ciclo- 
butano da butano. El ciclobuteno á 130” da primero ciclobu- 
tano y luego butano. El ciclopentadieno se transtorma en cí- 
clopentano. El benceno, ciclohexeno y los ciclohexadienos dan 
ciclohexano. El cicloheptadieno á180* da cicloheptano estable, 
aun hidrogenándolo á 200%; á 235” parece se produce una iSo- 
merización, transformándose en metilciclohexano. El ciclo- 
octadieno, sometido á una hidrogenación muy lenta sobre el 
Ni á 180", da ciclooctano, que, por hidrogenación, á 200”-250* 
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parece simplemente se isomeriza en dimetilciclohexano (*). 

Como se ve, estos resultados concuerdan con la teoría 
que exponemos; sin embargo, el ciclopentano se comporta 
como cuerpo saturado, sin duda debido al pequeño va- 
lor (0,013) de su valencia residual. 

Los valores dados anteriormente como valencias de en- 
lace son, en realidad, los de la parte de valencia con que un 
átomo de carbono atrae al contiguo, y, por lo tanto, en 
cada caso el valor del enlace C—-C estará dado por el múl- 
tiplo de dichos valores que indique el número de valencias 
que entran en juego, que es 2 en los carburos polimetiléni- 
cos (una valencia por carbono), 4 en el enlace etilénico y 
6 en el acetilénico; los valores que resultan van en el cua 
dro adjunto, y como se ve, dando el enlace C —C de los 
Cn Han +2 el valor 2, en todos los otros casos el valor de 
dicho enlace es siempre muy próximo á 2, siendo solamen- 
te algo superior en el enlace etilénico. Esto parece indicar 
que cuando dos átomos de carbono se unen entre sí, la fuerza 
con que se atraen es en todos los casos aproximadamente 
la misma, distinguiéndose los diferentes modos de unión 
por las magnitudes de las valencias residuales que quedan 
en cada átomo de carbono. 


Naleicia Valencia O Valor del enlace 

enlace. | residual. [desviación. ec=c. 
lo apor 1 2 
MBIGIONExano... 0... 0,996 | 0,092 5 16” |(2 ><0,996) 1,992 
Ciclopentano ..... 0,999 | 0,013 44” |(2><0,999) 1,999 
MiclODUtanos... 0. 0,98 0,17 99 44” ¡(2><0,98) 1,96 
Ciclopropano...... 0,91 0,42 249 44* 1(2<.0,91) 1,82 
Enlace etilénico....| 0,577 | 0,82 54% 44” | (4 < 0,577) 2,308 


Enlace acetilénico..| 0,33 0,94 TOIZ AMO < 0/33) 01:98 


(*) Paúl Sabatier: La Catalyse en Chimie Organique. 
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Enlace etilénico.—De lo que antecede resulta que el en- 
lace etilénico está constituído por dos átomos de carbono 
unidos entre sí por sus valencias de enlace, y que en cada 
uno de ellos aparecen dos valencias residuales cuyo valor 
es 0,82 de la valencia normal; las de cada átomo actúan en 
la misma dirección, normal á la valencia de enlace, pero en 
sentido opuesto. Según esto, podríamos representar esque- 
máticamente el enlace etilénico del modo siguiente: 


RE e RES RN 


Este resultado modifica algo la teoría de Thiele, pues en 
ésta sólo se admiten dos valencias résiduales en el enlace 
etilénico, y que una de las que contribuyen al mismo es 
normal, y la otra es la que, saturándose parcialmente, crea 
dicho enlace, quedando en parte libre como residual; pero 
estudiando esta hipótesis estereoquímicamente, tendriamos 
que, tormando las valencias del carbono ángulos de 10928", 
al proyectarse una sobre la otra, puesto que siendo una de 
las valencias normal, la línea que une los átomos de carbo- 
no ha de estar en la dirección de esta valencia, la compo- 
nente útil obraría en sentido contrario al de atracción CC, 
y si bien no disminuiría la intensidad de las valencias nor- 
males que unen dichos átomos, no podría contribuir á for- 
mar el enlace etilénico. 

El esquema de las cuatro valencias residuales explica, 
además, ciertos hechos que no he podido interpretar con el 
de Thiele. El ácido maleico y el ácido fumárico dan por oxi- 
dación ácidos tartáricos; el primero se transforma en el an- 
titartárico; el segundo, en el racémico. El paso del ácido 
maleico á ácido antitartárico puede explicarse por la fórmula 
de Thiele, pues si bien ordinariamente se admite que el des- 
doblamiento del enlace etilénico tiene lugar simultáneamen- 
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te en los dos sentidos posible, según sea a ó b la valencia 
que quede para el enlace sencillo, 


H=C-—CO,H 
ajo 
H=—=C-— CO,H 


dado que en este caso se obtiene siempre un producto úni- 
co, podría suponerse que sólo tiene lugar en un sentido, 
como se deduce del esquema con dos valencias residuales, 
puesto que, según éste, la destrucción del doble enlace sólo 
puede tener lugar mediante sus valencias residuales, que 
sólo afectan á una de las de enlace, mientras que la otra, a, 
siendo valencia normal, es la que queda luego uniendo car 
bono con carbono en el enlace sencillo: 


Para explicar la formación del racémico á partir del áci- 
do fumárico hay que admitir forzosamente un desdobla- 
miento de la mitad de las moléculas por a y de la otra mi- 
tad por b, obteniéndose así una mezcla equimolecular de los 
ácidos destro y levo, que es lo que constituye el racémico: 


H-C-—CO,H H=C-—CO,H 
ajo a D 


CO.H4;=C —H COLMO 


Según la fórmula de Thiele, el desdoblamiento no puede te- 
ner lugar mas que en un sentido, y, por lo tanto, por oxida- 
ción del ácido fumárico debería obtenerse solamente ácido 
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tartárico activo, á no ser que se admita para dicho ácido las 
dos constituciones: 


1-60, O 00 
ao y ao 
CO. HC =HhH £0, 1 =C=H4 


lo que no es probable, pues obteniéndose dicho ácido por 
deshidratación del ácido maleico, la valencia que en éste 
une carbono con carbono es lo racional que sea la que sub- 
sista en forma de valencia normal en el enlace etilénico, y 
la misma que luego una los átomos de carbono en el ácido 
tartárico. 

Esto puede aplicarse á todos los casos en que se obten= 
gan racémicos á partir de un enlace etilénico ó de un doble 
enlace. El esquema con las cuatro valencias residuales ex- 
plica perfectamente este hecho, pues la adición de los dos 
oxidrilos puede tener lugar en a ó en b: 


H-C-—CO,H H=—C-—CO,H 
apo a::b 
CONCA co. 1 e=f 


Los enlaces etilénico y acetilénico, propio de los hidro- 
carburos no saturados, ó el doble enlace peculiar de los 
cuerpos que dan reacciones de adición transformándose en 
hidrocarburos saturados ó en sus derivados, no son mas 
que casos particulares de las cadenas que tienen cierta ten- 
sión, según la denominación de Baeyer, ó sea de los que 
tienen valencias residuales; aquéllos no se distinguen de 
éstas cualitativamente, sino sólo cuantitativamente por el 
valor mayor de su ángulo de desviación Ó de sus valencias 
residuales; por eso considerábamos como carburos satura- 
dos aquellos en que la línea de unión de los átomos de 
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carbono coincide con una de las direcciones de sus líneas 
de fuerza, pudiendo agrupar las otras combinaciones en 
otra clase especial de combinaciones con valencias residua- 
les; á ésta corresponden los hidrocarburos polimetilénicos y 
los etilénicos y acetilénicos, que á su vez pueden subdivi- 
dirse en combinaciones con valencias residuales internas, 
que se comportan como combinaciones saturadas, y en com- 
binaciones con valencias residuales externas; éstas son las 
que con más facilidad dan reacciones de adición para pasar 
á combinaciones saturadas, existiendo toda la serie de gra- 
daciones, según el valor de la valencia residual. A este gru- 
po pertenecen las combinaciones tri y tetrametilénicas y las 
etilénicas y acetilénicas, que á su vez forman dos grupos 
con propiedades características: los hidrocarburos no satu- 
rados, que siempre se comportan como tales, y los tri y te- 
trametilénicos, que en condiciones ordinarias actúan como 
saturados y en determinadas circunstancias dan reacciones 
de adición; á éstos se podría tal vez denominarlos combina- 
ciones metasaturadas. 

Planteada la cuestión en estos términos, es difícil dar un 
criterio general para saber si una combinación con valencias 
residuales externas está en la región de las combinaciones 
no saturadas ó en la de las metasaturadas, pues esto depen- 
derá del valor de las valencias residuales, de las condiciones 
del medio y de la naturaleza del cuerpo que sobre ellas 
actúe. Respecto al valor de las valencias residuales, tenien- 
do en cuenta los valores que hemos calculado, podría indi- 
carse el criterio de que en las condiciones ordinarias una 
combinación será metasaturada cuando el valor de sus va- 
lencias residuales sea menor de 0,50, ó tal vez, prolongan- 
do algo su campo, menores de 0,80. Con relación á las otras 
condiciones nada podemos indicar, puesto que actuando las 
valencias residuales sólo como fuerzas de retención, no de 
fijación, sobre los átomos que rodean á la molécula, y para: 
que éstos entren en combinación es necesario que se colo- 
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quen en la dirección de las líneas de fuerza del átomo de 
carbono, se comprende que un átomo retenido se colocará 
con mayor facilidad en la posición conveniente cuanto me- 
nor sea el ángulo que forme la valencia residual con la di- 
rección normal de valencia, ó sea cuanto mayor sea el án- 
gulo de desviación, que á su vez se traduce en un mayor 
valor de la valencia residual; y como por otra parte este 
cambio de posición depende en gran parte de la amplitud 
de vibración del átomo alrededor de la posición de reten- 
ción, cuanta mayor sea la temperatura ó actúe alguna otra 
energía que amplíe dicha vibración, ésta irá aumentando, y 
llegará un momento en que en sus oscilaciones el átomo 
atravesará ya las direcciones de las primivas líneas de fuer- 
za, y entonces la afinidad, pudiendo actuar con toda su in- 
tensidad, determinará la combinación, y con ella la ruptura 
del ciclo. Esto explicaría el porqué de la diversidad de con- 
diciones que se necesitan para que varios cuerpos actúen 
sobre una misma cadena cerrada. 


Sistema conjugado de enlaces etilénicos. — CH, = CH 
1 2 


— CH = CH,. El estudio de este sistema comprenderá el 
3 4 


po) 


de los átomos de carbono 1 y 4 y el de los 2 y 3, puesto 
que no están en idénticas condiciones. 

Atomos de carbono 1 y 4.—Son idénticos á los que en- 
tran en un enlace etilénico, puesto que dos de sus valencias 
contribuyen á la formación de la valencia de enlace; el va- 
lor de ésta es de 1,154 (*) y estará en el plano de las dos 
valencias normales que la originan, siendo bisectriz del án- 


(*) El valor de este enlace había sido calculado antes por Naumann 
y por Del Campo, habiendo encontradado, respectivamente 1,1548 y 
1,16. (Del Campo: An. Soc. E. de F. y Q, 7, VITI-136.) 
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gulo que forman; los ángulos que forma con las otras dos 
valencias normales son iguales entre sí, y su valor es de 
125"16', ó sea el suplemento de 54%%44”, mitad del ángulo 
que forman las valencias del carbono, ya que la dirección 
de la valencia de enlace es también la de la bisectriz del án- 
gulo que forman las valencias saturadas por el hidrógeno. 
Las valencias residuales son normales al plano que contie- 
ne aquéllas, y el valor de cada una es de 0,82. 

Atomos de carbono 2 y 3.—Estos se unen á los contiguos 
mediante tres valencias, y ordinariamente se admite que 
cambian dos con uno de ellos y la tercera con el otro. 
Thiele admite que las valencias residuales de estos dos car- 
bonos se saturan entre sí, dando un doble enlace latente en- 
Mer2 y 3: 

Partiendo de los principios que hemos admitido, y tratán- 
dose de un átomo con tres direcciones atractivas que actúa 
sobre otros dos, lo que debe admitirse es que estas tres 
fuerzas atractivas se componen en dos, con las que el átomo 
de que se trata atrae á los contiguos. Esta composición de 
fuerzas podemos hacerla, por razones de simetría, del modo 
siguiente: intensidad de una de las fuerzas con la mitad de 
la intensidad de la otra, y la segunda mitad de ésta con 
toda la intensidad de la tercera. 

Si designamos por OA, OB y OC las tres valencias no 
saturadas por el hidrógeno, la dirección de estas resultantes 
y su valor se determinarán calculando la resultante de OA 
y */, OB por medio del triángulo formado por estos tres vec- 
tores; de este triángulo se conocen los lados AO =1, 
1/, B=0,5, y el ángulo comprendido, que es el suplemento 
10928” = 70932”. Las valencias de enlace O A' y OC”, que 
son estas resultantes, forman con la O B ángulos de 79%58*, 
y con las OA y OC, respectivamente, ángulos de 29*30'; 
su valor es de 0,957. 

Para calcular las valencias residuales que origina cada 
una de las valencias normales basta descomponer éstas en 
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dos direcciones perpendiculares entre sí: la OA enla O A' 
y su perpendicular, y la */, OB en la misma dirección O A” 
y en su perpendicular tomada en sentido contrario. 


Parte de la valencia de enlace correspondiente á OA= cos 29230 = 0,87 
> > » á*/, OB = 0,5 cos 19% 5810087 
Valor totalide la valencia de enlace A 0,957 
Valencia residual originada por OA= sen 29% 30” = 0,49 
> > » 2 OB=0,3) Sen 190253 30/49 


Estos resultados pueden aplicarse á la valencia O C”, de 
modo que los dos átomos centrales atraen á sus contiguos 
con una fuerza igual á 0,957, y en cada uno de ellos apare- 


cen cuatro valencias residuales de igual valor y actuando 
dos á dos en una misma dirección, pero en sentido con- 
trario, 

La figura adjunta es una proyección estereográfica sobre 
un plano perpendicular al bisector del diedro formado por 
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dos de los planos que determinan tres valencias del carbo- 
no. A, B y C son la proyección de tres de los vértices del 
tetraedro; B B” es la traza del plano bisector antes citado, y 
A” y C' son la proyección de los puntos en que las valen- 
cias de enlace de un carbono central del sistema conjugado 
cortan á la estera (*). 

Para completar el estudio de este sistema se calculará el 
ángulo que forman las direcciones de enlace, el de las va- 
lencias residuales entre sí, el de su plano con el plano de 
las valencias de enlace y, por último, el valor de los enla- 
BESO CE: 

Angulo de las valencias de enlace.—Este ya no será el de 
109*28”, sino otro, que puede determinarse fácilmente resol- 
viendo el triángulo esférico B C” T”. 

Datos: 


A A 


I=DUn CODO $ 15= 009 


se han calculado 


A 


CAOS SO ¡3 E TO OMS IZS l 


El ángulo que forman las direcciones de valencia A” y C* 
es el doble de T” C”, ó sea de 117”. y 

La consecuencia que de este resultado se deduce inme- 
diatamente es que una cadena carbonada de la fórmula 
(—CH=CH— ), tendrá al cerrarse el máximun de es- 
tabilidad, cuando n = 3, puesto que el ángulo del exágo- 
no, 120%, es el que menos difiere de 117”, ángulo formado 
por las valencias de enlace, esto es, en el caso del benceno. 

Angulo de las valencias residuales y de su plano con el de 
las valencias de enlace. —El valor de estos ángulos, lo mis- 


(+) Debo expresar mi agradecimiento á mi compañero D. Manuel 
López Domínguez por el dibujo de la proyección estereográfica. 
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mo que el de los demás que se citan en este trabajo, pue- 
den ser hallados directamente en la proyección estereográ- 
fica; pero he creído conveniente calcularlos trigonométrica- 
mente, sirviéndome los valores dados por el procedimiento 
gráfico de comprobación á los encontrados por el cálculo. 

R. R. son las proyecciones de los puntos en que las direc- 
ciones de las valencias residuales cortan á la esfera. 

El ángulo que forman éstas entre sí se calcula por medio 
del triángulo esférico B"Rt. 

Datos: 


A RN A (2. 009 = 10927 
(C” B” = 180% — C' B= 1009 2”); 


se han calculado 
B't=503' y Ri=84' Il 


El ángulo buscado es el doble de Rt, Ó sea de 17*20”. 

El que forma su plano con el plano de los carbonos, Ó 
sea T't= 104*27”, Ó tomando el valor del ángulo agudo 
= (ISS 


PA TU 1 
T' B' = 180% — BT' = 1802 — 709 30" (1) = 1099 30" 
== ES) = 10102. 


Valor de los enlaces C— C. —Según los datos que ante- 
ceden, cada uno de los carbonos extremos tiene una valen- 
cia de enlace igual á 1,154 de la valencia normal, y en los 
centrales esta valencia es solamente igual á 0,957. El enla- 
ce 1.2 valdrá 1.154 4- 0,957 =2,111, y el 2.3 será igual á 
2 < 0,957 = 1.914. 

Considerando ahora las valencias residuales del sistema, 
que son las que nos dan la medida de su estabilidad, ó sea 
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de su facilidad á entrar en reacción, y comparándolas con 
las del enlace etilénico y con las de los hidrocarburos poli- 
metilénicos, observamos que los átomos 1.4 se comportarán 
como carbonos etilénicos, con gran tendencia á entrar en 
reacción, mientras que los carbonos 2 y 3, teniendo sus va- 
lencias residuales del mismo orden de magnitud que las del 
ciclopropano, serán carbonos metasaturados, ó sea que en 
condiciones normales no darán derivados de adición. Cuando 
un sistema de enlaces etilénicos conjugados entran en reac- 
ción, los dos primeros radicales monovalentes se fijarán en 
los carbonos extremos, y creándose entonces ya un enlace 
etilénico sencillo entre los átomos centrales, éstos pasan de 
metasaturados á no saturados, pudiendo entrar ya fácilmen- 
te en reacción. 

Benceno.—Los valores anteriores no pueden aplicarse al 
benceno, ya que las valencias, al cerrarse la cadena, sufren 
una pequeña desviación que influirá, no sólo en los valores 
de las valencias de enlace y residuales, sino que también en 
la dirección de estas últimas. 

En la cadena abierta de enlaces conjugados las direccio- 
nes de valencia de enlace están en el plano de las valencias 
normales, y la pequeña desviación que tienen que sufrir 
para cerrar le cadena puede suponerse que tiene lugar con- 
tinuando en los mismos planos ó que se verifica saliéndose 
de los mismos. El primer modo de desviación no puede ad- 
mitirse, porque en el caso de que dichas valencias formen 
entre sí un ángulo de 120”, su plano es perpendicular á la 
valencia B, y, por lo tanto, su acción, en cualquier direc- 
ción de dicho plano, es nula. 

Las direcciones de las valencias de enlace en el benceno 
A”, C” se tendrán girando las del sistema conjugado 1*30' 
en su mismo plano; con este dato se puede calcular su va- 
lor y el de las valencias residuales, siguiendo el mismo pro- 
cedimiento usado en los casos anteriores, calculando antes 
los valores de los ángulos A"OB y A“O A. 


= 510 = 
Triángulo B A* A”.—Datos: 


EA MOISES INIA NO ANDE 


Á = 180% — 739 12 = 1062 48" (D; - 


A" = 799 57" 3 = 217 BA" =80 36" 1 


Triángulo A A* A”.—Datos: 


A 


AN == ALISON A SALAS 


se han calculado 


A 


A" = 1042 15" - ATA =290 14 IV 


De modo que las valencias de enlace en el benceno for- 
man entre sí ángulos de 120”, y con las direcciones primi- 
tivas de valencia, ángulos de 29914” y de 80*36”. 

Los valores que se buscan son: 


Valencia de enlace correspondiente á OA cos 29% 14* = 0,8726 
> > > á*!, OB =0,5 cos 80% 36' = 0,0816 
Valencia derendacoto ai 0,9542 

Valencia residual correspondiente á OA = sen 29% 14” = 0,488 
» > » AO == MI TI O == MAS 


Según estos resultados, cada átomo de carbono en el ben- 
ceno está unido á su contiguo (valor de enlace C—C) por 1,91 
de valencia, y le quedan cuatro valencias residuales. Estas 
no actúan ya dos á dos en la misma dirección, sino que dos 
(r y r) se encuentran en los planos A” A M y C“ CM, y las 
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otras dos (R” y R”) en los planos BA” B' y BC” B;, y, por 
lo tanto, tendremos que hacer cálculos dobles para determi- 
nar el ángulo que forman entre sí y el de sus planos con el 
de los átomos de carbono. 
Valencias residuales R”, R*.—Triángulo BR” t".—Datos: 
== 900 B'=60% + 19 17 =619 17" (111) 
R'B'=A"B' — 90% =90 36/ (A" B' = 180 — 4" B (MD); 


se han calculado 
20 = RI y ' B! — 49 30, 


El ángulo que forman entre sí estas valencias es 1650", 
doble de 8225”, y el que forma su plano con el plano de 
los átomos de carbono es 75%9”: 


PP = PU MO E O le 


Este es el ángulo del plano A” C” con el RR”; pero como 
estas valencias están dirigidas de O hacia arriba, por ser 
originadas por la valencia O B, el ángulo que buscamos 
será el suplemento de 10451” = 75%0”. : 

Valencias residuales r, r.—Triángulo 7" A” M.—Datos: 


A IS 


== 00 AO == SUE 


se han calculado 


A 


TEBAS A" M= 98% 5” MOE 


Triángulo Mr T,.—Datos: 
M=6121". Mr=A"M—90=85  T,=0900% 
se han calculado 


MT, =32 56' y DA 1041 


e 
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El ángulo de las valencias residuales es 148”, y el que 
forma su plano con el plano de los carbonos T” T, = 102*25: 


T" T, =T'M— MT, = 106% 21” — 3956". 


Respecto á la estabilidad del núcleo bencénico, el valor de 
sus valencias residuales, 0,488 y 0,483, nos indica que será 
una combinación metasaturada que se portará ordinaria- 
mente como un cuerpo saturado y que sólo en condiciones 
especiales dará compuestos de adición; comparándolo aho- 
ra con otras combinaciones de la misma clase, vemos que el 
valor de dichas valencias es muy próximo al de las del ciclo: 
propano, y, en efecto, en condiciones muy parecidas estos 
dos cuerpos dan derivados de adición; así, la hidrogenación 
catalítica del benceno empieza á 70” y es máxima á 
180” - 200%; la del trimetileno ya hemos indicado que empie- 
za á 80” y es rápida á 180”; el trimetileno fija bromo lenta- 
mente por la acción de la luz solar, y este mismo agente es 
el que determina la fijación de halógenos en el núcleo ben- 
cénico para dar derivados de adición. 


Sevilla, 1914. 
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XXXII. — Conferencias sobre Fisica matemática. 
Teoría de los torbellinos (segunda parte.) 


PoR JosÉ ECHEGARAY. 


Conferencia tercera. 
- SEÑORES: 


Según hemos anunciado, el programa del presente curso 
constituye el complemento de la teoría de los torbellinos, ó 
sea su segunda parte. 

Y debemos, ante todo, hacer un resumen de la primera 
- parte de dicha teoría, ó bien de las conferencias explicadas 
durante el curso de 1910 á 1911. 

Claro es, que en este resumen sólo consignaremos los 
principios generales y los teoremas más importantes de la 
:oría, suprimiendo, por de contado, todas las demostracio- 
es, que constan con minucioso detalle en la serie de conte- 
rencias á que nos referimos. 

_La teoría de los torbellinos es una rama especial. ó si se 
Quiere, un capítulo de la hidrodinámica, considerando como 
un caso particular de ésta á la hidrostática. 

Suponíamos para nuestro objeto, que se trata de un flúi- 
o, por decirlo así, ideal y de continuidad absoluta. 

Claro es, que ni los líquidos ni los gases se encuentran en 
ste caso. : 

Y en cuanto á los gases, ya hemos dicho varias veces, 
que tienen su teoría especial, en que domina la Mecánica es- 
 tadística. 

Nuestro flúido ideal podrá ser incomprensible en absolu- 


También podremos suponer, que es comprensible, en cuyo 
aso su densidad será una función de la presión. 


REV. ACAD. DE CIENCIAS.— XII. —Mayo, To14. 45 
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Suponemos, además, que la temperatura sea constante, ó 
si se quiere, que es igual á cero, porque en la hipótesis con- 
traria, si tuviéramos en cuenta la temperatura, los problemas 
que vamos á estudiar serían verdaderos problemas de ter- 
modinámica, y á los movimientos generales del flúido, que 
son los únicos que consideraremos, es decir, á los movimien- 
tos rotacionales, irrotacionales y de dilatación ó condensa- 
ción, habría que agregar otros movimientos internos de los 
últimos elementos del flúido, que transformarían por com- 
pleto la naturaleza del flúido ideal de que vamos á partir. 

Dicho esto, agregaremos, que la hidrostática (sea ó no 
sea propio este nombre) tiene por objeto el estudio del equi- 
librio del flúido en cuestión. 

Y que la hidrodinámica (con una salvedad análoga á la 
precedente respecto al nombre) comprende el estudio del 
movimiento, siempre de nuestro flúido ideal. 

Partimos de la hipótesis mecánica, mejor dicho, aplica- 
mos los principios y las hipótesis de la Mecánica clásica, 
que pueden resumirse de este modo: 

Fuerzas que actúan á distancia, y para las que la reacción 
será igual y contraria á la acción. 

Acción instantánea. 

Dirección central de las fuerzas entre cada dos elementos. 

Todos los elementos del flúido tendrán determinada 
masa, la cual obedecerá á la ley de continuidad. 

Admitiremos el principio de inercia, y, por lo tanto, la apli. 
cación de las fuerzas de inercia á los diferentes puntos del 
flúido. 

De donde resulta, que la ecuación del movimiento de una 
porción infinitamente pequeña del flúido, cuya masa re- 
presentaremos por m en una dirección cualquiera x, será, 
como ecuación fundamental de toda la dinámica clásica, 


dx 
m == 
df? 
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siendo X la componente de la fuerza que actúa sobre m en 
la dirección x. 

Por último, y esto es esencial, el flúido estará desprovisto 
de viscosidad y de todo rozamiento; de suerte que conside- 
rando un punto y haciendo pasar por él un plano, la presión 
será normal al plano é idéntica para todas las direcciones 
del mismo; lo cual quiere decir, que admitimos el principio de 
igualdad de presión. 

Para los líquidos, todas estas propiedades se verifican, si 
no de una manera absoluta, de una manera bastante aproxi- 
mada, y aun para los gases podrían admitirse, sustituyendo 
al gas real un gas ideal; pero sería sustituir una teoría por 
otra completamente distinta, pues en nuestro tlúido domina 
el principio de continuidad y en la teoría cinemática de los 
gases domina el principio contrario; es decir, el de disconti- 
nuidad. 

Por eso, para tales sistemas materiales, la teoría más fe- 
cunda y más generalmente aceptada es la de la Mecánica 
estadística, en la que dominan los nombres de Clausius, 
Gibbs y Boltzmann. 


Admitidas todas las hipótesis que preceden, pueden es- 
cribirse” inmediatamente las ecuaciones de equilibrio del 
flúido, ó sean las ecuaciones generales de la hidrostática, 
que serán (pág. 76 del curso de 1910 á 1911). 


Eno se A A, 
dx dy dz 


Y puesto que, según el principio de igualdad de presión 


Px=Py — Pz» 
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las ecuaciones generales tomarán esta forma más sencilla: 


d d 
A a, PL LR 


Como, por otra parte, se supone que la densidad es función 
de la presión, podremos escribir: 


POD) (2) 


Y como, además, suponiamos que la temperatura era cons- 
tante y que de ella podría prescindirse, las cuatro ecua- 
ciones (1) y (2) resolverán el problema general de la hidro- 
estática. 

En efecto; las incógnitas son dos: p y e, y aunque las ecua- 
ciones parece que son cuatro, las tres ecuaciones (1) equi- 
valen á la ecuación diferencial 


dp =pX0x + ¿Y 9y + pZ3z, 


en que dp es la diferencial total en función de los coefi- 
cientes diferenciales parciales; y tenemos, para las dos in- 
cógnitas p y p dos ecuaciones: la ecuación (2) y la pre- 

cedente. 
- Es, en el fondo, como en todos los problemas de Fisi- 
ca Matemática, el problema actual un problema de inte- 
oración. 

Problema que en muchos casos puede ser sencillísimo, y 
en otros casos, los más, puede ser de una dificultad enorme. 

Claro es, que tendríamos que agregar las condiciones de 
los límites, si la masa flúida no se extendiese hasta lo infini- 
to, sino que fuera de dimensiones finitas y estuviese termi- 
nada por una superficie. 

En este caso, la integral que obtengamos para p, y si p no 
es constante, para esta variable también, deben tener la ge- 
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neralidad necesaria para satisfacer á las condiciones de 
equilibrio de los límites. 

Aquí se plantea el problema, tan interesante como difícil, 
de las diversas formas de equilibrio; problema sobre el cual 
puede consultarse la obra magistral, como todas las suyas, 
de Mr. Poincaré. 

Todavía la complicación y la dificultad pueden llegar á 
ser enormes, si las tres componentes X, Y, Z dependen, no 
sólo de fuerzas exteriores, sino de fuerzas interiores depen- 
dientes de la forma de la masa flúida; porque entonces, en 
rigor, X, Y, Z contendrán integrales cuyos límites serán des- 
conocidos hasta que no se resuelva el problema, toda vez 
que dependerán de la forma de la superficie que limite el 
flúido. 

Claro es que no podemos detenernos en estos problemas, 
en los cuales no penetramos, ni aun la primera vez que tra- 
tamos este asunto. | 

Contentémonos con haber recordado las tres ecuaciones 
elementales de equilibrio (1). 


Recordemos asimismo las ecuaciones de la hidrodinámi- 
ca, tal como las explicábamos en el curso de 1910 á 1911. 

Como estamos en la aplicación de la hipótesis mecánica, 
y como podemos acudir al principio de d'Alembert, todo 
está reducido á reproducir las ecuaciones del equilibrio, 
agregando á las diferentes fuerzas las de inercia. 

Es decir, que reproduciremos las ecuaciones (1) y (2), y 
en vez de las componentes X, Y, Z pondremos: 


y 2 2 
ena ya EN sl d E 
die di? di? 
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puesto que X, Y, Z estaban referidas á la unidad de masa, y 


EOS d?y ez 


ate Tae de 


son las componentes de la fuerza de inercia por unidad de 
masa también. 

De aquí resulta, para el caso de temperatura constante 
ó en que se prescinde de la temperatura, las cuatro ecua- 
ciones fundamentales de la hidrodinámica: 


oa ao) 
dx ae 


p=f(p) 


(curso de 1910 á 1911, pág. 97). 

En estas ecuaciones tenemos cinco incógnitas. 

A saber: las tres coordenadas x, y, z de cada punto, la 
densidad e y la presión p. Y el número de ecuaciones son 
cuatro. 

Nos falta, pues, una ecuación, que es la de continuidad. 

Esta la obtuvimos considerando un paralelepípedo cual- 
quiera, viendo el flúido que entraba y salía por sus seis ca- 
ras, y la diferencia positiva ó negativa daba, inmediatamen- 
te, la variación de la densidad. 

Así obtuvimos, representando por u, v, w, las componentes 
de la velocidad en cada punto, la relación que se llama 
ecuación de continuidad, 


dou dov dow 
E O A 


—— 0 
dx dy dz 


de 
dt a 


(curso de 1910 á 1911, pág. 103). 
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Tal ecuación, unida á las cuatro anteriores, dan cinco 
ecuaciones para determinar X, y, 2, p, P. 


En los problemas de Mecánica, cuando no se admite la 
discontinuidad absoluta de todos los puntos, hay que tener 
en cuenta las relaciones materiales que los unen y que les 
quitan, por decirlo de este modo y en lenguaje moderno, 
grados de libertad. 

Pues bien, esta ecuación de la continuidad, en el fondo, 
es una ecuación de enlaces. Hay que tenerlo presente. 

Y si hemos podido aplicar las ecuaciones generales del 
movimiento de un punto libre, es porque, en el fondo, 
hemos introducido las fuerzas que nacen de estos enlaces, 
que en este caso se reducen á la presión. 

Porque, en general, de los enlaces se puede prescindir si 
se tienen en cuenta las fuerzas interiores, que determinan y 
provocan. 

Pero llamamos la atención de nuestros alumnos sobre la 
importancia de fijar bien y correctamente las notaciones 
en las cinco ecuaciones precedentes. 

Y con este motivo distinguíamos (curso citado, pág. 105) dos 
sistemas de variables para los problemas de hidrodinámica. 

Primero: El sistema de variables de Lagrange. 

Segundo: El sistema de variables de Euler. 

En el sistema de Lagrange se elige cada uno de los puntos 
del flúido, ó si se quiere, un elemento infinitamente pequeño 
de volumen, y se le sigue en su movimiento; de suerte que, 
cuando las ecuaciones están integradas, tendremos los va- 
lores de x, y, z en función del tiempo, y de las coordenadas 
a, b, c, que determinan el punto en el instante inicial; y así 
mismo determinaremos la presión y la densidad del ele- 
mento del volumen también en función del tiempo y de las 
magnitudes iniciales: es decir, de a, b, C, Po, Po- 


= Uel = 


El sistema consiste en descomponer el flúido en elementos 
y en seguir la marcha de todos estos elementos en el espacio 
y en el tiempo. 

Y presentábamos un ejemplo material vulgarísimo: el estu- 
dio de la marcha de los trenese n una gran red de ferrocarriles. 

Y etfectuábamos dicho estudio siguiendo á cada tren en 
particular, viendo qué vías férreas recorría, con qué velo- 
cidad, con qué carga y en qué condiciones. 

Hasta aquí el sistema de Lagrange. 

En el segundo sistema no seguíamos á los elementos 
tiúidos en su movimiento, sino que determinábamos lo que 
pasaba en cada punto del espacio en los diferentes instantes 
del tiempo. Por ejemplo: qué elemento de flúido pasaba por 
el punto de coordenadas x, y, z en el instante f; con qué 
velocidad y en qué dirección, Ó sea cuáles eran las com-- 
ponentes u, v, w de la velocidad. Y al pasar este elemento 
de flúido, cuál era su densidad o y cuál su presión p. 

Tal era el sistema de Euler. 

Completando la imagen precedente, decíamos: es como si 
estudiásemos el movimiento de trenes en una gran red de 
ferrocarriles, viendo lo que ocurre en cada estación, que tren 
pasa en cada instante, en qué dirección, con qué velocidad, 
y con qué carga. 

Claro es que ambos sistemas, en el fondo, coinciden y da- 
rán las mismas soluciones, y de uno de estos sistemas se 
podrá pasar al otro sin dificultad. 

Pero al plantear las ecuaciones generales hay que distin- 
guir el sistema de Lagrange del sistema de Euler, hasta en 
las nofaciones que se empleen, y muy principalmente en la 
ecuación que exprese la continuidad. 

Estudiando minuciosamente el problema, llegábamos al * 
resultado siguiente (pág. 152). 
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Las ecuaciones generales del sistema de Lagrange eran 
éstas (curso 910 á 912, pág. 150): 


lo) 2 2 
A a 


pe a di? ) da Mia 
+7= E 
atea 
MES O =( E Me 
pb Ma E O 
$ EZ NO 
AGE ASA 
al alg? ] db 
A A E 
MOE UENAdE DE a 
DAN 
ASS el 
+( di?) de 


A éstas hay que agregar la ecuación de continuidad, que 
en el sistema de Lagrange, que es el que estamos conside- 
rando, es la siguie1te: 


o 9 
(2) 0 - — mo (x, y, 2) 
p 


y además la ecuación 
(83) ¿== 40)» 


que expresa, en el caso general, es decir, cuando la densi- 
dad es variable, el valor de ésta en función de la presión. 

Y claro es, que suponemos la temperatura constante, ó si 
se quiere, no la tenemos en cuenta, pues, como hemos indi- 
cado varias veces, lo contrario sería complicar el problema 
hidrodinámico, agregando los movimientos térmicos á los 
movimientos generales y pasando de la hidrodinámica á la 
termodinámica. 
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Las cinco ecuaciones (1), (2) y (3) son las ecuaciones ge- 
nerales en el sistema de Lagrange. 

Son ecuaciones diferenciales, salvo la última. 

Contienen cinco funciones, á saber: X, y, Z, p, P. 

Y contienen cuatro variables independientes, que son: a, 
b, c, £, porque, en efecto, la posición de cada punto, su pre- 
sión y su densidad dependen del instante que se considere 
y de la posición que ocupaba este punto en el instante ini- 
cial f,, es decir: de las coordenadas a, b, c. 

Claro es, según esto, que entrarán derivadas parciales 
con relación á las cuatro variables independientes. 

En resolución: al resolver el problema será preciso inte- 
grar estas ecuaciones, obteniendo integrales con la suficiente 
generalidad para satisfacer á las condiciones de los límites, 
que aquí son condiciones relativas al espacio y condiciones 
relativas al tiempo. Es decir, ecuaciones relativas á la su- 
perficie que limita la masa tlúida y condiciones del sistema 
en el instante £ =0. 

Estos problemas son de una complicación enorme y sólo 
pueden resolverse en casos particulares: 


Pasemos á las ecuaciones en el sistema de Euler, y resu- 
mamos. 

También aquí obtendremos cinco ecuaciones, que serán 
(página 158, salvando las erratas de imprenta de los prime- 
ros miembros): E 


lo) 2 Po Po lo 
l A A 
o 09X 0X dy 0Z of 

lo) lo lo) lo lo) 
E E A E 
p dy IX dy 02 of 
IS AL E 
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A éstas hay que aoregar la ecuación de continuidad 


AU O Ov) (pm) e 
SP a E - se A CA) 


y la ecuación característica del flúido 


e = (0). (3) 

Las ecuaciones (1%, (2), (3) son las cinco ecuaciones 
fundamentales del problema. 

Contienen: 

Cinco funciones: 4, V, W, p, P. 

Y cuatro variables independientes: x, y, 2, É. 

Son ecuaciones en diferenciales parciales de las cinco 
funciones con relación á las variables independientes. 

Y el problema estará resuelto cuando tengamos u, V, W, p, P 
en función de x, y, z, £, es decir, como antes indicábamos, 
para cada instante y para cada punto, la velocidad con que 
pasa el ilúido, ó sean sus componentes, y la presión y la den- 
sidad que tiene en ese instante y en ese punto que señalamos. 

Es el estudio del movimiento por el movimiento en las 
estaciones. 

En el curso á que nos referimos, de 1910 á 1911, demos- 
tramos que ambas soluciones son equivalentes. 

Por lo que se refiere á las condiciones de los límites, nada 
hemos de agregar á lo dicho, ni podemos penetrar más en 
las formidables dificultades del problema. 

Sigamos resumiendo rápidamente todos los principios que 
vamos á necesitar para continuar estudiando en este curso el 
problema de los torbellinos. 


ES 
ES 


Las ecuaciones (1), (2), (3) 6 el sistema (15, (2), (3), 
agregando las condiciones relativas á los límites, resuelven 
el problema general de la hidrodinámica, suponiendo que no 
tiene viscosidad el flúido. 


03 


La solución, una vez integradas las ecuaciones diferencia- 
les, es general y perfecta. 

Pero hicimos observar, que esta solución analítica no á 
todas las inteligencias satistacia por completo, porque hay 
inteligencias, por decirlo así, plásticas, que desean que á la 
solución analítica acompañe la representación sensible en 
todo problema de movimiento. 

Y á este objeto destinamos algunas conferencias del curso 
que ahora estamos resumiendo. 

Y decíamos, que á dicha representación sensible del movi- 
miento de un flúido se presta el sistema analítico de Lagran- 
ge más que el de Euler, porque podemos tomar, uno por 
uno, los diferentes elementos del flúido y seguirlos en su 
marcha y en su transformación. 

Y esto hicimos, acudiendo á las ecuaciones generales que 
explicamos en la teoría de la elasticidad. 

Considerando, pues, una masa m del flúido, la seguíamos 
paso á paso en su trayectoria, descomponiendo, por de con- 
tado,los movimientos simultáneos en movimientos sucesivos, 
lo cual era permitido, por tratarse de movimientos infinita- 
mente pequeños, en cada instante. 

Suponíamos que la masa m tomaba un movimiento de 
traslación á lo largo de la trayectoria de uno de sus puntos; 
de suerte que todos los puntos de dicha masa m trazaban 
rectas iguales y paralelas á un elemento de la trayectoria é 
infinitamente pequeñas, por de contado. 

Al llegar á esta posición admitíamos que el elemento flúi- 
do, como si fuera un cuerpo sólido, giraba alrededor de un 
eje instantáneo, pertectamente determinado en magnitud y 
dirección en cada momento. 

Por último, al llegar el elemento m á esta segunda posi- 
ción, admitíamos que experimentaba dilataciones ó contrac- 
ciones paralelamente á los ejes de un elipsoide también de- 
terminado en aquel instante. 

Y así sucesivamente, á lo largo de la trayectoria central, 
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se repetían en cada elemento de tiempo d t los tres movimien- 
tos indicados. 

En rigor, no sucesivos, como hemos supuesto, sino simul- 
táneos. 

De esta manera la imaginación descomponía al flúido en 
filetes y casi veía lo que en cada uno de estos filetes iba su- 
cediendo: avance, giro ó retorcimiento, dilataciones ó contrac- 
ciones. 

Ya el movimiento del tlúido no era el de un caos, sino una 
serie de movimientos ordenados, que numéricamente po- 
drán determinarse en cada caso por las integrales del pro- 
blema. 

De estas tres transformaciones de la masa /m, la segunda, 
Ó sea el giro Ó retorcimiento del filete, es el que da la idea 
de los torbellinos, y de aquí arranca la expresada teoría. 

Más aún: la misma teoría de las deformaciones elásticas 
nos da, para cada punto del flúido y en cada instante, las 
tres componentes del eje instantáneo, por medio de las 
ecuaciones 


9w oy 2 

— ——=ÚDG, 

dy 02 

ou 9w 
A 2 (4) 
90Z IX 

Po) lo) 

e ad 0 

Xx dy 


Así, pues, el eje instantáneo en cada momento tiene por 
componentes las cantidades que hemos representado por 
Es, Es 

Es decir, que componiendo estas tres líneas, que son pa- 
ralelas á los ejes coordenados, su resultante será un vector 
del espacio, que expresará el eje de giro en cada punto y en 
cada momento, así en dirección como en magnitud. 

Alrededor, pues, de dicha recta girará el elemento intini- 
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tamente pequeño de flúido, que rodea al punto de cuestión, 
y la longitud del vector expresará la velocidad de rotación, 
Ó sea lo que giraría el elemento en la unidad de tiempo, Ó 
el ángulo que describiría, sila velocidad en la unidad de 
tiempo se mantuviera constante. 

Claro es, que el verdadero giro, el que efectúa la masa, 
tendrá por componentes 


¿dt, ndt, Cdt. 


Continuemos, pues, recordando algo de lo que respecto 
á tal materia dijimos. 

Supongamos que el problema está analíticamente resuelto, 
ya por el método de Lagrange, ya por el de Euler. 

En uno y otro caso, para cada instante y para cada punto 
del flúido se conocerá la velccidad, ó mejor dicho, sus 
componentes en función de las coordenadas del punto y del 
tiempo. 

Es decir, que tendremos 


== us, 1) 
v = v(x, y, 2, t) (5) 
DM= WES ZE 


en que las u, v, w del segundo miembro expresan símbolos 
de funciones, es decir, operaciones analíticas que hay que 
efectuar sobre x, y, z, f, para obtener los valores numé- 
ricos de u, v, w, del primer miembro. 

Según hemos explicado otras veces, esta notación es có- 
moda, porque nos evita el introducir nuevas letras para 
símbolos de función: como si escribiéramos, por ejemplo: 


UE OVA) 
Mei) 
WEA MIOSYSZ 1) 
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Resulta, pues, que habiendo integrado las ecuaciones ge- 
nerales de la hidrodinámica, podremos conocer siempre las 
ecuaciones (5), y diferenciando con relación á x, y, z los 
primeros miembros de dichas ecuaciones (5) serán £, mn, € 
funciones perfectamente conocidas de x, y, z, t, porque las 
ecuaciones (5) nos darán las expresiones 


en función siempre de x, y, 2, É. 

De modo que representando por u, $, y las funciones á 
que se reducen los primeros miembros de las ecuaciones (4), 
tendremos: 


aa 2 )=2E 
MES == 29 
ES 1) = 2 


Ó bien: 


Y YY 


ES 1) 


NA 


(Es hz) 1) 


A TE Xx, eb)! 
E e ) 


Y, como antes decíamos, si el problema analítico está re- 
suelto, las funciones a, f, y serán funciones conocidas, y 
para cualquier punto en cualquier instante conoceremos las 
componentes £, 7, € de la rotación, y la rotación misma. 

Y observen mis alumnos que, aun sin haber integrado las 
ecuaciones del movimiento, todas las consideraciones que 
vamos haciendo y todos los teoremas que recordaremos, 
expresan propiedades del movimiento; de suerte que aquí 
se realiza lo que ya otras veces hemos indicado: que por 
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las ecuaciones diferenciales, y sin necesidad de pasar por la 
integración, se determinan y demuestran muchas propieda- 
des de las integrales, y en nuestro caso, muchas propiedades 
del movimiento del sistema. 


a 

Por el pronto, recordemos que en la dinámica de un flúido 
perfecto se distinguen dos clases de movimientos. 

Si en un punto, ó en una serie de puntos, ó en una región, 
y para valores determinados de £, las componentes de la ro- 
tación €, 7, € tienen valores determinados, en todos estos 
puntos de la región existirán rotaciones, es decir, elementos 
de torbellino, y se dirá que el movimiento es rotacional. 

Si, por el contrario, para todos los puntos de otra región 
del flúido, y en instantes determinados, las funciones, a, , y 
son nulas, las componentes de la rotación serán nulas, por 
consiguiente, y tendremos 


ó bien 
9w 9v du 9 w dv du 0 
oy 9Z 9 dx 9X oy 


Estos movimientos del flúido en que no exista rotación 
llámanse ¿rrotacionales, y las condiciones para que un mo- 
vimiento sea irrotacional son las precedentes, ó bien: 


w 9v 9u Ww. 9 ou 


E 
que, por cálculo integral, se sabe que son las condiciones 
necesarias y suficientes para que 

uUgXx q VOy + WOz 
sea una diferencial exacta de x, y, 2. 


* 
Eo * 
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Procurando ordenar en forma sensible los movimientos, 
que á primera vista parecen desordenados, de un flúido, por 
lo menos del tlúido perfecto é ideal que consideramos, esta- 
blecimos varios teoremas, que ahora no haré más que indicar. 

Primero. Sien el flúido consideramos en un instante 
dado una serie de elementos flúidos infinitamente pequeños 
constituyendo una línea cerrada, en todos los instantes del 
movimiento estos elementos flúidos continuarían formando 
una línea cerrada también, que sería, en cierto modo, la 
transtormación de la primera. 

Segundo. Si llamamos circulación 6 coeficiente de circu- 
lación á la integral, 


[fuex+ vay + 022 
YE 


á lo largo de una línea cerrada cualquiera C, esta circula- 
ción conserva un valor constante en todo el movimiento, que 
podrá ser ó no ser nula, según los casos, que oportunamen- 
te discutíamos. 

Tercero. Llamaremos línea de torbellino á una línea tal 
que en cada uno de sus puntos la tangente sea el eje del 
torbellino. 

De modo que la línea de torbellino tiende á girar alrede- 
dor de sí misma en todos sus elementos. 

Cuarto. Toda línea de torbellino continúa con este ca- 
rácter en todo el movimiento del sistema; de modo que ja- 
más deja de ser línea de torbellino. 

Demostramos, además, que en un flúido limitado las lí- 
neas de torbellino eran cerradas ó tenían sus extremidades 
en la superficie límite. 

Quinto. La circulación de una línea de torbellino tam- 
bién es constante en su movimiento. ; 

Fodo lo que hemos dicho de las líneas puede generali- 
zarse para las superficies, y así establecimos diversos teore- 
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mas que pueden verse en las páginas 243 y sucesivas (pri- 
mera parte de la teoría). 

Definimos, por último, en la página 287 y sucesivas, lo 
que se entiende por superficie de torbellinos, así como el 
valor de la circulación para cada tubo. 

Por último, presentábamos este problema: en la masa ge- 
neral de un flúido perfecto, ¿podrán coexistir los dos movi- 
mientos, el rotacional y el irrotacional, Ó, por el contrario, 
se excluyen? 

Vimos que, en efecto, pueden coexistir ambos movimien- 
tos; pero en el caso del tlúido ideal, ni se perturban, ni se 
destruyen ni cambian de carácter. 

Toda masa flúida en que el movimiento es irrotacional 
continúa moviéndose con movimiento irrotacional. 

Y asimismo todo movimiento rotacional se conserva 
eternamente con este carácter: las lineas de torbellino, las 
superficies de torbellino, lps tubos de torbellino son, por 
decirlo así, inmortales; cambiarán de forma y de posición, 
pero estarán formados siempre de los mismos elementos 
ilúidos, y las constantes de su circulación, que son, y per- 
dóneseme la imagen, su alma, y permanecerán invariables. 

En cambio, la circulación de las líneas cerradas en el es- 
pacio simplemente conexo tiene un valor cero para su cons- 
tante de circulación. Son algo, y vuelvo á pedir perdón por 
la imagen, de carácter inorgánico. Allá van, donde las lleva 
el movimiento; ellas no reobran sobre sí mismas, no giran. 

De todo esto dimos ejemplos y demostraciones en el cur- 
so ya citado de 1910 á 1911. 

De este curso hemos hecho un rápido resumen en la pre- 
sente conferencia, y en la próxima podremos continuar el 
estudio de los torbellinos en problemas más y más compli- 
cados. 
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XXXIII. — Conferencias sobre Fisica matemática. 
Teoría de los torbellinos (segunda parte.) 


POR JosÉ ECHEGARAY. 


Conferencia cuarta. 
SEÑORES: 


Al terminar las conferencias del curso de 1910 á 1911, 
y después de haber expuesto en forma elemental la teo- 
ría de los torbellinos, presentábamos este problema. 

En una masa del tlúido ideal, que siempre en esta teoría 
considerábamos ¿pueden coexistir estos dos movimientos: 
el movimiento rotacional, en ciertas regiones, y en otras 
regiones el movimiento irrotacional, ó bien se excluyen 
ambos movimientos y todo el fluído estará sujeto al pri- 
mero ó al segundo tan sólo? 

Demostrábamos por razonamientos relativos al estado 
inicial y al principio de conservación de ambos movimien- 
tos, razonamientos que parecen aceptables, que la coinci- 
dencia en unas regiones de movimiento rotacional y en 
otras de movimiento irrotacional es, en efecto, posible. 

Y agregábamos á esta demostración lógica otra demos- 
tración aún más convincente: el hecho de la coincidencia 
en casos particulares. 

El filósofo griego demostraba el movimiento andando. 

Nosotros presentamos un ejemplo, y hubiéramos podido 
presentar otros, en que se ve y se comprueba la posibili- 
dad de ambos movimientos á la vez, cada uno ocupando 
en cada instante una región distinta. 

El ejemplo se refería al caso particular del movimien- 
to de un flúido incompresibie paralelamente á un plano, 
que podremos suponer que es de las x y. 
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De suerte que todos los puntos situados sobre cualquier 
recta paralela al eje de las z, en cualquier instante se mue- 
ven paralelamente al plano de las x y en líneas paralelas y 
con la misma velocidad. | 

En suma: en planos paralelos al plano de las x y se 
mueven los puntos de cada plano, trazando curvas iguales 
y paralelas, cuyas proyecciones sobre el plano de las x y 
coincidirán 

El movimiento del tlúido se puede, por lo tanto, estudiar 
determinando el movimiento de cada punto del plano coor- 
denado x y, Ó estudiando el movimiento de una paralela 
al eje de las z, que constantemente se conservará paralela 
á dicho eje. 

Agreguemos, que la masa se supondrá indefinida, exten- 
diéndose hasta el infinito, en cuyo caso esta recta móvil 
paralela al eje de las z, hasta el infinito se extenderá tam- 
bién en ambos sentidos. 

O también cabe considerar el movimiento de una capa 
de flúido comprendida entre dos planos paralelos al de 
las x y, y de cualquier espesor, porque en todas estas capas 
el movimiento será el mismo, y ninguno de dichos mo- 
vimientos perjudicará á los demás, ni tendrá sobre ellos 
influencia. 

Y aun esto es necesario cuando se estudia el problema 
de las fuerzas vivas totales, para evitar ciertas dificultades 
que no son del momento. 

Por último, el plano de las x y podrá coincidir con el 
plano inferior Ó superior de la capa, Ó podrá ser el plano in- 
termedio, y los otros dos serán como paredes ideales de la 
masa flúida que comprende la capa en movimiento. . 

En esta podremos considerar tubos de torbellino parale- 
los al eje de las z, ya infinitamente delgados, es decir, filifor= 
mes, ya de dimensiones finitas, y aun éstos se podrán con- 
siderar como conjunto ó manojos de torbellinos filiformes. 

El eje de giro del elemento de torbellino será paralelo 
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siempre al eje de las z, y el valor de dicho torbellino lo re- 
presentaremos por (. 

Las otras dos componentes, £ y 71, serán evidentemente 
nulas, puesto que los elementos de torbellino y los torbelli- 
nos completos son siempre paralelos al eje de las z, y, por lo 
tanto, las componentes paralelas á los otros dos ejes han de 
ser iguales á cero. 

Y demostramos, que en este caso, y suponiendo, como 
hemos dicho, que el tlúido es incompresible, pueden existir 
á la vez movimientos rotacionales, es decir, torbellinos, y 
entre estos torbellinos, movimientos irrotacionales del resto 
del flúido. 

En las páginas 381 y siguientes del tomo citado (curso 
de 1910 á 1911) estudiamos detenidamente el caso más 
elemental, el de un solo torbellino 4 B de sección cir- 
cular macizo, de idéntico movimiento rotacional en todos 
sus puntos; y en el exterior de dicho cilindro A B un mo- 
vimiento irrotacional del tlúido. 

Y pusimos en evidencia, por la aplicación de las fórmulas 
del movimiento, que ambos movimientos podían coexistir, 
sin discontinuidad, ni en las trayectorias, ni en las velocida- 
des, ni en las presiones. A decir verdad, esto último no 
tuvimos tiempo de demostrarlo; pero lo demostraremos en 
esta conferencia. 

La única discontinuidad que existe es una discontinuidad 
inevitable; á saber: que en el interior del cilindro A B se 
tiene 


24 9v 
—= = == =/2 6, 
dy OX 

y en lo exterior 
ou o0v 
Sen =0, 
dy Xx 


puesto que en el interior el movimiento es rotacional y es 
irrotacional en lo exterior. 
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Y esto constituye una discontinuidad de la función, repre- 
sentada por el primer miembro de las ecuaciones anterio- 
res, es decir por 


la cual en un punto de una circunferencia infinitamente 
próxima á AB, pero en el interior, tiene, como decimos, un 
valor finito, y en lo exterior, pero siempre en puntos pró- 
ximos á AB, tiene el valor cero. 

Mas continuemos este rápido resumen. 

Partimos de las ecuaciones generales de la dinámica en 
el sistema Euler, que eran las siguientes: 


A O O 
9 0ls dx dy dz di 
Lap, dr A 
p dy dx dy aa 
Al dw dw dw dw 
NA y CRE EA CAR A A e O 
o “dp dx dy dz di 
== (0) 
d dpu dpv dpw 
LN PO E 


di dx d y dz 


Y pues aquí no cabe duda, aunque siempre se trata 
de diferenciales parciales, hemos empleado la d en vez 
de la 9. 

Como nuestro ejemplo es el del movimiento permanente 
paralelo á un plano, todas las derivadas con relación á z y 
á f desaparecerán; y si, además, suponemos que no existen 
fuerzas exteriores, desaparecerán también las componentes 
iniciales X, Y, Z. 

Introduciendo estas simplificaciones, obtuvimos las ecua- 
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ciones generales de Euler para nuestro problema (pág. 381), 
que eran las siguientes: 


A LL y de 
als dx dy 
A A 
o dy dx dy 

E AA 

dx dy 


En este grupo hemos suprimido la ecuación p = F (p), pot- 
que suponemos que la densidad es constante y uniforme y 
que el flúido es incompresible. Claro es que en dicho caso 
la densidad no dependerá de la presión y p será un dato del 
problema. 

Tendríamos, por lo tanto, que integrar el grupo de ecua- 
ciones precedentes, que son tres: dos del movimiento y una 
de la continuidad. Las funciones son también tres: p, U, V, y 
las variables independientes dos: x é y. Y puesto que no 
tenemos en cuenta el tiempo, claro es, como hemos dicho, 
que se trata de un movimiento permanente. 

Dimos desde luego la solución del problema, es decir, el 
resultado de la integración. 

Decíamos, que todos los puntos exteriores á A B describían 
circunferencias cuyo centro era O (fig. 2.%), y que para cada 
punto M, la velocidad del elemento flúido infinitamente pe- 
queño situado en dicho punto M era, por lo tanto, tangen- 
cial á la circunferencia CD. E 

Su valor Md, que lo representábamos por V, tenía por 
componentes u, v, y el valor de V era, siempre para puntos 
exteriores á AB, 


As 


siendo € el valor del torbellino en cada punto interior á AB, 
constante para todos los puntos de este círculo. 

R era el radio de AB. 

r, que será una variable, la distancia del punto M al cen- 
tro O, y sólo variará, puesto que tratamos de puntos exterio- 
res, de Ráo. 

Por último, el valor de la velocidad en un punto cualquiera 


La) 
Ze a s 
y E , 
MAS 
/ / EN A a 1 
A [ E E Ñ 
l EN ' | 
(A a 
as 
Ñ Ñ 7 E P > y 


Figura 2.2 


interior M' será también tangencial á la circunferencia D” €”, 
que pasa por M” y cuyo centro es O; y su valor, represen- 
tando dicha velocidad por V”, será 


1 = 5 


El problema queda, pues, resuelto por los valores V y V”, 
y queda definido el movimiento permanente: para todos los 
puntos exteriores, por el valor de V; para todos los valores 
interiores, por el valor V”. 
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Como estos dos valores de V y V”, puede decirse, que 
casi los establecimos sintéticamente, y esto hace también 
Mr. Poincaré, ambos valores V y V” constituyen un teorema 
que hay que demostrar. 

Es decir, hay que demostrar, que los movimientos así de- 
finidos son posibles y son concordantes, ó, de otro modo, 
que pueden coexistir. 

Esto fué lo que hicimos minuciosamente en las últimas 
páginas de las conferencias de 1910 á 1911. 

Demostramos, Ó, mejor dicho, comprobamos, que dichos 
valores de V y V” satisfacen á las ecuaciones diferenciales 
del problema que son las (D). 

Demostramos, además, que las velocidades, en cualquier 
punto de la circunferencia AB coincidían. 

Porque, en efecto, V, cuando r es igual á R, se convierte 
en ER, y V”, para este mismo valor, es decir, para la circun- 
ferencia AB, es igual á su vez á ER. 

Sólo nos quedó por demostrar un punto, y es que la pre- 
sión sobre A B es única, ya se considere la parte interior, ya 
la parte exterior. | 

Esto parece natural, porque al definir el flúido hemos 
supuesto, que la presión en cada punto tenía un solo 
valor. 

Pero esta aplicación de las condiciones físicas á las fór- 
mulas matemáticas, si bien es natural y se funda en la con- 
fianza, que las fórmulas matemáticas nos inspiran, no lleva 
consigo carácter de evidencia; porque los simbolismos ma- 
temáticos tienen su naturaleza propia, tienen su autonomía, 
si vale la palabra, y casos hay en que parece, que no se so- 
meten á las condiciones físicas del problema. 

Por lo menos, hay conflictos á veces, que conviene estu- 
diar en cada caso. 

En el nuestro la comprobación es bien sencilla. 

Basta calcular la presión en lo exterior y en el interior, - 
para puntos infinitamente próximos á AB € infinitamente 
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próximos entre sí, y ver que los valores de p coinciden 
cuando se hace r =R. 

Empecemos por calcular la presión en el interior de AB, 
es decir, en el interior del torbellino: sea en m/. 

Las ecuaciones que nos han de dar el valor de p serán. 


l dp du du 
— === = lí == = Y == 
pa dx dy 
A E 
o dy OS dy 


es decir, las derivadas parciales de p con relación á x é y. 
Pero conocemos los valores de u y Y. 
Porque, en efecto, para un punto del interior se tiene 


y los cosenos de los ángulos que V” forma con los ejes 
son evidentemente éstos: con la parte positiva del eje de 


las x será — E con la parte positiva del eje de las y, pa 
r r 


Lo cual se ve claramente en la figura. 
Luego tendremos 


¡alo du du 
NS dx dy 
po ol aa 
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resultará: 
LA IAS) 
pay dx dy 
1 IT: Ey AE AN) 
Oy dx dy 
UNS y) : : : 
y como a es cero porque £ y no contiene x, así como 
d(íx) 


E es cero por una razón análoga, tendremos 


9 
A ó bien —P 0% 
dE IX 
E A 
p dy Y 


Pero la diferencial total de p es 


ño) o) 
IX dy 


luego 
dp =p 6? xdx +8? ydy, 
Ó bien 
dp =p 8? (xdx + ydy), 
en que dp del primer miembro es la diferencial total: é in- 


tegrando desde luego, puesto que el segundo miembro es 
una diferencial exacta, 


Pp e + y?) + constante, 


Ó sea 


po E r? + constante; 
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y para un punto de A B, ó, mejor dicho, infinitamente próxi- 
mo á él, pero en el interior, la presión será 


p = a R? + constante. 


Si suponemos que en el punto O la presión es nula desde 
el origen del movimiento, se reduce este valor de p á 


Calculemos ahora la presión en un punto exterior y 
veamos á lo que se reduce al aproximarse indefinidamente 
al circulo AB. 

El valor de V hemos visto que es 


e 
f 


V 


luego las componentes u y v serán 


Y P2 2 
r r r y? 
2 2 
NEO e ON 
r Íí e f? 


Pu a 
0 dx dy 
A A EN 
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hallaremos 
2 r p2 
dia te E pp 
o ER” r? ») ER? p? y) 
ES po Dx E dy 
TR? TR? 
EEES 
Mas al ió dy 


Teniendo las dos diferenciales parciales, que marcan los 
primeros miembros, podemos escribir la diferencial total, y 
como sabemos de antemano, que es una diferencial exacta, 
no tendremos mas que integrar, con lo cual p resultará fun- 
ción de Xx, y y podremos dar á x, y los valores del punto que 
antes habíamos considerado sobre AB. 

Mas como entrará r en el denominador para r=00, la 
integral indefinida se anulará, y si, además, admitimos que 
en co la presión es nula, como antes admitíamos que era 
nula en el punto O, la constante de la integración será tam- 
bién igual á cero. 

Ahora bien; este cálculo, que es elemental, pero que es 
enojoso, puede evitarse por esta consideración: 

Sí se tiene, en general, 


dp =f(x, y) dx + f, (x, y) dy, 


y el segundo miembro es una diferencial exacta, se puede 

establecer entre x, y una relación cualquiera, y eliminando y, 

no quedará en el segundo miembro mas que x y podremos 

integrar la ecuación por una cuadratura con relación á x. 
Pero en el caso que consideramos, es decir, siendo el se- 

egundo miembro una diferencial exacta, tanto da establecer 

esta relación antes como después de la integración general. 
Pues si nosotros establecemos la relación 


== 4 OUISES 
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desde el principio, los valores de u v, que eran 


a 
r? 
GR? 


== 25 
r? 


== 


seguirán siendo lo mismo; pero 7? será una constante, luego 
toda la integración coincide con la del primer caso, sólo que, 


, : e 
donde antes teníamos €, tendremos ahora > 2 > Por con- 
a 


siguiente, el valor de p será 


2 
JE - ] 
OS 


donde se ve que, en efecto, como decimos, r entra en el 
denominador. 
Ahora bien; si el valor de p era para el punto m' 


para el punto m infinitamente próximo al m” será el que 
resulte en 


que es el mismo que para el punto 1”. 
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En resumen: en el problema que estamos considerando, 
los dos valores 


== Sí 


para los puntos interiores, y 


== 
y 


para los puntos exteriores, resuelven por completo el pro- 
blema y dan un movimiento rotacional interior al círculo A B 
y un movimiento irrotacional para los puntos exteriores á 
dicho círculo. 

Coinciden en la superficie de separación AB las veloci- 
dades, y coinciden las presiones, y no existe más disconti- 
nuidad, que la que ya indicamos anteriormente, que es de 
un orden superior. 

Vemos, además, y esto es importantísimo, que el movi- 
miento rotacional determina la velocidad de todos los pun- 
tos en el movimiento irrotacional, y, además, en todos los 
puntos del cilindro A B. 

Porque í es la constante del torbellino elemental, y es la 
única constante que entra en V y en V”. 

Al tratar este problema en el curso citado dijimos, que el 
torbellino AB podia ser infinitamente estrecho, pues á me- 
dida que R disminuyese, podía crecer €, de suerte que el 
producto ZR? tendiese hacia una constante /m. 

Asi que para un torbellino infinitamente estrecho, es de- 
cir, filitorme, la velocidad de cualquier punto del ilúido 
será tangente al radio, como marca la fig. 2.*, y su valor 
vendrá dado por la fórmula 
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Hasta aquí llegábamos al terminar el tomo de las confe- 
rencias correspondientes al curso de 1910 á 1911. 

Nos proponemos en este curso abordar el problema gene- 
ral; pero antes continuaremos el estudio del movimiento de 
un número cualquiera de torbellinos filiformes perpendicu- 
lares al plano de las x y. 


El problema se plantea de este modo: 

Sea x O y (fig. 3.*) el plano paralelamente al cual se mue- 
ve el tlúido. 

Dicho flúido podrá ser indefinido ó podrá estar limitado, 
y en este caso los límites supondremos que sean dos planos 
paralelos al de las x y, y un cilindro perpendicular á este ' 
plano y cuyas generatrices serán paralelas, por lo tanto, al 
eje de las z 

En este último caso, el problema se descompondría en 
dos partes: una el estudio de las ecuaciones generales del 
movimiento, otra el relativo á las condiciones de los límites. 

Nosotros, al menos por el pronto, supondremos que el 
tiúido se extiende hasta el infinito, lo cual no impide que 
consideremos tan sólo una zona comprendida entre dos 
planos paralelos al de las x y. 

Y admitiremos siempre, que se trata de un flúido ideal, 
incompresible, que también puede considerarse como un 
líquido ideal gozando de esta propiedad. 

En estas condiciones y en estas hipótesis, suponemos que 
se conocen un número cualquiera k de torbellinos paralelos 
al eje de las z, y que, para implificar aún más el problema, 
admitiremos que sean filiformes. 

Sean estos torbellinos 4,, A», Az ..... (LE Sh) 

Conoceremos, es decir, serán datos del problema, las 
constantes m, m/', m'”...... de los torbellinos de que se trata, y 
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para un momento dado sus posiciones, y puesto que cons- 
tituyen rectas paralelas al eje de las z, estarán definidas por 
sus proyecciones A,, A,, Az..... en el plano de las x y. 

Pero fijemos bien las ideas. 

En el problema general la existencia de esos torbellinos 
resultará de la solución del problema, es decir, de las inte- 
grales que obtengamos, por ejemplo, para las ecuaciones de 
Euler. 

Estas integrales nos dirán si existen ó no tales torbelli- 
dos y qué posición tienen en cada instante. | 


0 


Figura 3.? 


Pero no es éste el problema que vamos á estudiar. 

Nosotros suponemos que, ó bien por métodos especiales 
hemos demostrado la existencia de tales torbellinos y hemos 
encontrado sus constantes /m, m', m”.....; Ó bien que se nos 
dan á priori y que constituyen datos del problema. 

Y en este caso decimos, que conociendo los torbellinos 
en cuestión para un instante, podemos determinar todo el 
movimiento irrotacional del sistema es decir, la velocidad en 
cualquier punto del flúido y para el instante de que se trata. 

Y como este punto puede ser uno infinitamente próximo 
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á cada torbellino v que con él tienda á confundirse, cono- 
ceremos también la velocidad con que en el flúido se mueve 
cada uno de los torbellinos filiftormes. 

El problema, pues, comprenderá dos partes: una general; 
á saber: movimiento de cualquier punto del flúido. 

Otra parte, que está comprendida en la anterior, es la del 
movimiento de los torbellinos. 

En el plano de las x y podemos decir, que el segundo 
problema está reducido á determinar el movimiento de los 
puntos A,, 4», 4:....., cada uno de los que está afecto de una 
constante m, m', m”..... 

Y enlazados entre sí estarán estos puntos por las relacio- 
nes que determina la teoría de los torbellinos. 

Problema muy curioso, y además muy importante, es el de 
ver cómo unos torbellinos influyen en otros para determinar 
el movimiento de cada uno. 

Problema que, generalizado para el espacio de tres di- 
mensiones, ha servido de base á algunos matemáticos para 
suponer, que el flíúido es el éter, que los átomos materiales 
son torbellinos y que la atracción universal resulta, y acaso 
puede explicarse, por la influencia, que hasta aquí hemos 
llamado hidrodinámica, de unos torbellinos sobre otros. 

Mas, por el pronto, limitémonos al problema elemental y 
relativamente sencillo, que hemos enunciado hace un mo- 
mento. 


Las ecuaciones del movimiento, en el caso que estamos 
considerando, ya hemos «Jicho que son las siguientes: 


1 dp du du 
1 elSS dx dy 
A e 


OY dx dy 
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y, además, 
a 
dx dy 
dE 
dy dx 


De estas dos, la penúltima es la ecuación de continuidad, 
y como vamos á estudiar el movimiento irrotacional, agregue- 
mos la última, que expresa la condición (=o0; es decir, 
que no existe movimiento rotacional en los puntos que va- 
mos á tener en cuenta. 

En suma: el conjunto de estas cuatro ecuaciones determi- 
na las velocidades V, ó, si se quiere, sus componentes u, v, 
y, además, el valor de la presión p, en todos los puntos del 
túido en que no existe movimiento rotacional, es decir, en 
que no existen torbellinos. 

Por eso hemos establecido cuatro ecuaciones. 

Las tres primeras determinan u, v, p en función de x, y. 

Pero es preciso que estos valores satisfagan á la última 
ecuación, que es la condición para que el movimiento sea 
irrotacional. 

Los autores se fijan en las dos últimas ecuaciones; pero 
nosotros, para que el alumno no pierda de vista el conjunto 
del problema, vamos á variar el método de exposición. 

Claro es que, en el fondo, lo que vamos á hacer es lo 
mismo que hace Mr. Appell en su obra de Mecánica y 
Mr. Poincaré en su teoría de los torbellinos. Mas la forma 
de la exposición será distinta en gran parte. 

En la última conferencia del curso precedente, y aun en 
las primeras conferencias del presente curso, á fin de sim- 
plificar-los cálculos, y porque sólo tratábamos de ejemplos 
particulares, establecíamos dos restricciones de que ahora 
vamos á prescindir, generalizando el nuevo ejemplo que 
hemos de presentar, sin que por eso la complicación de los 
cálculos sea mayor. 


— 108 — 


Hemos dicho hace un instante, que nos proponemos es- 
tudiar en el movimiento de un flúido incompresible, ó sea 
de un líquido, paralelamente al plano de las x y, el movi- 
miento de la parte irrotacional, y suponiendo que no existen 
en la masa flúida mas que torbellinos filiformes paralelos al 
eje de las z, el movimiento también de estos torbellinos, Ó 
sea el movimiento en el plano de las x y de sus proyeccio- 
MESA A ds 

Y para resolver este problema acabamos de establecer 
cuatro ecuaciones. 

Las dos primeras dan las derivadas parciales de p con 
relación á x, y. 

Las dos últimas expresan la condición de continuidad 
del líquido y la condición para que en todos los puntos 
que no sean A;,, A», Ag... el movimiento sea irrota- 
cional. 

Pero en las dos primeras ecuaciones, para simplificarlas 
habíamos supuesto que no existían fuerzas exteriores X, 
Y y que el movimiento era permanente, lo cual puede admi- 
tirse como ejemplo cuando se trata de un solo tubo-torbelli- 
no, que es el ejemplo que habíamos presentado en la última 
conferencia del curso de 1910 á 1911. 

Pues bien; en el nuevo problema que vamos á estudiar re- 
nunciamos á estas dos simplificaciones y, por lo tanto, pres- 
cindiendo en las ecuaciones de Euler de ambas simplifica- 

E ; ; du  0v 
ciones, no desaparecerán X, Y, ni tampoco a a 

De suerte que las cuatro ecuaciones del problema, en vez 
de ser las que antes citábamos, pero suponiendo siempre 
que » es constante, y admitiendo, además, que X, Y tienen 
una potencial ó, si se quiere, una función de fuerzas, es 
decir que se expresan de este modo: 
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en estas hipótesis, decimos, las cuatro ecuaciones funda- 
mentales de nuestro problema serán las siguientes: 


e) lo) 2 3 
3/0 res oi a u 
DONE Ox 9y of 
MS 9 3 9 
A PALEE y V CN oy 
p y 9X 3y of 

ou ov 
= (0) 

90X 9y 

ou oy 
Led 0 

oy Xx 

ES 

ox 


Las dos últimas ecuaciones integradas nos deben dar los 
valores de u, v, que, como el movimiento no es permanente, 
debemos suponer que serán, en general, funciones de x, y, f. 

Pero aunque esto consiguiéramos, no debemos suponer 
lógicamente, y con evidencia absoluta, que el problema es- 
taba resuelto; porque será preciso, además, que estos valores 
de u, v hagan posibles las dos primeras ecuaciones; es de- 
cir, que los valores deducidos de dichas dos primeras ecua- 


l 2 e) O ; 
ciones para ELA P no sean contradictorios; Ó de otro 


9X dy 
modo que ambas derivadas puedan considerarse como deri- 


vadas parciales de una diferencial total de p, de manera que 


3 3 
dp =Loxy oy 
oX oy 


sea una integral exacta, y pueda integrarse, cuando en vez 
de ambas derivadas parciales se sustituyan los valores que 
resultan en las dos primeras ecuaciones. 
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De lo contrario, chocaríamos con una contradicción dentro 
de la solución que pretendíamos hallar. 

Pero esto no sucede. Los valores de u y v que satisfagan 
á las dos últimas ecuaciones harán siempre integrables las 
dos primeras, Ó la ecuación en diferencial total de p que las 
condensa. 

Y vamos, ante todo, á establecer este 

Teorema.—Todo sistema de valores de u y v en x, y, £ 
que satisface á las ecuaciones 


du 9p 

pe A) 
Xx 9y 

lo) ny) 
us Za 
oy IX 


hace integrable las dos primeras, en que hemos sustituído á 
X, Y su expresión en valores de la potencial: 


NA E SES AO RSU 
A O 9x dy ot 
9p 9U 9 9y > 
=> 0 — — A —Ñ— — — 
oy oy Ox dy of 


Para demostrar esto no hay mas que escribir la diferen- 
cial total de p 
9p 
IX 


g 
dp =LHox4 Loy, 
y 


poniendo, en vez de las derivadas parciales, los valores pre- 
cedentes, con lo cual resultará, ordenando de otro modo, 


Ñ 91 2u 20 24 
d == — == ATEOS TN 9X 
p o| a a ce -— 
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Y vamos á ver inmediatamente, que esta ecuación es in- 
tegrable, teniendo en cuenta las dos últimas ecuaciones ci- 
tadas. 

En efecto; la condición de integrabilidad es evidentemen- 
te, prescindiendo de p, 


| y u 
AS A O e UN a 
IX Oy AYTO 9 y? dy dy IX Oy of 
apacil 
a AI E A A A 
ox? Ox 90X dx 9y IX dy SES O 


Comparando ambos miembros término á término vere- 
mos que son idéntidos, ó pueden hacerse idénticos, si se tie- 
ne en cuenta la relación 


óÓ bien 


que expresa que el movimiento es irrotacional. 
En efecto; los dos primeros términos 


9? y Y 
dx 9y” eds 


a 


ENE , oy lo 22 
pueden sustituirse, cambiando — en da por — u S y 
9x 9y IX 0y 
9v du 
2 PIN 
9X (e) 92 
A La = z 
IX IX ox 0y 


que, en efecto, son idénticos. 
Los dos segundos 


pof io 


y resultan idénticos también. 
Otro tanto podríamos decir para todos los demás.. 
Así 


lo) oy 
o 
dy Xx 
MEA 
son iguales, puesto que 
94 Y) 
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92 Y 
ox 0y 
ninguna transformación. 
En suma: todo sistema de valores que satisfaga á las dos 
últimas ecuaciones del sistema fundamental, 


Y los términos 


son idénticos sin necesidad de 


94 9y 
A 
9u 9v 

Pao =0, 
9y XxX 


satisftará á las dos primeras, puesto que la diferencial total 
de p será una diferencial exacta, que podrá integrarse y que 
nos dará el valor de la presión en cualquier punto y en 
cualquier instante. 

Y en rigor todo esto era evidente porque es la condición 
del movimiento irrotacional. 

Queda, pues, reducido el problema á buscar para u, v 
funciones de x, y, £ que satisfagan á estas dos últimas ecua- 
ciones y que tengan bastante generalidad para satistacer á 
las ecuaciones de los límites en todos los momentos y á 
las condiciones iniciales para el tiempo ¿= 0. 

Con lo cual se demostrará, para este caso particular, que 
si en un instante cualquiera se conocen los torbellinos fili- 
formes, es decir, sus magnitudes y sus condiciones iniciales, 
el movimiento del flúido quedará perfectamente determina- 
do en todos los instantes. 

Mas como este problema lo hemos de tratar en este cur- 
so con toda generalidad, prescindiremos de él por el mo- 
mento y sólo trataremos el problema ya enunciado; á saber: 
determinar el movimiento de los torbellinos filitormes pro- 
yectados en A,, Az, As..... (fig. 3.*). 

Para fijar las ideas, supondremos, que son tres no más los 
torbellinos paralelos al eje de las z, infinitamente estrechos, 
que se proyectan en A,, Ao, As. 
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Y desde luego observamos, que los torbellinos determinan 
el movimiento irrotacional, y que el movimiento irrotacional 
determina, á su vez, el movimiento de los torbellinos, por- 
que en cada instante el movimiento de cada torbellino será 
el mismo, que el de un punto del resto del tlúido infinita- 
mente próximo á él. 

Más claro: hemos visto que las dos ecuaciones funda- 
mentales 


determinan los valores de u, v en cada instante para cual- 
quier punto N del flúido, luego determinarán dichas compo- 
nentes de la velocidad para el punto a, infinitamente próxi- 
mo á A,, y éstas serán las componentes de la velocidad 
para el punto A .. 

Y lo mismo podemos decir para todos los demás torbelli- 
nos, A», As»... 

Aquí podríamos dar por terminado el problema, si la teo- 
ría de las integraciones hubiera llegado á una perfección 
absoluta; pero como no es así, necesitamos, y aun es lo más 
conveniente, buscar métodos abreviados, aunque sean indi- 
rectos. 

Si no existiera mas que el torbellino A.,, las componentes 
de la velocidad en el punto a se determinarian inmediata- 
mente, porque en este caso la velocidad del punto a sería 
perpendicular á la recta A, 4), es decir, tangente á la cir- 
cunferencia trazada desde A.,, como centro, con un ra- 
dio A, A), que, para abreviar, representaremos por f;», por 
ser la recta que une los puntos A, y A. 

Y vimos también que la magnitud de esta velocidad Y 
vendría dada por 


0 715 =— 


Representando las dos coordenadas de A, por X;,, Jy, 


las de A, por X», Y», y las de Az por xy, yz, es claro que 
se verifica 


A 


Tenemos, pues, V en función de las coordenadas de los 
puntos A,, A»; y las componentes se obtendrán multipli- 
cando por los cosenos de los ángulos que forma con los 
ejes la recta V, que serán los senos de los ángulos que for- 
ma con dichos ejes la perpendicular á V, que es rs. 

Además, será preciso fijar el sentido de la rotación del 
torbellino A,, que supondremos que es la rotación directa 
que marca la flecha alrededor de A, y, por lo tanto, el que 
marca la flecha de Y. 

Pues de aquí se deduce, desde luego, para las compo- 
nentes 4, v, de Y, los siguientes valores: 


Mo) == 1 
E E o Y ad 


Pia Fi Pio Pi 


M> OS So 


Estos valores de u y v satisfacen, evidentemente, á las dos 
ecuaciones fundamentales, puesto que son las mismas que 
consideramos al tratar el caso del torbellino único por vez 
primera; pero no hay inconveniente, para la mejor inteli- 
gencia de mis alumnos, en hacer la comprobación desde 
luego. 

Mas para simplificar los cálculos, considerando que el 
origen de coordenadas es el punto A,, y representando las 
coordenadas de 4, por x, y, tendremos las relaciones 


My 04 == ds VI Y: 


Ahora bien; las ecuaciones fundamentales, en este caso, 
con las notaciones propias del problema, que vamos á resol- 


= M0 = 


ver, y considerando que las coordenadas del punto a se 
confunden en el límite con las del punto A,, serán éstas: 


du AY 0 
9Xy oy, ON 
3u 3v Za 
oy El 9Xy A s 


Pero como las relaciones entre x, y X, Y, € y son lineales, 
claro es que lo mismo da diferenciar la u y la v con relación 
á X,, y, que con relación á x, y. 

Por ejemplo: 


ou du OXy 


IX DIS 9X a 


y como de x, — Xx, =x se deduce === 1, 
OX 
tendremos 
7) du 
9x aa 


De aquí resulta, en último análisis, que con las nuevas 
notaciones, las ecuaciones fundamentales cuyos valores de 
u, v se quieren comprobar podrán escribirse de este modo: 


77 0v 
E ENT 
DX dy 
9u dy 
Mois TE =() 
oy IX 
MUY mM, Y Mo X 
O 
Fiz Fi Ty9 Fo 


Vamos á ver que, evidentemente, estos valores de u, v re- 
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ducen las dos primeras ecuaciones á dos identidades, y 
observemos que 


n= MI E E ya): 
se convierte en 


ro =VYx2 + y? 


y aun, para simplificar la escritura, pondremos r en vez 
de, así 


r=Yx? + y?. 


Ahora tenemos que deducir para las derivadas de u y de 
v sus valores, que serán: 


9r ÍS 
— 2 m, yr — 2 Mary — 
OJLIaa e EN A ES 
A pi Al ¡Pe E 
a) 
Or 
r? m, — 2 Mo, yr 12m, —2m, yr — 
2u Pol En NR 
IA ri 7 pt E 
f2—2 y? Y 2 29y x2— y? 
= UE == ls mE 2 LE 2 
po pi rt 
, — 2 M,Xxr— xr | 
v r x 
¡HR A - = —2m, 2. 
dy p% = Í? 
or o 
12m, — 2 M), xt —— r? m, —2m,xr— 
9 IX dec 
a pt rt 
2 2 2 2 2 2__y2 
r2—2x x — 2 X x 
E a al Y a 
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lo) lo) 
Sustituyendo en Esto 4- pee Ea O, hallaremos 
9X 9y 


q — 2 mM, 2 ==) 


2 Mo 
r+ rt 


que, en efecto, es una identidad O = 0. 


ou oy ze 
— — = 0, resultará 
9y 9X 


Sustituyendo á su vez en 


5% —= 2 2x2 
a 
r+ fi 


== llo) 


, 


que también es otra identidad, porque ambos términos son 
iguales y de signo contrario. 
De aquí resulta que los valores de u y v 


ó volviendo á las notaciones primitivas, 


_ Ma(Y1—)Y») 


12,3 


u= V= — 


, 


en que 


o VO A 


satisfacen á las dos últimas ecuaciones fundamentales y, 
como demostramos antes, satisfarán evidentemente á las dos 
primeras. | 

Pero observemos que ambos valores de u y v son las de- 
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rivadas de una función única, que llamaremos, para abre- 
viar, P,,, y cuyo valor es 


Py = mM, log r,, = Ma log VE, = 0) as (5) = Do): 


En efecto, diferenciando con relación á x, y á y,, se tiene 


21% Or A O de OO 
21 mM, 192 = o 1 2 = lío 1 2 
9Xy Py OS Pao Mo UE 
oP», == Vi 
oy; E Utio 
luego 
¡a 9P); yaa 9Py 
9y, 9Xy 


Estas serían las eomponentes de la velocidad que el tor- 
bellino A, comunicaría, si estuviera aislado, al punto a y, por 
lo tanto, al torbellino A. 

Con objeto de no confundir las notaciones, en vez de u y 
v pondremos U»;, V»,, para indicar, que son las componen- 
tes de la velocidad, que el torbellino 4, por el intermedio del 
movimiento irrotacional, tiende á comunicar al torbellino A;. 

Diremos, pues, abreviadamente: 


E A 
Acción de A, sobre A, ..... Mo A 
cy 
9 Py 
Voy == 
0Xy 


Pero respecto al torbellino A¿ podemos repetir todo lo di- 
cho para el torbellino A,, en cuanto á las componentes de las 
velocidades que A; tendería á comunicar al punto a y, por 


— 120 — 


lo tanto, al torbellino A,, si el torbellino A, estuviera aislado. 
Y empleando notaciones análogas y representando por 
P., la siguiente función: : 


P;, = My log r,¿ = Mm; log VE, =D Da? 


tendremos: 
de oP. 
Acción de A, sobre A, = ..... lay == =E 
9, 
Pay 
Maa 
Xy 


Ahora bien; suponiendo que actúen á la vez los dos tor- 
bellinos A; y A,, sus efectos se superpondrán sumándose; y 
esto es evidente, porque las ecuaciones diferenciales de que 
se trata son lineales. De modo que Si a, y Va, constituyen 
una solución, y además 4,, y V;, constituyen otra, las sumas 
satistarán á las mismas ecuaciones diferenciales. 

Es decir, si se tiene 


3u 9V, ou 9Vs 
A O 
Xy 9yy 9, IX, 

Uy se a 0 ly Var 0 
9X, Y; 9y; 9Xy 


también se tendrá, sumando ordenadamente, 


9 (Uy, + Uz1) E 9 (Va + V31) 250 


9Xy 9 y, 
9 (Uo, + Uy) pe 9 (Var + Va) 0 
Y, 9Xy 


luego 


lo + llg Y Va TV 
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serán soluciones de las dos últimas ecuaciones fundamen- 
tales. 
Designándolas por u, y v,, tendremos 


ly = oy + Ulzí, Uy = Vaz =+ ESP 


9P, oP. 9p 9p 
A de 91 e 21 31 
(He ] oa 


Tenemos, por lo tanto, las componentes de la velocidad 
del torbellino A,, Ó, si se quiere, de su proyección sobre el 
plano de las x y, puesto que hemos determinado las influen- 
cias de los torbellinos A, y A; y que el torbellino A, no ejer- 
ce ninguna influencia sobre sí mismo. 

Otras cuatro ecuaciones análogas podemos obtener para 
determinar los movimientos de los torbellinos 4, y A;, que 
se hallan por un procedimiento análogo al que acabamos de 
explicar. 

Y de este modo hallaremos seis ecuaciones con las seis 
componentes de las velocidades de los torbellinos A,,A., Az. 

En la conferencia próxima seguiremos el estudio de este 
problema, sobre el cual, á pesar de ser un caso particular, y 
bien sencillo, del movimiento de un líquido paralelamente á 
un plano, mucho nos queda todavía por decir. 
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XXXIV.—Operaciones con vectores. 
POR MIGUEL VEGAS. 


1. Así como las operaciones con segmentos de una recta 
resultan como consecuencia de la proyectividad real, así 
también pueden deducirse las operaciones con vectores, de 
la proyectividad compleja entre figuras de primera cate- 
goría. 

Sí consideramos un haz de rectas de plano real y vértice 
imaginario w, á cuyo caso pueden reducirse los demás, cada 
rayo del haz distinto de la base o de la involución w es 
imaginario y su punto real pertenece al plano; y recíproca- 
mente, por todo punto real P del plano pasa un rayo del 
haz w, que es el o, si el punto P está en esta recta, y en los 
demás casos es imaginario. Existe, pues, una correspon= 
dencia biunívoca entre los puntos reales del plano y los 
rayos del haz w, exceptuando los puntos situados en la 
recta o. 

Por tanto, si se toma un punto fijo O del plano, á todo 
rayo imaginario del haz w corresponde el vector O P, que 
tiene como origen el punto O y por extremo el P, represen- 
tante de dicho rayo. 

2. Sabemos que la proyectividad compleja entre dos 
figuras fundamentales queda determinada por tres pares 
de elementos homólogos, lo mismo que la proyectividad 
real (*), y que á la dicha proyectividad corresponde entre 
las representaciones planas de las citadas figuras una corres- 
pondencia conforme que, en general, es cuadrática, pero 
que en algunos casos es homográfica ó lineal. 


(+) Véase Geometría de la posición, de Torroja, núm. 463, pá- 
gina 299. 
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Ahora bien; el estudio y las construcciones referentes á 
la proyectividad compleja puede reducirse al de la proyec- 
tividad real. 


En efecto; si o y p, son les rayos reales de los haces u> 


Figura 1.* 


y 7, y Py O,son los puntos reales de los rayos homólogos 
con aquéllos en la proyectividad establecida, y A y A, son 
los puntos reales de un par de rayos homólogos (figura 1.%), 
cortando el haz w por la recta A Py el hazz, por la A, O,, 
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las dos series secciones están relacionadas real-proyectiva- 
mente, por ser reales los tres pares de puntos homólogos. 
O O,, PP,, A A,. Para hallar ahora el rayo homólogo de. 
uno, w» M, basta hallar el punto imaginario de intersección 
con la recta A P, es decir, la intersección de esta recta con la 
involución Mw que proyecta desde el punto M la involu- 
ción que define el punto w; determinar luego la involución 
homóloga en la recta A, P,, y el centro perspectivo de esta 
involución, tomada en el sentido conveniente, y de la invo- 
lución que define el vértice =, del segundo haz, es el pun- 
to real M, del rayo pedido. 

3. Dos caminos pueden seguirse para establecer las 
operaciones con los segmentos de una recta real, que, gene- 
ralizados, conducen á la teoría de las operaciones con figu- 
ras simples ó cuaternas (*) de Standt, ó á las operaciones 
con los llamados por Schur (**) segmentos proyectivos. 
Apóyase el primero en la teoría de la involución, y por su 
medio se establece la suma y el producto de cuaternas, y de 
estas operaciones se deducen la diferencia y el cociente, 
como inversas de ellas; en el segundo se parte, por el con- 
trario, de la diferencia y del cociente, fundándose en pro- 
yectividades no involutivas con elementos dobles, y de 
estas operaciones se deducen la suma y el producto, como: 
inversas de ellas. En efecto; la ecuación Z, + Z, = 2 que 
define la suma, suponiendo z constante, representa una in- 
volución que tiene doble el punto límite, es decir, una si- 
metría proyectiva, y en ella el elemento homólogo del ori- 
gen es el extremo del segmento suma de los que terminan 
en dos puntos conjugados cualesquiera (***) 

La ecuación Z,><Z2= 2 que define el producto, supo- 


(*) Torroja: Obra citada, páginas 257 á 272. 

(**) Schur: Grundlagen der Geometrie, páginas 53 á 66. 

(e) - Vegas: Discurso de ingreso en la Real Academia de Cien- 
cias, pág. 46. 
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niendo z constante, representa una involución en la que son 
conjugados los elementos origen y limite, y en ella el ele- 
mento conjugado con el elemento unidad es el extremo del 
segmento producto de los que tienen por extremos dos 
puntos conjugados cualesquiera. 

Análogamente, la ecuación z — 2, = 7», siendo Z, Cons- 
tante, representa una proyectividad que tiene como elemen- 
to doble único el elemento límite, es decir, una prospectivi- 
dad respecto del elemento límite, y en ella el elemento de 
la primera figura homólogo del origen de la segunda es el 
extremo del segmento diferencia entre los que tienen por 
extremos dos elementos homólogos cualesquiera. 

Finalmente, la ecuación a = Z,, siendo constante Z.,, re- 

al 

presenta una proyectividad que tiene por elementos dobles 
el origen y el elemento límite, ó sea una semejanza proyec- 
tiva respecto del origen como centro, y en ella el elemento 
de la primera figura homólogo del elemento unidad de la 
segunda es el extremo del segmento cociente de los que 
tienen por extremos otros dos elementos homólogos cuales- 
quiera. 

4. Pues bien; si generalizamos estas consideraciones á 
un haz de rectas cuyo vértice es un punto imaginario y Su 
plano real, tenemos las operaciones entre los vectores que 
tienen por extremos los puntos reales representantes de los 
rayos del citado haz en la proyectividad ó involución que se 
considere, como vamos á ver en lo que sigue. Mas para 
facilitar las construcciones, supondremos el vértice del 
haz en uno de los puntos circulares del plano (hipótesis 
euclidiana); siendo, por lo demás, fácil generalizar los re- 
sultados obtenidos sin más que sustituir las simetrías res- 
pecto de un punto por sistemas en involución respecto de 
la base de la involución fundamental, es decir, de la recta 
real que contiene el vértice del haz de rectas; los circulos, 
por cónicas que pasan por este vértice; las transformaciones, 
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por radios vectores recíprocos, por inversiones respecto de 
cónicas, etc. : 

5. Diferencia de vectores.—Consideremos la prospecti- 
vidad respecto de la recta del infinito, en la cual Z y Z, sean 
los puntos reales representantes de dos rayos homólogos. 
La intersección de esta prospectividad con la recta real DL, 
es otra prospectividad ó traslación en esta recta, siendo ho- 
mólogos los puntos Z y Z, (fig. 2.”). Para hallar en la prime- 
ra prospectividad el rayo homólogo del que tiene por punto 


A 


Figura 2.? 


real el origen O de los vectores, basta proyectar desde O la 
involución fundamental, hallar la intersección con la recta 
Z Z,, buscar la involución homóloga en la segunda pros- 
pectividad, así como el centro perspectivo de esta involu- 
ción y de la fundamental. Como la involución fundamental 
es la rectangular, tomaremos para representar el punto cir- 
cular- vértice w- del haz de rectas los rayos paralelo y per- 
pendicular á la recta Z Z, y los armónicamente separados 
por ellos, ó sea los inclinados 45” respecto de estas rectas. 
Así obtenemos los puntos P, Q, cuyos homólogos P, y Q;, 
en la traslación, hemos de unir con los puntos del infinito 
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de las rectas OP y OQ, y el punto Z, de intersección de 
estas dos rectas es el extremo del vector diferencia de los 
OZ y OZ,. Ahora bien; en virtud de la traslación conside- 
rada en la recta Z Z, se verifica la igualdad ZZ, =PP, = 
IL O APO sex OR =P 0 LP PQ 
WAR O de donde se deduce que OZ; ZiZ. es un 
paralelogramo, con lo cual se obtiene la diferencia y la suma 
de dos vectores por la regla conocida del paralelogramo. 

Además, como el punto O es cualquiera del plano, se 
deduce que á toda prospectividad compleja respecto de la 
recta base de la involución fundamental, corresponde en la 
representación plana de Gauss una traslación proyectiva, Ó 
sea una homologia respecto de esta recta como eje y de uno 
de sus puntos como centro. | 

6. Cociente de vectores. — Para hallar el cociente e 

1 
basta considerar la proyectividad compleja que tiene dobles 
la recta del infinito y la « O y como elementos homólogos 
los rayos w Z y w Z;. Si w U es el elemento unidad, cortan- 
do los dos haces proyectivos por las dos rectas reales O Z 
y OZ, (Fig. 3.*) se obtienen dos series perspectivas semejan- 
tes, determinando el rayo w U por las dos rectas trazadas por 
U paralela una y perpendicular otra, á la recta O Z,, y por 
las rectas inclinadas respecto de estas 45” se obtienen los 
puntos P, y Q,, cuyos homólogos en las series semejantes 
citadas son P y Q; y las rectas PZ, perpendicular á OZ 
y OZ, inclinada 45” se cortan en el punto Z,, extremo del 
vector cociente que se busca. 

Ahora bien; en las figuras planas directamente semejantes 
que tienen doble el punto O y homólogos los Z y Z,, los 
puntos P y P, son homólogos y también los Q y O;, y, por 
tanto, son homólogas las rectas P, U y PZ, y también 
las UO, y QZ., y, por consiguiente, los puntos U y Za 
son homólogos y también las rectas O U y O Z,; lo que 
prueba que los triángulos O ZZ, y O U Z, son semejantes» 
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lo cual da la conocida regla para obtener el cociente y el 
producto de dos vectores. 

Dedúcese también que la representación plana de una 
proyectividad compleja en la que es doble el rayo real del 
haz es una semejanza directa, ó sea, una torsión proyec- 
tiva que en algún caso se reduce á una homotecia. 


Figura 3.* 


7. Suma de vectores. — Como decimos anteriormente, 
puede obtenerse de modo directo la suma y el producto 
de vectores. 

Sean w Z, y w Z, dos rayos conjugados de la involución 
que tiene como rayo doble el rayo real base del vértice w 
(la recta del infinito en la figura). Cortando esta involución 
compleja por la recta real Z, Z, (fig. 4.*) se obtiene una invo- 
liición real, Ó sea una simetría respecto del punto A medio 
del segmento Z, Z,. Para hallar el rayo conjugado del w O, 
hallaremos la intersección de este rayo con la recta, para lo 
cual trazaremos por el punto O la perpendicular O P, y la 
recta O Q, que forma con ella un ángulo de 45”; buscare- 
mos en la simetría citada los puntos homólogos P, y O, de 
los P, y Q,, y el punto Z de intersección de la recta ZP, 
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perpendicular á la recta Z, Z, y la O, Z que forma con ella 
un ángulo de 45”, y el punto representante del rayo pedido 
es el Z de intersección de estas dos rectas. Ahora bien; en 
la simetría plana, respecto del punto A, son homólogas las 
dos rectas O P, y ZP, y también las OQ, y ZO,, y, por 
tanto, los puntos O y Z son homólogos; lo que da la regla 
del paralelogramo para obtener el vector O Z, suma de los 
OZY OZ. 

Como el púnto O puede ser cualquiera, se deduce que 


Figura 4.? 


una involución compleja que tiene doble el rayo real del 
haz tiene como representación plana una simetría proyec- 
tiva, es decir, un sistema en involución que tiene por eje el 
mencionado rayo real. 

Claro es que si el otro rayo doble fuese el de origen w O, 
el punto O será el centro de simetría, y, por tanto, dos pun- 
tos simétricos respecto de O son los extremos de dos vec- 
tores contrarios; con lo cual se reduce la diferencia entre 
dos vectores á la suma de uno de ellos con el contrario del 
otro. 
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8. Producto de vectores. — Para hallar el producto de 
los vectores O Z, y O Z, consideramos la involución com- 
pleja definida por los pares de rayos conjugados v Z,, w Z» 
y w O con el rayo real ww (la recta del infinito en la figu- 
ra 5.*), y cortando por las dos rectas reales O Z, y O Z, se 
obtienen dos series proyectivas en las que son homólogos 


Figura 5.* 


los puntos Z, y Z, y el O es homólogo del punto del infini- 
to en cada una de las dos series, y, por tanto, la recta del 
infinito es el eje proyectivo de éstas. 

Si w U es el rayo unidad del haz complejo, su punto de 
intersección con la recta O Z, lo obtenemos por OU y UP, 
perpendiculares y U Q, inclinado con ellos 45”, y trazando 
por el punto P, homólogo del P, la perpendicular á la recta 
O Z, y por el Q, homólogo del Q, una recta inclinada 450, 
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su punto de intersección Z es el extremo del vector produc- 
to que se busca. 

Pero del paralelismo de las rectas P, Z, y Z, P,, así como 
el de las rectas P, Q) y P, Q,, se deducen las igualdades 
UDS 0 Pr 02 == 0:01>< 0/5, y si Py y 
Q', son los puntos simétricos de los P, y Q, respecto de la 
bisectriz O X del ángulo Z, O Z,, y trazamos por el P', la 
perpendicular á la recta O Z,, el punto Z” de encuentro de 
esta recta con la O U es el simétrico del Z respecto de la 
recta O X. En efecto: el antiparalelismo de las rectas U P, 
mera especto del angulo 010 Zi, da ¡0.05<:0.4= 
AOS AO PO ROO > ADO 01010 
O Q”,, lo que prueba el antiparalelismo de las rectas U Q; 
y Z' Q', y, por tanto, que el ángulo O Q', Z”, es de 45", y, 
por consiguiente, en la citada simetría son rectas homólo- 
gas las OQ, Z y Q', Z'. Además, de lo dicho resulta O Z, < 
0Z,=0Z>=<0Uy la igualdad de los ángulos Z O Z, y 
Z,0U, lo que prueba la regla conocida para obtener el 
producto de dos vectores, hallada anteriormente. 

De aquí se deduce que para que dos vectores sean in- 
versos es preciso que las rectas de posición de los mismos 
sean simétricas respecto del vector unidad é inversos sus 
módulos, con lo cual el cociente de dos vectores se reduce: 
al producto de uno de ellos por el inverso del otro. 

Cuando las rectas de posición de dos vectores son simé- 
tricas respecto del vector unidad, y sus módulos son igua- 
les, se llaman conjugados, y su producto es otro vector 
cuyo extremo es la intersección del vector unidad con la 
circunferencia cuyo centro es el origen y su radio es el cita- 
do módulo. En general, para que el producto de dos vecto- 
res sea real es preciso que sus rectas de posición sean si- 
métricas respecto del vector unidad. 

De las igualdades OP, <0OP",=00,<0 Q,= 
0OZ,x0Z', =0Z'x 0 U, se deduce que los pares de 
mos 2.26 010%, Zi Lio U 20 son homés 
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logos en una transformación por radios vectores recíprocos 
de polo O, de donde se deduce la siguiente proposición: 

La representación plana de una involución compleja en la 
-que no es doble el rayo real es una correspondencia cua- 
drática, resultado de una simetría proyectiva y de una in- 
versión respecto de una cónica; proposición que también 
puede deducirse fácilmente de lo dicho en el párrato 6. 

Si los extremos P, y P, de los vectores están en línea 
recta con el origen O, lo mismo acontece á los puntos Q, y 
Q), U y Z; lo que prueba que, en este caso, la representa- 
ción plana de la involución compleja es una transtormación 
por radios vectores recíprocos, directa ó inversa, según que 
los puntos P, y P, no están separados por el origen y el 
rayo real del haz que le contiene ó si están separados. 

9. Los puntos representantes de los rayos dobles de la 
involución compleja citada en el párrafo anterior son los 
extremos de los vectores cuyo cuadrado es igual al produc- 
to dado, es decir, que son medios geométricos entre estes 
vectores. 

Por tanto, si se quiere obtener la raíz cuadrada O Q 
«de un vector O P, como debe verificarse la igualdad O Q? = 
OP = 0 U, se deduce que el extremo Z del vector pedido 
es representante de un rayo doble de la involución compleja 
definida por los dos pares de rayos ww—w0O y wP— 
-w U, y, por tanto, el problema tiene dos soluciones. 

En particular, si el vector cuyas raíces cuadradas se trata 
de determinar es el opuesto al vector unidad O U', los vec- 
tores pedidos tienen sus extremos en la perpendicular á la 
recta O U y equidistan del origen la longitud O U, y en 
general, los dichos extremos son los centros perspectivos 
de la involución real Ow — U U, y la fundamental, siendo 
O U, el vector contrario al O U. 

10. En los dos párrafos anteriores hemos visto que la 
representación plana de una involución compleja es una 
simetría respecto de un punto, cuando el rayo real del haz 
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que contiene la dicha involución es doble, ó una correspon- 
dencia cuadrática, producto de una simetría respecto de un. 
eje y una transtormación por radios recíprocos. Y como en: 
estas tres transformaciones el ángulo de dos lineas no va- 
ría, se deduce que la citada representación es conforme. 

Asimismo en los párrafos 5 y 6 hemos visto que la re- 
presentación plana de una proyectividad compleja no invo-- 
lutiva en la que es doble el rayo real del haz que la contie- 
ne es una traslación Ó una homotecia, ó una semejanza ó 
torsión proyectiva, y como estas transformaciones dejan in- 
variables los ángulos, se deduce que las citadas representa-- 
ciones son también conformes. 


Queda por considerar el caso en que el rayo real ww 
del haz no sea doble; entonces, si w O, y w P soñ los rayos- 


homólogos del ww, y w A y « A, son dos rayos homólogos, 
las dos series en que son cortados los dos haces proyectivos 
de vértice w por la3 rectas reales O, 4, y PA son proyec-- 
tivas, siendo O, y P los puntos homólogos de los de inter-- 


sección de las dichas rectas con la ww, es decir, son se- 
mejantes en el caso considerado para las construcciones; y 
si aplicamos á la serie P A una traslación igual á P O,, en 
cuyo caso se confunden los rayos w+ O, y w P, quedando fijo 


el w vw, la proyectividad dada se convierte en una involución, 


en la que son conjugados los rayos w O, y ww. De donde se. 
deduce que la representación plana de la proyectividad. 
compleja es una correspondencia cuadrática, producto de 
una traslación, una simetría respecto de un eje y una trans- 
formación por radios recíprocos, y, por tanto, la citada re-- 
presentación es también conforme. 

De este análisis se deduce la siguiente proposición ge-- 
neral: 

Toda proyectividad compleja tiene una representación. 
plana conforme. 

11. Delo expuesto en el párrafo anterior se deduce que- 
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la representación plana de una proyectividad compleja 
puede ser una homografía ó una transformación cuadrática; 
pero ¿es cierta la proposición recíproca? Evidentemente 
que no, pues aquella representación ha de ser conforme, y 
existen homografías y transformaciones cuadráticas que no 
lo son; más aún: hay transformaciones conformes lineales 
ó cuadráticas que no pueden representar una proyectividad 
compleja; tal sucede, por ejemplo, á dos figuras inversa- 
mente semejantes con un punto doble propio, entre las pri- 
meras, y el resultado de una traslación y una transftorma- 
ción por radios recíprocos, entre las segundas. 

En todas estas transformaciones la correspondencia en- 
tre los elementos es biunivoca, y, por tanto, biunívoca es 
también la correspondencia entre los elementos de las figu- 
ras complejas respectivas; más aun, se corresponden las 
cadenas y las figuras armónicas, y, sin embargo, estas dos 
figuras no son proyectivas, lo cual pone de manifiesto que 
puede haber correspondencias complejas biunívocas en 
las cuales se correspondan las cadenas y las figuras armó- 
nicas y que no son proyectividades. Mas el estudio de es- 
tas correspondencias conduce al concepto de antiproyecti- 
vidad indicado por Segre, y cuyo estudio aun no tengo no- 
ticias que se haya efectuado cumplidamente. Mi propósito, 
ahora, no es otro que probar que no basta la corresponden- 
cia biunivoca entre dos figuras para deducir que se trata de 
una proyectividad. 

12. Cuando la representación plana de una involución 
compleja no simétrica, es decir, en la que el rayo real del 
haz que la contiene no es doble, es una transformación di- 
recta por radios reciprocos, ó sea cuando los puntos P, 
y P,, representantes de dos rayos homólogos, están en lí- 
nea recta con el origen O y al mismo lado de este punto, 
los puntos representantes de los rayos dobles son los pun- 
tos dobles R y $ de la involución real situada en la recta de 
posición del vector unidad, y toda circunferencia tangente á 
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esta recta en uno de estos puntos, así como las demás cir- 
cunterencias del plano que cortan octogonalmente á la del 
centro O y radio OR, son analagmáticas Ó invariantes en 
la citada transtormación, y las cadenas formadas por los ra- 
yos que les corresponden en la involución compleja son 
dobles. 

Mas en los demás casos los puntos R y S, representan- 
tes de los rayos dobles de la involución, están en el eje de 
simetria del vector unidad y de su homólogo, y toda cir- 
cunterencia que pasa por uno de ellos y por dos puntos 
homólogos, pasa también por el otro. De modo que los di- 
ferentes pares de puntos homólogos de la transformación 
cuadrática que se considera están en las circunferencias que 
pasan por los puntos R y S, y forman una involución en 
cada una de ellas que tiene como puntos dobles los R y S, 
involuciones que tendrán el mismo centro, puesto que las 
rectas P, Q,, Pa Q, ....., que unen pares de puntos homólo- 
gos, cortan á la recta O X en un mismo punto, en virtud del 
conocido teorema que da el producto de dos lados de un 
triángulo en función de la bisectriz. Aparecen así los rayos 
del haz complejo en involución distribuidos en un haz de 
«cadenas involutivas, todas las cuales contienen los rayos 
dobles de la involución. 

Claro es que el conocimiento de este haz de involucio- 
nes Cuadráticas determina una involución compleja y una 
correspondencia cuadrática conforme. Mas en el caso en 
que los puntos comunes á las circunferencias del haz sean 
imaginarios, este haz de involuciones determina también 
una correspondencia cuadrática involutiva; pero esta co- 
rrespondencia no es representación de una involución com- 
pleja. 

13. El cálculo conduce á las mismas conclusiones ex- 
puestas. En efecto; en el caso de la diferencia de vectores, 
ó sea de una proyectividad compleja dada por la ecua- 
ción 2, —Z, =2, si, en la representación de Gauss, Jlama- 


136 — 


mos x é y las coordenadas cartesianas del punto represen- 
tante de un rayo cualquiera, designando por h y k las coor- 
denadas del extremo del vector diferencia, se verifica la 
ecuación 


(x, + 191) —(X2 + 1Y2) = A + UK, 
de donde 
A 0 Y1 =Y2 +K, 


ecuaciones que representan una traslación. 
Sí se trata de la suma, Ó sea de la involución compleja 
dada por la ecuación 2, + Z, = 2, Se verifica la relación 


(1 +F1y1) + (X2 + [y2) =h + 1K, 


de la que se deducen las 


A a A ls Y == Y2 17 K 
que representan una simetría cuyo centro tiene las coorde- 
nadas 2 pad 
DL, 
En el caso del cociente de dos vectores, ó sea de la pro- 
yectividad compleja dada por la ecuación sn SEE 
Za 
rifica la ecuación 
Es = as 8/8, 
Xo a LYa 
de la que se deducen las ecuaciones 
Xy =MX, — KY», Y, =KxX, + AY», 


que representan dos figuras semejantes que tienen doble el 
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origen de coordenadas, y son directamente semejantes pues- 
to que designando por m, m. y p los coeficientes angulares 
del dividendo, divisor y cociente, dividiendo ordenadamen- 
te las ecuaciones últimas se deduce la 


DAD > o 04 0 0% 


que prueba que los haces de rectas homólogas cuyo vértice 
es el origen son iguales acordes. 

Si se trata del producto de dos vectores, ó sea de una in- 
volución compleja dada por la ecuación 2, Z, = Z, Se veri- 
fica la relación 


(PLA) A EY) = HE Ki, 


de la que se deducen las siguientes: 


Xy Yi 0 1 


ñXs + Ko $ kx — Íñ y, ES a 


y si ponemos 
¡A 0 O EI 
por ser 
(E), 
se obtienen las ecuaciones 


LE A 


, , > 19? 
ES e 


que representan una transtormación por radios recíprocos, 
y como las anteriores, entre Xx. é y», x” € y” representan 
una simetría, se deduce que la primera correspondencia es 
producto de estas dos. 

Todo lo cual justifica cuanto hemos expuesto acerca de 
las operaciones con vectores. 
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XXXV. — Principios fundamentales de análisis vecto- 
rial en el espacio de tres dimensiones y en el 
Universo de Minkowsky. E 


Por B. CABRERA 


AAA A 
VECTORES EN EL UNIVERSO DE MINKOWSKI 


64. Clasificación de los vectores. — Vimos en el capí- 
tulo II que en el espacio ordinario se caracterizan los vecto- 
res por transformarse sus componentes en los cambios de 
ejes de referencia como las coordenadas de un punto (vee- 
tores polares), ó como los menores de estas coordenadas 
en el determinante de las ecuaciones de transformación 
(vectores axiales). Análogamente aquellas funciones de las 
coordenadas que son covariantes con éstas Óó con los meno- 
res del determinante general, serán también aquí componen- 
tes de vectores, que representaremos mediante caracteres 
góticos para distinguirles de los correspondientes al espacio 
ordinario. 

Aquí, naturalmente, existirán tres clases de vectores, pues 
en el determinante podremos considerar, además de sus 
elementos, los menores de primero y segundo orden. A la 
primera clase corresponden los grupos de funciones que se 
transforman como las coordenadas, y que, por consiguien- 
te, representan las cuatro proyecciones sobre los ejes de un 
segmento, que es el vector. En la segunda clase figuran los 
erupos de funciones que se transforman como los menores 
de primer orden del determinante. Como el número de estos 
menores es igual al de los elementos, cada uno de estos 
erupos contiene también cuatro funciones, que serán las 
componentes del vector. Geométricamente este vector está 


a O 


representado por una variedad de tres dimensiones y sus 
componentes serán las proyecciones de dicha variedad en 
las cuatro variedades coordenadas que pueden formarse 
con los cuatro ejes. Pero hemos demostrado que para: los 


elementos del determinante se verifica la igualdad «, = 
Al”), de suerte que podemos siempre reemplazar un vector 


de esta clase por uno de la primera de igual módulo y per- 
pendicular á él. 

Esta observación consiente agrupar ambas clases de vec- 
tores en una que, atendiendo al número de sus componen- 
tes, se denomina cuadrivector, y que notaremos con el mis- 


A do 
mo signo que los vectores polares del espacio ordinario: 2f, 
Las componentes serán A, AM,, M, y 2,, y teniendo 
en cuenta las condiciones de ortogonalidad de los ejes se 
deduce inmediatamente que la relación - 


YV26 + 2ú +26 + 2 =21 


es un invariante de la transformación, que se denomina mó- 
dulo del vector. Aquí también podemos descomponer un 
vector en su módulo y su argumento, según la ecuación 


> > 
A = A Mo, 


según se desprende sin dificultad de la forma misma en que 
hemos definido los cuadrivectores. | 

También se deduce fácilmente de la definición que, Ó las 
tres primeras componentes son reales y la cuarta imaginaria. 
ó recíprocamente. En el primer caso el vector es real, y en 
el segundo imaginario. 

65. Un vector de la tercera clase es el conjunto de seis 
funciones que se transforman, en los cambios de coordena- 
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das, como los menores de segundo orden del determinante 
general. Estas funciones son los componentes del vector, que 
recibe por ello el nombre de sextivector. El caso más sen- 
cillo es un área plana provista de un sentido de circulación, 
cuyas componentes son sus proyecciones sobre los seis pla- 
nos coordenados, designadas agregando al símbolo del vec- 
tor como subíndices las coordenadas que determinan el 
plano correspondiente 


Del, a S* el) Dyz> Dex 2 xy > 


El sextivector le notaremos como los axiales del espacio 


=A A - 
ordinario 23 y su argumento módulo por 25, y 25, respec- 
tivamente. Este último es el invariante 


5 2 2 52 32 52 2 
23 =Y 232, 423742921 B8),+ 29%, + 20%, 


que hemos ya demostrado al final del capítulo anterior. 

En el caso sencillo, que hemos citado, las seis compo- 
nentes no pueden ser independientes, puesto que la deter- 
minación del área plana considerada queda hecha por su 
magnitud y cuatro parámetros que fijan la posición de su 
plano en el hiperespacio. Y en efecto: recordando que 
dichas componentes son homogéneas con los menores 
ESTA Yi, 211, Y 71! 21 Xy AY 
> E 


ZN Xo Yo 


, ) , 


Isle Ya l Za l) Y. Za 


puesto que toda área puede descomponerse en paralelógra- 
mos elementales, se reconoce inmediatamente la exactitud 
de la identidad 


(a) 2, +25, 23: + 23,1 23, =0. 
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En el hiperespacio se pueden trazar por cada punto un 
número infinito de perpendiculares á un plano, todas las 
cuales se encuentran sobre otro plano, que recibe por ello 
el nombre de plano absolutamente perpendicular al prime- 
ro. En particular, entre los planos coordenados, son absolu- 
tamente perpendiculares los x/ é yz, yl y zx, zl y xy. Por 
consiguiente, considerando un área igual á 235 sobre su 
plano absolutamente normal, sus componentes satistarán á 
las condiciones 


CI o DAS — $ y $ 

(b) 231 = De dy — Doe 3 2 E 
CES e O 1 
SA TE Den zx E Sy 10 A SLU 


== 
puesto que la posición de '25* respecto de los planos co- 
ordenados (x1), (y 1), (21), (yz), (2x) y (xy) es evidente- 


mente igual á la de 3 respecto de los (yz), (2x), (xy), 
(xD, (yD) y (21). Este vector ha sido llamado por Som- 
merfeld complemento del anterior. 

Las seis funciones 


A e MESA A =P2 y E 23772 
ETE E 

la ir AÑ 02 HA 
A, =0288,, 10 28,y> 


(e) 


donde p y p” son magnitudes escalares cualesquiera, cum- 
plen evidentemente con las condiciones que hemos impuesto 
para que seis funciones sean las componentes de un sexti- 
vector, sin que entre ellas exista la relación (a) que limita la 
libertad de elección de las mismas. Es, por consiguiente, 


este caso el más general posible de un sextivector, y recí- 
ES 
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procamente, podemos siempre representar un sextivector 
general cualquiera por la suma de dos sextivectores simples 
situados en dos planos absolutamente perpendiculares. Para 
comprobar esta última afirmación baste observar que, su- 
puesto conocidos p y p”, las igualdades (c), teniendo en 


. —? =/ PO , 
cuenta las (b), determinan 23, y 25,*. En cuanto á p.25 


A 
y p"25 el módulo de 2( nos suministra la ecuación 


AA? = (9? +92) 293, 


y el producto análogo á (a) nos da 
(1) AA, +A, A, +2, 2, = 00 28%. 


De aquí se deduce inmediatamente, para las incógnitas en 
cuestión, la ecuación bicuadrada 


xt— mx? — n=0. 


El término independiente de esta ecuación es negativo, 
porque en virtud de las condiciones de transformación de las 
componentes de un sextivector, ó las tres componentes que 
contienen el subíndice /, ó las otras tres han de ser imagi- 
narias puras, de donde también lo será en todo caso el pri- 
mer miembro de (d). 

Los cuatro valores de x son: dos reales del mismo valor 
absoluto y signos opuestos y dos imaginarias puras conju- 
gadas. De estas cuatro raíces se han de tomar simultánea- 
mente, para p25 y p" 25, las dos positivas, pues las negati- 
vas carecen de significación dado que estas magnitudes son 
los módulos de los sextivectores simples. 

Claro es que podemos atribuir al primer producto ó al 
segundo el valor imaginario, pero esto no supone indeter- 
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minación porque el elegir entre una cosa ó la otra equivale 
á considerar un vector ó su complementario. 

En etecto; si en las (c) permutamos p con p” se obtendría 
un nuevo vector ligado al anterior por relaciones iguales á 
las (0). Así 


, 


(e) a E p ese +2p 23 pa p 23, Sa a A. 
De la definición de los sextivectores se deduce que al per- 


mutar los subíndices de las componentes cambie su signo. 
Así 


ha] = = Y) 
A 2. 


66. Producto escalar. —De manera análoga á los vecto- 
res del espacio ordinario, los del Universo de Minkowski 
pueden combinarse entre sí por suma ó producto. Respecto 
de la primera operación nada hemos de decir, pues es evi- 
dente que si sumamos algébricamente las componentes 
análogas de dos ó más vectores de idéntica naturaleza, ob- 
tendremos funciones que se transforman en los cambios de 
coordenadas como los sumandos, y, por consiguiente, serán 
las componentes de un nuevo vector, suma de los primiti- 
vos. No es menos evidente la imposibidad de sumar un cua- 
drivector con un sextivector ó uno cualquiera de éstos con 
una magnitud escalar. 

En cuanto al producto caben también aquí dos posibili- 
dades: Ó combinar las componentes de los dos vectores de 
manera que se obtenga un invariante, y entonces el produc- 
to es escalar, ó deducir nuevas funciones que se tranformen 
como las coordenadas óÓ las áreas planas, en cuyo caso el 
producto será vector. 

Si se trata de dos cuadrivectores su producto escalar será 


ayy 


> 
23 = A, 3, + 2,2, + 2,23, + A, 25,, 
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pues se reconoce sin dificultad su invariancia teniendo pre- 
sente las condiciones de ortogonalidad de los ejes. Caso 
particular de esta invariante es el que define el módulo de 
un cuadrivector 


(2 (2 2 (2 2 
+ E a 


En el caso de los sextivectores su producto escalar será 


en virtud de la definición de este género de vectores y de 
las condiciones á que satisfacen los menores de segundo 
orden del determinante general de la transformación de 
coordenadas (8 63). Caso particular de este invariante es el 
que sirve para la definición del módulo de un sextivector 


Otro caso particular interesante se obtiene cuando los dos 
factores son complementarios, pues entonces, evidente- 
mente, 


——. , y dE be y 
€ e* = 2 (€. ez ala S7 €, le €. €.) 


La invariancia del segundo miembro de esta igualdad re- 
sulta ya de la ecuación (d) del $ 63. 

67. Producto vector. — Atendiendo á la definición gene- 
ral de este producto que hemos dado en el párrafo anterior, 
cabe agrupar con ellos el producto de una cantidad esca- 
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lar g por un vector de cualquier clase, producto que es 
evidentemente un vector idéntico, pero de módulo igual al 
producto de « por el módulo del vector. 

a) El caso más sencillo de producto vector de dos vec- 
tores es el obtenido formando los seis determinantes posi- 
bles de segundo orden con las componentes de dos cuadri- 


== 
vectores MU y 23: 


A A e 
A, A, JA, A, | 
3,23," 123,25,| 


Es evidente, teniendo en cuenta las propiedades de trans- 


formación de los vectores A y 28, que las seis funciones 
anteriores cumplen con las condiciones que caracterizan á 
las componentes de un sextivector, de suerte que conser- 
vando la notación del espacio ordinario podemos escribir 


E=|A 31. 


Claramente se reconoce que este producto no satisface á 
la ley conmutativa, de suerte que 


ABI. 


Geométricamente este sextivector representa el área de un 


> > 
parelelogramo cuyos lados son 4 y 25, de suerte que se 
trata de un sextivector simple para el cual se cumple la 


condición (a) del 8 63, como podemos comprobar inmedia- 
HE 
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tamente. En cambio, si A y $ son otros dos cuadrivectores 
situados en el plano absolutamente normal al de los dos pri- 
meros, el sextivector 

A de > > 


E 


> 


es del tipo general. 


b) Sean ahora las cuatro siguientes funciones de las 


2. == 
componentes de los vectores A y € 


Qs 


A A e a O 
(,6,, UM, 8, + A,8, ,+ A—,E,,> 
(,€, +71, 86, +1L,6,,+ A,6,, 
(,E,, -U, €, +A, €,,+ AE ,,> 


09) 


(6) 


09) 


QÍ 


En estas cuatro funciones incluímos por razón de sime- 
tría los simbolos €... € ,, €,, y €, que debemos siem- 
pre considerar idénticamente nulos. 

En vista de dE dicho en el caso anterior y en el $ 65, po- 


demos sustituir E por la suma 

2 >> | | >> 

Lo | IES 
con lo cual las cuatro funciones (b) se convierten en las 
siguientes, habida cuenta de las igualdades (e) del $ 65 
y (a) del $ 67, 

2l, a, B, al, Pp, 5 

A, a, b, AF 2l, Pe >, a 

A 


ap OS 


e | " z e | 
2, A, 6, 2, Py e 
al, A, 6, Ae A, Pe >, , 
A, a,b, HA .P,S, 
a 2 10 
a ]| ml 

y * 5, TE Al, P y Sy z 
Aja, 6, EEES 
a) s | 
2L, A, 6, A, P, 5, 
2,a,8 (+7 Lp, s, | 
>) ] 
2, t, 6, 2L, PS, 


que evidentemente se transforman como los menores de 
tercer orden del determinante general, y son, por consi- 
guiente, las componentes de un cuadrivector, de suerte que 
podemos establecer para el producto en cuestión 


3-18! 


c) Consideremos, por último, el caso de dos sextivecto- 


=2 == 
res, € y $. Agrupando separadamente las componentes 
que corresponden á los tres espacios coordenados, se ob- 
tiene: 


6. E,. 6. Ay o Hoy Ay 
E. 6, 6). Son Mpy> Aye 
E, E 6., E.5 Mix Mio Hr 
6. ¡307 6... Ay 7) eS 


En cada uno de estos espacios coordenados las tres com- 
ponentes de cada sextivector representan un vector axial. 
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Si, por consiguiente, formamos el producto vector de estos: 
vectores axiales, sus componentes serán los de un nuevo 
vector axial. 


a a 
Ey Mar — Os ey 

6, Ay 2 q 6... Ap 6., Ay ¿3 S,, Hop 
E, $, —= €, SH. 

Cr En E. HH. €, 382 
Gutes — Oo 

6,, NA E,, % Ay? Sus 0. He 


6, Ax E e. Ay: 


De estas doce componentes cada dos se refieren al mis- 
mo plano coordenado, de suerte que sumándolas se obtie- 
nen las seis expresiones: 


So = (Eo Ho. — Ey A) HE y — Ex A), 
E, =6,3,—€,, 3.) HE,S,, 8,3.) 
é., =(6,, 3 yz 0) A A €... 1) 
Ej. Evo y > Py a) li 
e. (0. o E, y) HE, 3H, E 1, 4), 
E, (E, Ena) ll, a 0,2) 


que son las componentes de un nuevo sextivector producto 
de los otros dos, 


E=-1E3| 


Nótese que, análogamente á lo que ocurre en el espacio 
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ordinario, el producto vector es un sextivector siempre que 
los dos vectores tengan idéntica naturaleza, y un cuadrivec- 
tor si son heterogéneos. 

68. Productos de tres jactores.—En los productos de 
tres factores pueden citarse, en primer lugar, los casos en 
que figura el producto escalar de dos vectores por un ter- 
cero; pero es evidente que todos ellos se reducen al pro- 
ducto de una cantidad escalar por un vector, de suerte que 
no merece nos detengamos más en ellos. 

. Cuando dos de los factores se encuentran multiplicados 


vectorialmente y el producto por el tercero es escalar, los 
casos más interesantes son: 


a a A 
A DIE, ¡ADE y ADE |. 


Formando el primer producto en función de las compo- 
nentes de cada vector, se obtienen 


> > 
(] G 6 e e - - 6 a 
| 25 S | e 2, (25, S l 23, €.) As 2, (25, Si 25, 8) le 


Ordenando el segundo miembro respecto de las compo- 
cl 


- > — 
nentes de E ó de 25 se reconoce inmediatamente la serie de 
igualdades 


=Al == = A Ai == | => 
| | fi T Sí | 15 
(a) 2 3 E=- EA 2 


Si se repite un cálculo análogo con el último de los pro- 
ductos arriba señalados, se llega con la misma facilidad á 
demostrar que 


as vel 
(0) ADE] BE AE] 2125 
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Entre los casos de producto vector merecen mención los 
siguientes: 


al => El AE | A eE | 
asellalss "| luzel Mas 


El primero de estos productos se puede transformar es 
cribiendo 


— —— —> 


—B3 (A E) — E (2-23). 


En efecto; consideremos la componente según el eje x, 
puesto que evidentemente se trata de un cuadrivector. 


o la 


lala Sa A 
(c”) € 2, | > es * 
23, ES Ne > > 
Edy y TRAMO E (QUE, 
| 


cuyo último miembro se obtiene sin mas que sumar y res- 
tar A LD E. 

El segundo vector, que hemos ya utilizado más arriba, es 
el cuadrivector cuyas componentes vienen representadas 
por los complentos de los elementos de la primera fila del 
siguiente determinante: 


IN Al 


A 


Xx 


Qs 


25,23, 23,23, 
€, 6, €, é, 


En efecto; sí en la fórmula (c') cambiamos los compo- 
nentes del sextivector 
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por la de su componente, se obtiene 


Jas 6 S a 1 
| a se : la | 
í $ | 
Sz €, | 
15 $ 2, 
3, ED 
== 2 = 25 ; 
S € Eos 
SNS es 
| a 
Y y 


que demuestra nuestro aserto. 
El vector 


puede transtormarse según la ecuación 


21 A Ól — 


Md lame 


5 5 
par 25 y | aL 

S E 

SI €, | 
al, 

$ 
2D, 
S 

>> 
EJES 


En efecto; consideremos la componente x/ del producto 


vector en cuestión 


9) )| 
2, al, 
$ 5 7) y S ) 4 
€, 23 y le €, BD. ar €, SI y poa 
2 (E €. E al, é, sz ls S 
¡=¡al ( (95 Al 
al A al, 23, 2. 25 y 
$ $ 
Sy z 


2 
y sustituyendo en el determinante 25% por 


sin dificultad 


CESA 
25 se obtiene 
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El e 


E ES 


> 
El» 
que demuestra lo que deseábamos, puesto que a ha- 
cerse lo mismo con las componentes restantes. 

Por último 


o laa e l-=-[3 € |-e ña. 


Procediendo análogamente á lo hecho en el caso anterior. 


EE ¿lla +3 él, 


iaa 


al ES (A, $, A a, €, Sie al, €.) 
ay 23 RL, €, e 2, €, a 2L, $). 


Reemplazando en el último miembro los sextivectores - 


An A A A 
2( y 28 por sus complementos 2(* y 25* se obtiene, en 


definitiva, 
== e 
sd E 
¡Saa —l€ El 
(62/25 [637,316 30, 32 6 Qe 
4 Sa =2 LANA 
= [35 8 Ye ||, — e, 66 35, 


y análogamente las otras tres componentes, con lo cual que- 


da demostrada la fórmula. 


(Continuará.) 


LS 
ES 
6,32) +23, (Al, E, +2, E, +A, EJF 


¿ 


E 
EAN 
Ea 
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XXXVI.—Conferencias sobre Física matemática. 
Teoría de los torbellinos (segunda parte.) 


POR JosÉ ECHEGARAY. 


Conferencia quinta. 
SEÑORES: 


En las conferencias anteriores, examinando el movimien- 
to de un flúido incompresible, por ejemplo un líquido per- 
fecto, paralelamente á un plano, nos fijábamos, para ha- 
cer un estudio más detenido del problema, en un caso par- 
ticular, y era aquel en que existían tres torbellinos filiformes, 
los cuales, naturalmente, serían perpendiculares al plano; tor- 
bellinos cuyas constantes positivas ó negativas, porque su 
signo dependería del sentido en que el flúido girase, repre- 
sentábamos por m;,, mo, m;,. Así como representábamos por 
A,, 4), Az (tig. 4.*) las trazas de estos tres torbellinos en el 
plano de las x y. 

Suponíamos, además, aparte de las condiciones iniciales, 
que el flúido se extendía hasta lo infinito, paralelamente al 
plano, y que en el infinito su velocidad era nula. 

Partiendo de estos datos, simplificábamos las ecuaciones 
de Euler, que se reducían á cuatro ecuaciones fundamenta- 
les para todo el movimiento irrotacional del flúido. 

Y estas ecuaciones eran: dos ecuaciones diferenciales par- 
ciales, que servían para determinar la presión en cada punto, 
una vez conocida su velocidad; una tercera ecuación, que 
expresaba la continuidad, y una cuarta ecuación que, á su 
vez, expresaba que el movimiento de toda la masa, excep- 
tuando en los tres torbellinos filiformes, era irrotacional; 
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para lo cual bastaba escribir que el eje de un torbellino en 
cualquier punto, exceptuando en A,, A,, Az, había de ser 
igual á cero. 

Demostramos, que todo sistema de valores u, v que satis 
ficiese á las dos últimas ecuaciones, satistacia á las dos pri- 
meras, es decir, las hacía integrables y determinaban el valor 
de p en función de x, y, Í. 

De suerte que nos bastaba fijar la atención en las dos úl- 


23 
W ' 
Yu 
Dos 
ed We 
Ni 4 
AAA OS 6 A 
SL A ¡ 
= eS Ñ 
Sy 2 y 
A, 
Figura 4.? 


timas ecuaciones, y de ellas dependía la solución del pro- 
blema. 

La mayor parte de los problemas de Física Matemática 
vienen siempre á parar á este mismo punto: integrar un sis- 
tema de ecuaciones diferenciales. 

La solución del problema físico debe, pues, estar, en ge- 
neral, expresada por ciertas integrales. Pero la recíproca no 
es exacta ó no es evidente; no todas las integrales serán so- 
luciones del problema físico, y éste es punto delicado en 
muchas de las cuestiones, que la Física Matemática pre- 
senta. 

Lo cual se comprende desde luego, sin entrar en grandes 
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pormenores; porque el sistema de ecuaciones diferenciales, 
por lo regular, expresa propiedades genéricas, por decirlo de 
este modo: son propiedades del campo del problema, comu- 
nes á todos los problemas de la misma clase; pero es preci- 
so, además, en cada caso, que las integrales sean tales que 
satistagan á las condiciones de los límites en el espacio y en 
el tiempo. 

Baste por ahora con la idea general. 

Ya volveremos sobre ella, aunque de paso, al terminar el 
estudio del problema en que nos ocupamos. 


Decíamos que en el ejemplo que habíamos escogido ha- 
bía, por decirlo así, dos partes: 

La primera era el estudio del movimiento general, Ó sea 
del movimiento irrotacional. 

La segunda era el estudio de las ecuaciones del movi- 
miento de los tres torbellinos ó, si se quiere, de las ecuacio- 
nes del movimiento de los tres puntos A,, A», Az. 

Porque como los torbellinos están, en cierto modo, su- 
mergidos en la masa general del flúido, éste, en su movi- 
miento, arrastrará á los torbellinos A ,, A», Az, como un río, 
y valga la comparación, arrastra barquillas inertes que en él 
Hlotan. 

Sólo que aquí el problema es más complicado, porque 
nuestras barquillas no son inertes. Ya lo hemos visto; el 
movimiento rotacional influye sobre el irrotacional, y recí- 
procamente, constituyendo uno y otro un todo cuyo movi- 
miento está escrito en las ecuaciones generales de la hidro- 
dinámica. 

De los dos problemas que acabamos de señalar, el del 
movimiento irrotacional y el de los torbellinos, en este últi- 
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mo nos habíamos fijado por el pronto, y habíamos obtenido 
las ecuaciones del movimiento del torbellino A,, conside- 
rando para ello un punto a infinitamente próximo á A, y 
estudiando las velocidades que á este punto a tendían á co- 
municarle los torbellinos A ,, A 3, aisladamente primero, y 
luego por superposición de sus acciones. | 

Y demostrábamos, que esta superposición por suma, digá- 
moslo así, era legitima, porque las ecuaciones diferenciales: 
eran lineales, y podemos afirmar, en términos generales, que: 
la suma de varias soluciones es una solución. 

De este modo, llamando u,, v, á los componentes de la: 
velocidad del punto A, en un instante cualquiera, obtuvi- 
mos las siguientes ecuaciones: 


2/2. 9p SS e. 
A EE yy a RN 
9); 9; 9Xy 9Xy 


en las que se tenía 


P,, = m, log VG, ==)? + (0% ==)" 


P3, = My log VE, ==.) a De) 


Repitiendo exactamente los mismos razonamientos que: 
empleamos en la conferencia anterior, podemos obtener las. 
componentes de la velocidad del punto A.,, acumulando las 
influencias de los torbellinos A,, Ay, y asimismo las 'com- 
ponentes del movimiento del punto A, sumando las in- 
fluencias, por decirlo de este modo, que sobre él ejercen los 
torbellinos A», Aj. 

Así, pues, representando por 1,, v, las componentes de: 
la velocidad del punto A.,, tendremos: 


PE MAA Po SN 
a a A 
0 X> 9 Xo, 
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siendo 


Pz = my log VES —x,)2 e a De) 
P,, =mM, log VE a 0) 


Y, por último, designando por 4, V, las componentes de 
la velocidad del punto Az, hallaremos 


| 
a 


Pis, Pa 9P,, oP,. 
uo = o V,= Pi Poy 
Ys 9Y3 o 
en que 
E MA log Y (x; A A De) 
P,¿=M, A 


Resultarán, pues, las seis ecuaciones diferenciales si- 
guientes, en que, para simplificar, reunimos las derivadas 
relativas á la misma variable: 


AAA A) 


a V 
eS 9 Y, : Xy 
(Ps + Pi) ay (Pg + Py) 
los = — 3 ) 2d AE dx 
Ya 2 
a ol A al 
9Y3 : : IX; 


Representamos, en general, las P de este modo: 
P ik == MM, 108 Fig, 
siendo 
Pip = VO: — Vers == Tae) 
Los segundos miembros de las seis ecuaciones anterio- 


res, por las definiciones de las P, es claro que son funcio- 
nes de las x, y y de las constantes M,, Mo), Mz. 
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Y como la forma de las funciones P es perfectamente 
conocida, sus derivadas también lo serán, y podemos decir, 
en general, recordando que las u, v son las componentes 
de la velocidad, y, por lo tanto, las derivadas de las x, y 
con relación al tiempo, que dichas seis ecuaciones son seis 
ecuaciones diferenciales ordinarias de la forma general y 
de este tipo: 


dx; dy, 
== (0 NS o y Xo» a) Á — Yi o... 
1 a (a Y 1 2) Ya) Ago Y 3); a =P (1, Y, ) 
01 SES dy, 
== la (Se Siete Ss —=— = Po 1X1, Yi +... 
mr La (Xi, Y1 ) dl Ba (1, Y ) 
0 Sea dy, 
—— —MalX1, Y 1) «0... ; alles) ccoo 
di ds (X1, Y y ) di Pa (1, Ys ) 


Integrándolas tendremos todas las x, y en función del 
tiempo y de las seis constantes de la integración, que se de- 
terminarán por las condiciones iniciales. 

El problema del movimiento de los torbellinos, en el caso 
particular que estamos considerando, quedará completa- 
mente resuelto; y como todo lo que hemos dicho para tres 
torbellinos pudiéramos decir para un número cualquiera 
de torbellinos filiformes paralelos al eje de las z, en el mo- 
vimiento paralelo al plano de las x, y, este problema gene- 
ral se reducirá á la integración de 2 n ecuaciones -diferen- 
ciales de primer orden análogas á las precedentes. 

Conociendo el movimiento de los torbellinos A,, A», Az..... 
se conocerán en cada instante las posiciones de estos tres 
puntos, y para ese instante, que será cualquiera, se po- 
drán deducir las componentes de la velocidad u, v, de 
cualquier punto del flúido, lo cual equivale á resolver el 
problema por completo. | 

Pero las ecuaciones obtenidas no son OS: se 0b- 
tienen por la diferenciación de las funciones P, lo cual se 
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comprende, que ha de procurar ciertas simplificaciones en 
el problema de la integración. 

Y hay por el pronto una simplificación, que puede exten- 
derse al caso general de n torbellinos, pero que nosotros 
vamos á examinar tan sólo para el caso de tres, aunque el 
artificio que indicaremos es general. 


E o* 


Los segundos miembros de las ecuaciones generales se 
obtienen diferenciando tres grupos de funciones P, ya con 
relación á las x, ya con relación á las y. 

Mas por un artificio sencillísimo puede hacerse que los 
segundos miembros dependan de una sola función. 

Consideremos, en efecto, la primera de las ecuaciones: 


CU A Pr + Pg1) 


dt 9yy 


Multipliquemos los dos miembros por m,; es decir, una mm 
con el mismo subíndice que tiene la x, y resultará: 


dx; EOS 9 (mM, Pa, Em; Pa, 
ed 9Yy 


Ahora bien; el paréntesis, poniendo en vez de las P sus 
valores y en vez de los radicales la r con subíndices, ños 
dará 


m, Pz, + M, Ps, = M1 M) log r,, + My Mg l0g F;z, 


y ya se sabe que en r;,, entran X,, Y 1, X2, Y», así como en 


ya EMT Xy Y 1) Mg) Ys 
Como la expresión anterior ha de diferenciarse con rela- 


y 


ción á x,, no hay inconveniente en que le agreguemos una 
expresión cualquiera, con tal que no contenga x;. 

Su diferencial será nula. 

Pues agreguemos el término 


My My l0g F.¿ = Mo My 108 E A AS 


y resultará para el segundo miembro, en el valor que ex- 
presa el paréntesis que estamos transformando: . 


m, mM, log y, + M, Mjl08 F,¿ + My M¿l08 Fo», 


que representaremos por P. 

Y volvemos á repetirlo: lo mismo da diferenciar con re- 
lación á la x, los dos primeros términos, que los tres térmi- 
nos que hemos escrito, porque el último no contiene X,, 
como tampoco contiene y,, y esto nos permitirá aplicar 

9 yy 


la misma transtormación á la derivada a 
(0) 


Haciendo, pues, 


P = m, Mo. log 1,, + M, M3108 F,3 4 Mo M¿ l08 Faz 


las dos primeras ecuaciones que estamos transformando se 
podrán escribir de este modo 


Y como P es simétrica respecto á los subíndices 1, 2, 3, 
y Fiz es igual á rz;, pues ambos son 


MA 


y como lo mismo podemos aplicar á las cuatro ecuaciones 
restantes, tendremos que las seis ecuaciones diferenciales 
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del problema serán tales, que los segundos miembros repre- 
sentarán las derivadas con relación á x, y á y, de la función 
única P. 

Y noten mis alumnos que nos vamos aproximando á las 
ecuaciones clásicas de Hamilton. 

Resultará, pues, para determinar el movimiento de los tres 
torbellinos m,, Mm, mz, Ó de los tres puntos A;,, 4», Az, las 
seis ecuaciones siguientes 


ASE oP dy; op 
dea E ; m4 E S 
dt dy; dt cXy 
a e e 000) 
dt 0 Y» dt IS 
AO Le ha dy Ue 
a DY di Xx, 


siendo 


P = m1 M, l0g 51, + M¡ M2 l08 F ¡3 4+- Mz My l0g F»;. 


Estas ecuaciones pueden generalizarse sin dificultad para 
un número cualquiera de torbellínos. 


En nuestro ejemplo, y aun en el caso general, pueden de- 
mostrarse algunos teoremas importantes y curiosos, de los 
que sólo vamos por ahora á demostrar dos, porque son los 
que nos interesan para la integración del sistema de ecua- 
ciones diferenciales precedentes en el caso de tres tot- 
bellinos. 
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TEOREMA.—Si A,, Ao, As (fig. 4.%) son los pies ó proyec- 
ciones de los tres torbellinos, y si suponemos que estos 
puntos representasen masas materiales cuyo valor numérico 
fuese igual para cada punto al de la constante del torbellino 
correspondiente, en un momento cualquiera estas tres ma- 
- sas tendrán un centro de gravedad G, cuyas coordenadas 
representaremos por Xy é yz. 

Moviéndose los tres torbellinos, para cualquier instante 
del movimiento podremos afirmar otro tanto, y el teorema 
consiste en que durante todo el movimiento de los torbelli- 
nos el centro de gravedad G es siempre el mismo. 

En términos sintéticos puede decirse, que el teorema con- 
siste en la invariabilidad del centro de gravedad de A,, 4» 
A;, Ó de sus pies, considerados como masas, M,, Mo, Mz. 

La demostración es bien sencilla. 

Sumemos las tres ecuaciones diferenciales relativas á las 
x, y tendremos 


dX; Sa (ES 
m m. m. E 
ci E dt íe dt 
op op 9p 
pa di 
9Yy1 9 Y», 90; 
Ó bien 
d[m, x, + m, X, + My X3] == de 9p 4 >) 
ot 9yy oY» oy; , 


Ahora bien, se observa desde luego, que se tendrá 


PA 
+ — 
Y, 9 y, Y; 


= 0). 


En efecto; por la definición que hemos dado de la fun- 
ción P, que no tiene mas que constantes y distancias r, dis- 
tancias que á su vez son diferencias entre cada dos y, y cada. 
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dos x, podemos representar abreviadamente dicha función: 
P de este modo: 


P'= F(X, —%X2) X14 — X3, Xo — Xy 


DI) 


y prescindiendo por el pronto de las x, que no nos intere- 
san para nuestra demostración, aunque luego sí nos intere-- 
sarán, podremos escribir 


== IA e A O Va) 


De esta función es fácil deducir, por el método general de: 
diferenciaciación de funciones, 


IE 9F (Y, —/Y2) y 

9, MO 
e E A AO O 
9 (Y1 —Ys) Na A O Ys) 

SS Su 9(Y1 —Y) 

Y, 9 (Y, —Y») 9Y, 
A A o E 
9 (Y> —Ys) 9 Ya 1 

IIA e 9(Y1 —Y5) 

AA 9; 
A A A II 
9(Y2 —Ys) 9Yz 9(Y1 —Y,) (Yo —Y3) 


y, por ¡o tanto, sumando 


2 Pp 3pP ap ala, 9F 0 
90Y, 9» Y (Y) 
e 9F 9F o29F 


E 9(Y1 —Y») A) (Ys — Ys) 
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y en el segundo miembro los términos se destruyen dos á 
dos, resultando lo que deseábamos demostrar: 


ap op op 
+ - =0. 


Resulta, pues, 


AVID SS Sp Ulo des =p la a) 


O, 
dt 


é integrando con relación al tiempo, 
MX + M3 X3 + Mg X¿ = constante. 


Pero la suma de los momentos de las masas M,, M,, Ma, 
con relación al eje de las y, es igual al momento del centro 
de gravedad en que se supongan reconcentradas dichas ma- 
sas; luego también teadremos 


(m., 32 mM, + Ms) X¿ = constante 


y, por lo tanto, 


X y = constante. 


Así, pues, durante todo el movimiento la abscisa x, del 
centro de gravedad G es constante. 

Pero lo mismo podremos demostrar para la ordenada y z, 
repitiendo punto por punto el razonamiento anterior. 

Para ello sumaremos las segundas ecuaciones que se re- 
fieren á las derivadas de las y, y tendremos 


Aa dy, dy: e. 0/2 op 
m, —= L m, = A Me == == 
de sele cut Ol 79 ES a od. 


0 bien 


d (mM, Y, + M, Y. + M; Y) DAI A de 
= +3 S 
dt Sy OXo IX 
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Como antes, podemos demostrar que el segundo miem- 
bro es nulo, considerando que P es función de las tres di- 
Teren ciales 0 E a o y prescindiendo de 
las y, que son constantes para estas diferenciaciones. 

Es decir, en forma abreviada: 


P=F(Xx,—X>, X1 — Xz, Xa — Xg). 


13) 


Repitiendo exactamente las diferenciaciones de esta fun- 
ción de función, lo cual no es necesario, porque sería repe- 
tir el mismo cálculo, llamando x á la variable que antes lla- 
mábamos y, tendremos, por último, 


d (mM, Y, + Mas Y» ao) 
dt 
y, por lo tanto, 


MY, mM-Ys + My Y, == constante. 


Pero 


MY: + M5Ys + M3 Y =(M, + M3 + M5) Y g 
luego 
(mM, + m> + M,) y ¿ = constante; 


de donde 
E J ¿ = constante. 


Resulta, que también la ordenada y , del centro de grave- 
dad es constante, y siendo constantes las dos coordenadas 
del centro de gravedad para todos los momentos, en el mo- 
vimiento general del sistema quedará invariable el centro de 
gravedad de los torbellinos, que es precisamente lo que de- 
seábamos demostrar. 
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La propiedad precedente es curiosa, en efecto; pero del 
teorema precedente lo que nos conviene consignar es la 
constancia de las dos funciones precedentes durante todo el 
movimiento del flúido, 


My Xy + My X2 | M¿X¿=C 


Mi Y, + My Ys + M¿y,= C' 


(Y) 


en que C y C' son dos constantes. 

Los primeros miembros de estas ecuaciones hemos dicho 
que son invariables para todo el movimiento, y como son 
funciones de las seis variables Xx,, Xo, Xg, Y 1, Ya, Y 3, es de- 
cir, de las funciones de las ecuaciones diferenciales pro- 
puestas, resulta que son dos integrales primeras Ó, si se 
quiere, dos integrales del sistema de ecuaciones diferencia- 
les que queremos integrar. 

Precisamente es la definición que hemos dado de las in- 
tegrales. 

Estableceremos ahora otra segunda proposición que nos 
proporcionará inmediatamente otra tercera integral del sis- 
tema de ecuaciones diferenciales (D) que determinan el 
movimiento de los tres torbellinos. 

TEOREMA.—Si las tres constantes 1m,, M.,, Mz de los tres 
torbellinos representasen tres masas, el momento de iner- 
«cia de estas tres masas, con relación al eje de las z, resul- 
taria constante durante todo el movimiento. 

Esto se escribe, naturalmente, bajo esta forma: 


m, OA? + m,OA,? . m¿ OA? =constante, 


porque el momento de inercia, respecto á un eje, de una 
masa cualquiera, es el producto de dicha masa por el cua- 
drado de su distancia al expresado eje, suponiendo, como 
aquí suponemos, que la masa está reconcentrada en un 
punto. 
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Y puesto que hemos representado las coordenadas de 
los puntos. Ay, ASAS POL XL) Yi o, Vas Ms. Ya, la expre= 
sión anterior también podrá escribirse de este modo 


mi (x1? +y1) + Ms (Xx + y22) + m3(X3? + y ¿?) = constante. 


Claro es que si el número de torbellinos fuese mayor, 
puesto que el problema es general, podría expresarse de 
este modo: 


k 
2, Mi(x12 + y?) = constante, 


en que la suma varía desde el índice 1 hasta el índice k, 
siendo k el número de torbellinos. 

Pero nosotros nos circunscribimos al case de tres torbe- 
llinos tan sólo. 

La demostración es bien sencilla. 

En el sistema de ecuaciones diferenciales (D) tomemos 
las dos de la primera línea; es decir, 

a e dy, 9pP 


MA ; my 


di 30, di DE 


Multipliquemos los dos miembros de la primera por X;, 
los dos miembros de la segunda por y,, y sumemos los re- 
sultados ordenadamente, con lo cual resultará 


00 Za y, dy; ona 9 Pp 
m = XxX, + ; 
1 dt Aj 1 dt 3y, 1 3 y oa 
Ó bien 
1 de 1 dy, op oP 
AAA = Z—= == Xx o 
) 1 di añ > 1 de 57 1 ES e 
que equivale á 
2 3 lo) 
1 dm, (Ara Va?) y e ea Li Y 


2 dt 9Y, Xy 
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Esta transformación ocurre, desde luego, para que apa- 
rezcan en el primer miembro los cuadrados de xy é Y, y, 
por lo tanto, el momento de inercia de la supuesta masa m,. 

Aplicando transformaciones análogas á la segunda línea 
y á la tercera del sistema de ecuaciones diferenciales (D), 
odtendremos 


ee > e op -y2) 
a X. + Ys 
2 dt Y 9 X> 
Ue ¿2 op 2/2) 
AA 3 ( 3 e) BE E Xa + VES 
2 deb 9Y 2 O Xa 


y sumando ahora las tres ecuaciones ordenadamente ob- 
tendremos, por fin: 


1 d[m, («2 +12) + M, (02? 7 Yo?) + M3 (X%8? +90) 


2 dt 
E Oe e 
7 a 1 7 2 a Ya 
2/2 9pP 
9Yz IX g 


Pero e! segundo miembro puede demostrarse que es cero, 
bien directamente, ó bien por una transformación suma- 
mente sencilla é ingeniosa, que emplea M. Poincaré en su 
teoría de los torbellinos, y que es la que ahora vamos á re- 
producir. 

Consideremos un instante cualquiera en el cual los pies 
de los torbellinos ocupen las posiciones A,, 4», Az, y con- 
siderando al triángulo que estos tres puntos forman como 
un sistema rígido, hagámosle girar alrededor del punto O. 

Las distancias OA,, OA», OA, permanecerán invaria- 
bles. : 

Luego el momento de inercia de los tres puntos A perma- 
necerá invariable también. 
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Pero esto, en rigor, no nos interesa, y sólo al fin puede re- 
cordarse como una comprobación del método. 

Lo que nos importa tan sólo es que toda expresión que 
no dependa mas que de la longitud de los lados A4,A., 
A, A, A, Az, en el giro alrededor de O permanecerá in- 
variable. 

Y como se tiene 


== OA AM OA UU NA 


resulta que P no depende mas que de constantes y de los 
tres lados del triángulo f,», f,z, f23: 

Luego la diferencial total de P con relación á las varia- 
bles X 1, Y1) X2, Yo, Xs, Ya, que son de las que dependen las 
r, será igual á O, con tal que las variaciones de estas x, y 
correspondan, como hemos dicho, á la rotación del triángu- 
lo A,, Az, Az alrededor de O. 

Representemos las variaciones de estas coordenadas por 


9X1, 9Y1, 0Xoa, C Ys, 9X3, 9 Ys 


para distinguirlas de las variaciones dx, dy, que correspon- 
den al movimiento. 
Y tendremos, según lo dicho, 


ae E) lo) 
a 
9X1 1 2 
9 
A A 90, 
9 Y, 3 9 Y; 


Vamos ahora á determinar 9x,, 9y, ..... de modo que co- 
rrespondan á un movimiento de rotación del triángulo alre- 
dedor del punto O. 

Y lo que digamos de las dos primeras podremos decir de 
las restantes. i 
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Sea el punto A, (fig. 5.%), cuyas coordenadas Ob y A,b 
serán Xy é J,- 

El punto A, decimos que gira alrededor de O un ángulo 
infinitamente pequeño «a, y representaremos por simetría la 
distancia OA, por R,. 

El punto A, describe en el giro un arco 4,4, que por ser 


Figura 5.* 


infinitamente pequeño podemos considerarlo como una lí- 
nea recta. 
La variación de x, será evidentemente ac, de modo que 
tendremos: 
1 0= 0 305 
y análogamente, la variación de y, será A,C, y así 
A 1 E == lo) yy . 
Pero se tiene evidentemente 
Xx, =ac= M3 acosca A, ='Rya cos O Ab 


Yi 


il 


Y como el coseno O A4,b es evidentemente ten- 
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dremos 


ACOSO AO == 0 a = Y, 


1 


Análogamente hallaremos 
9y, =A,C=—A,acosaA,c= 


= — Ry 005 Ay Ob = Ria == —X10. 


Hemos puesto el signo — al segundo miembro porque 
esta variación es evidentemente negativa, como se ve en la 
figura, y 2,, Xx, Suponemos que son cantidades positivas. 

Análogamente podemos obtener las variaciones de las 
coordenadas de los otros dos puntos A, 4.,, y resulta: 


IX, =Y,24 Y, =X,0% 
0Xy = Yy 2 0), =X30 
IXzg=Y30 DY = X3%. 


Sustituyendo estos valores en la variación total de P, que 
por ser variación total, según el uso convenido, la hemos 
escrito en esta forma 9 P, resultará desde luego: 


ps 2 lo) lo) 
aPp=- E P Xx + E Ye == 
0Xy oy, O X>o 
ap 72) op 
— O Va == 5 au =0 
9y», 90X3 9 


Y dividiendo por a é invirtiendo el orden de cada dos 
términos, resultará: 
op 9pP 9 Pp 
9Y1 a 9Xy o Ys 
23 Pp 2 
9X> ; 9Yz 9X3 


—- 
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que es precisamente el segundo miembro de la ecuación (M) 
relativa al momento de inercia que estamos calculando. 
De modo que resultará: - 


AE E) o E A) A (e E) Sí 


dt 


é integrando con relación al tiempo: 


mi(x?+y2) + mM, (%, 4 Y2?) + 
+ Mg (Xs? + y¿?) = constante = C” . 


llamando C” á la constante. - 

- Y resulta, en efecto, que el momento de inercia de las 
tres masas ficticias /1,, Mo>, Mz, Con relación al eje de las 2, 
es constante en todo el movimiento de los torbellinos. 

Luego tenemos una integral primaria más de las ecuacio- 
nes diferenciales propuestas (D). 

En suma: para las seis ecuaciones diferenciales (D) he- 
mos obtenido tres integrales primeras, ó sean tres relacio- 
nes finitas entre X,, Y 1, Xo, Ya, Xz, Y 3, relaciones que subsis- 
ten en todo el movimiento. 


Volvamos ahora á ¡as ecuaciones diferenciales, que eran 
las siguientes; y para más facilidad del lector reproducimos. 
las ecuaciones (D): 


dx, ee dy; 9pP 
a ala my e 
dt Y; dt 5 
(6158 op dy, 912 
Ma : M2 
dt 9Y dt O Sos 
lo) a 9 
a A ha LOA ER 


e A AS 
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Las ecuaciones diferenciales precedentes no tienen la for- 
ma canónica de las ecuaciones de Hamilton, pero pueden 
adquirir esta forma por un sencillísimo cambio de varia- 
bles. Es decir, tomando como funciones de la integra- 
ción, en vez de y;, Y», Ys, las nuevas funciones variables 
Mi Y 1, M3 Y >, Mz Y ¿, para lo cual escribiremos las ecuacio- 
nes precedentes de este modo: 


UNE op AMAN De 
“TN 9 MY; A 0 
A ES op A 
bs 9 Ma Ya LEE 2% 
CEST 9P DAA 
0 A MENO e a 


y llamando á las nuevas funciones, para abreviar, y”,, Y'2, Y'3; 
es decir, haciendo 


MiY1 =Y'1, Moa Ys = Y 2, M3gYg Y 3, 


las ecuaciones diferenciales del problema tomarán la si- 
guiente forma: 


EA E a pat 
dt yA dt 5 

, op A ES 
ao cs Mia (D”) 
Ue 9y', dt O 3% 
(Ue encon Le PUERTOS 
a ad Ponidfolo209 0 


que es exactamente la forma canónica de Hamilton, como 
puede verse en el curso anterior (pág. 189). Sólo que las 
funciones que allí llamábamos q y p aquí las designamos 
por x é y”. Y la función T aquí la representamos por P. 

De las ecuaciones diferenciales (D) hemos obtenido tres 


— 7114 — 


integrales primeras ó, si se quiere, tres integrales, que eran . 
las que expresaban las constancias de las coordenadas del 
centro de gravedad de 4,, 4, As y la constancia de los mo- 
mentos de inercia de las masas ficticias M,, Mo, M-¿, CON Fe- 
lación al eje de las 2. 

Dichas ecuaciones eran éstas: 


te lo dt Se Mesta = E 
MY, + MY, + M¿X¿= C' 
my (x,2 + y12) + M, (X2? + Yo?) + Ma (x,? + y) =C*, 


que introduciendo las nuevas variables y” se convertirán en 
las siguientes: 


My Xy + MyX> + M¿X¿= C 
OS 048) 
1 | 
MY A 
1 2 


as 7 
+ M¿Xg? + yy =C”. 
Mz 


Tenemos, pues, para las seis ecuaciones (D””) tres inte- 
grales que no contienen el tiempo, que son las (Y”) que 
acabamos de escribir. 

Ocurre al llegar á este punto, que acaso podríamos apli- 
car el teorema de Liouville, que hemos explicado en el curso 
precedente, reduciendo la integración de las ecuaciones di- 
ferenciales de los torbellinos á la aplicación cel teorema 
de Jacobi y á un sistema de cuadraturas. 

Pero si recordamos las condiciones del teorema de Liou- 
ville, veremos que no basta con tener tres integrales; es in- - 
dispensable que éstas cumplan con ciertas condiciones. Es 
decir, que combinadas dos á dos, y aplicándoles el parénte- 
sis de Poisson, conviertan este paréntesis en una identidad. 
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Veamos si cumplen las integrales (Y”) con esta condi- 
ción. 

Tomemos las dos primeras integrales, es decir, los pri- 
meros miembros 


Mi Xy |] My X>2 $ MX; (a) 
Mi Y (8) 


que para abreviar representaremos por «u y P. Será preci- 
so que 
(a, B), 


es decir, 


(114 X1 + MX HE MX, Y, + Y + Y), 


se convierta en una identidad. 

Recordemos también la significación del paréntesis de 
Poisson y que, en nuestro caso, lo que en aquellas notacio- 
nes eran q y p aquí son x é y”. 

De suerte que deberá ser una identidad la expresión 


a ——QG_—>_ —  ——— IA —  ____ _—_ >> _ A——— 


/ 


e 
IX Y Y 9X2) 


io 


Poniendo en vez de « y $ sus expresiones obtendremos 
el siguiente resultado: 


da  9p da A da 9 da — 


(m,><1—0 =<0) + (m2><1 —0><0) + 
+ (m.><1-—0>=<0), 


Ó bien 


Ála =5 úl 2 Ue, 


que, en general, no será cero. 
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De suerte que á las integrales «, $ no les podemos apli- 
car el teorema de Liouville. 
Pero ocurre al pronto que acaso de las integrales 


MX, + My Xy + M2 X= C 
Va ye = C 


E e, 19 
mi xp O o — 16% 
my mM, 7, 


puedan deducirse otras que cumplan con las condiciones 
que exige el teorema de Liouville. 

De todas maneras, como no podemos detenernos en este 
problema de cálculo integral, nos limitamos á recomendar 
á los que quieran profundizar dicho problema, el estudio de 
los métodos de Bertrand y Bour, para lo cual pueden acu- 
dir en consulta á la obra de J. Graindorge, titulada Integra- 
tion des Equations de la Mécanique. 

En rigor, cuando se trata de ecuaciones de Hamilton no 
es preciso que la mitad del número de integrales satisfaga 
al paréntesis de Poisson, y esto está conforme con lo que 
dice M. Poincaré en su teoría de los torbellinos. 


Pero aún podemos obtener otra integral más, porque si 
partimos del sistema de ecuaciones á que antes hemos 
llegado: 


Xx 9pPp Po ap 
=== = mM; ep 

0t Y, ot 9X, 

NOS 0/2 9, op 
mM> == — > Mo = = , 

E y, ot DX, 

Xx op Ys oP 
Mo — 5 Mo == o 


A 


. . . . . r lo 
si multiplicamos la primera de la primera línea por — PR 
of 
z ; O 
la segunda de esta misma línea por , si hacemos esto 
e, 
: : Sa 9 Y 
mismo para la segunda línea, multiplicando por — == 
of 


X> 


ambas ecuaciones, y si hacemos una cosa análoga 


o) 
para las dos ecuaciones de la tercera línea, sumando todos 
estos resultados, en el primer miembro los términos se des- 
truirán dos á dos, y en el segundo tendremos, igualando á 
cero, que es el resultado del primer miembro: 


LIO UNO DIA 
= Yi 1 al oYa =-- 
O e O Ao OL 
USOS: E DAVE JO 

- Lp 4 E E 0 
ES USD bss a jiort 


Ahora bien, P es función de constantes y de X,, J,, X>», 
Y», X3, Ys, y la ecuación precedente indica que la derivada 
total de P con relación al tiempo es nula, es decir, 


ó de otro modo, que P es independiente del tiempo, y, por 
lo tanto, se conserva constante durante todo el movimiento 
del sistema. 

Integrando tendremos 


P = constante, 


que es otra integral más. 

Y sabemos por el curso precedente, que teniendo cuatro 
integrales y un multiplicador, que aquí es la unidad, porque 
son ecuaciones de Hamilton, la integración puede efectuarse 


por cuadraturas. 
a 
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Si asemejamos este problema á los problemas generales. 
de Mecánica, que dependen de las ecuaciones de Hamilton, 
estaríamos tentados á establecer desde luego que la integral 
P = constante es la integral de las fuerzas vivas. 

Mas esta conclusión no sería exacta, en general, como de- 
muestra M. Poincaré en su tratado de los torbellinos, en el 
que mis lectores pueden completar el presente estudio. 

Indicaremos de pasada, tomando estas observaciones del 
ilustre autor, que si el flúido se extiende hasta lo infinito, la 
suma de las fuerzas vivas será infinita. 

Y que aun limitando el flúido por dos planos paralelos al 
plano de las x y, y basta la siguiente observación, también 
la suma de las fuerzas vivas será infinita para el caso de 
torbellinos filiformes. 

Pues, en efecto, como las constantes m expresan los mo- 
mentos de estos torbellinos, dependerán de 7R?£, siendo 
R el radio del torbellino infinitamente estrecho. 

Pero como, si es filiforme el torbellino, R es infinitamen- 
te pequeño de primer orden, R? lo será de segundo, y para: 
que el producto sea finito, como lo son las constantes 7, el 
eje del torbellino € deberá ser infinitamente grande de se- 
gundo orden. 

Ahora bien, en este caso la velocidad de un punto infini- 
tamente próximo al torbellino, es decir, á la distancia R' 
del centro, velocidad que tiene por valor RE, será un infi- 
nitamente grande de primer orden, puesto que R es de pri- 
mero y £ es infinitamente grande de segundo orden. 

Y el cuadrado de esta velocidad, que es el que entra en la 
fuerza viva, será infinitamente grande de segundo orden; lue- 
go la fuerza viva del sistema no puede ser una cantidad tinita. 

Por eso dice M. Poincaré que para dar la interpretación 
á la ecuación 


P = constante, 


de una ecuación de fuerzas vivas, es preciso, que los torbe- 


O 


llinos no sean filiformes, sino que tengan una sección finita,. 
aunque sea pequeña. 

Sólo que en este caso sería preciso profundizar más el 
problema y volver á demostrar las ecuaciones diferenciales 
á que hemos llegado, que se obtienen inmediatamente cuan- 
do los torbellinos son filiformes, pero que no son tan evi- 
dentes cuando son de sección finita. 

Entre otras circunstancias hay ésta, que habrá que estu- 
diar: la deformación, en el movimiento del torbellino, de su. 
sección recta. 

Mas como todos éstos son problemas ajenos, en rigor, á 
nuestra asignatura, damos aquí por terminada esta discu- 
sión, que bien vemos que se prolonga demasiado. 


BO 


XXXVII. — Conferencias sobre Física matemática. 
Teoría de los torbellinos (segunda parte.) 


POR JosÉ ECHEGARAY. 


Conferencia sexta. 


SEÑORES: 


Obtuvimos en uno de los cursos anterioros las ecuacio- 
nes generales de la hidrodinámica, ya en el sistema de La- 
egrange, ya en el sistema de Euler. 

Y suponiendo la temperatura constante hallamos en este 
último sistema las cinco ecuaciones siguientes: 


173 du 9u ou ou 
A = Y e E 
0 OX XxX 9 y dz of 
Vip) 9v 9v 9v 9 
Pa y ey ES — w ce 
0 oy XxX 9 y 0zZ of 
Lo 9w ow IW 9w 
a a e e e == 
paa dx dy 02 ot 
A A E 
of 90X 9y 9z 
o=f(p). 


Son cinco ecuaciones en diferenciales parciales. 
El número de funciones desconocidas es también cinco, 
como el número de ecuaciones, y son dichas funciones: 


U, V, W, P, p. 


io Uca 


Es decir, las componentes de la velocidad para cada pun- 
to en cada instante, y también para cada punto en cada ins- 
tante la presión y la densidad. 

El número de variables independientes es cuatro, que son: 


X, Y, 2, lo 


De modo que podrán entrar las derivadas parciales de 
las cinco funciones con relación á las cuatro variables inde- 
pendientes. Decimos que podrán entrar en dichas ecuacio- 
nes; pero no que forzosamente entren en todas ellas. 

Una vez integradas estas cinco ecuaciones, conoceremos 
para cada punto y en cada instante la velocidad con que pasa 
cada elemento flúido: es decir, sus fres componentes; cual es 
la densidad de este elemento tlúido y cual es la presión para 
ese punto y para ese instante. 

Es preciso, además, que las integrales que obtengamos 
tengan la generalidad suficiente para satisfacer á las condi- 
ciones iniciales y á las condiciones de los límites en el es- 
pacio. 

Claro es, que el problema planteado con esta generali- 
dad, que no es, sin embargo, la mayor, porque hemos pres- 
cindido de la temperatura y de la viscosidad, es un proble- 
ma de dificultad enorme, y que, á decir lo cierto, no han po- 
dido resolver los primeros matemáticos que en él se han 
ocupado; por más que se pudieran citar trabajos admira- 
bles y soluciones muy completas en casos particulares. 

Claro es, además, que si en vez de tratarse de un flúido, 
se tratara de un líquido, y se admitiera aún que la densidad 
era constante é invariable, por ser el líquido incompresible, 
el problema podría simplificarse: en efecto, la última ecua- 
ción desaparecería, toda vez que la densidad no dependía 
-ya de la presión. 

Y, por fin, siendo p constante, el primer término de la 
ecuación de continuidad desaparece y los demás términos 
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podrán dividirse por p. Tendremos, por lo tanto, las cuatro 
ecuaciones siguientes: 


RO 9u ou ou ou 
E LES A pad 9) e — W — =— 

p 0x ox 9y 9z ot 
1 2p oy oy oy o 
=== Y = u===v — W — - 
Oy) o Xx oy oNz of 
MAS 9w 9Ww ow 9w 
LM AE ad — W — == — 

Di ox 0 y 92 ot 

ou 9 9w 
e 0 


El problema general de la hidrodinámica, cuando se pres- 
cinde de la temperatura, está, pues, reducido á la integra- 
ción del primer grupo de cinco ecuaciones, si la densidad 
depende de la presión; y del segundo grupo de cuatro ecua- 
ciones cuando si la densidad es constante. 

Es evidente que todavía se comprende que existan proble- 
mas más complicados que pudieran formar parte del proble 
ma general de la hidrodinámica; pero debemos limitarnos por 
ahora á los casos ya señalados, sin buscar mayores horizon- 
tes, que nos sería imposible recorrer por completo dado el 
carácter de esta asignatura. 


Si supiéramos efectuar la integración de las ecuaciones 
generales, casi todos los demás problemas de la hidrodiná- 
mica podrían resolverse con relativa facilidad, como ya in- 
dicamos en el referido curso de 1910 á 1911. Por ejemplo; 
conociendo u, v, w, en función de x, y, z, t, podriamos de- 
terminar las coordenadas de cada punto en función del 
tiempo. 

Y lo que más importa, para la materia propia de este cur- 
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so, conociendo, como acabamos de decir, por la integración 
de las ecuaciones generales, las expresiones de u, v, w, en 
función de las variables independientes, es decir, 


u=0 (X, y, 2, t), 
v =P (x, y, 2, £), 
M=y (6D, Zo 0. 


se determinarán inmediatamente todos los movimientos ro- 
tacionales del tlúido. 

En efecto, para un punto cualquiera, x, y, z, y en el ins- 
tante £, los movimientos rotacionales están definidos por las 
ecuaciones ; 


== =D, 
9y 92 
fo) ño) 
A E 
90Z XxX 
9 ou Y 
K——ÁáKáKáÁ O == SS 
Ox 9 y 


en las que £, 1, £, representan las componentes de la rota- 
ción en el punto de que se trata para cualquier instante. 

De modo que estas últimas ecuaciones dan la rotación en 
todo punto, puesto que dan sus componentes, con tal que 
se conozcan u, v, w, en función de x, y, 2, Í. 

- No hay mas que efectuar las diferenciaciones, que el pri- 
'mer miembro indica. 

Pero hemos resuelto el problema por la integración de las 
ecuaciones generales; conocemos los valores de 4, v, w, lue- 
go no hay mas que sustituirlos en el primer miembro, y ten- 
dremos 


do A 
oy 92 e 
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respecto á la primera ecuación; y análogamente obtendre- 
mos las demás. 

Ahora bien; puesto que hemos integrado las ecuaciones 
generales, la forma de las funciones a, $, » será conocida, 
luego podremos efectuar las diferenciaciones del primer 
miembro, el cual se convertirá en una función conocida de 
OS Ed 


AMC 2 
y análogamente 


ISI) 20 
CONAN ZAS 


En suma, las tres componentes ¿, 7, £ de la rotación, en 
cualquier punto, quedarán perfectamente determinadas por 
las ecuaciones anteriores. 

No habrá mas que sustituir, en vez de x, y, z, las coorde- 
nadas de dicho punto, y en vez de f el valor del tiempo para 
el instante que consideramos. 

Pero no solamente conoceremos el valor del torbellino: 
para dicho punto, sino la velocidad del elemento de torbe- 
llino, toda vez que conocemos u, v, w y además su trayec- 
toria, como antes explicábamos. 

Esto, que tan fácilmente se dice, podrá ser difícil, ¡n= 
mensamente difícil, pero en teoría todos estos problemas 
están resueltos; todos dependen de resolver el problema de 
la integración. 


Resuelta la integración, conocemos los dos movimientos 
en todos los puntos del flúido: el movimiento rotacional y el 
irrotacional; pero ahora vamos á ocuparnos exclusivamente 
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en otro problema, que podemos llamar inverso del an- 
terior. 

Las integrales generales dan, según hemos dicho, en el 

.problema directo, u, v, w, para todos los puntos y para to- 
dos los instantes. 

Si los valores de x, y, 2, £, dan para las funciones A, B, C, 
valores finitos, eso nos demostrará que en el punto x, y, 2, 
y en el instante f existe el torbellino y tiene un valor de- 
terminado, y el movimiento rotacional existe, por consi- 
guiente, en ese dicho punto. 

Si las funciones A, B, C se redujeran á cero, esto nos 
demostraría que en tal punto el movimiento era irrotacional. 

El problema directo, en teoría está resuelto, como hemos 
dicho y repetimos; pero supongamos, y este es ahora nues- 
tro caso, que por un procedimiento especial ó porque así se 
nos plantea el problema, conocemos para cierto instante el 
valor de £, 1, € en función de x, y, z, f, es decir, que cono- 
cemos las funciones A, B, C, que definen las componentes 
del torbellino para cada punto. 

Y con estos datos se plantea el problema siguiente: 

Determinar el movimiento en cualquier punto del tlúido, 
esté ese punto en un torbellino ó fuera de todo torbellino. 
- Determinar dicho movimiento, repetimos, para todo el 
flúido y para cualquier instante si €, 7, € se expresan en 
función de x, y, z, y además de t. 

Determinarlo para un instante determinado ?, si para ese 
instante se nos dan €, 7, £ en función de xX, y, Z, pero no de 
t, sino de la constante f, que define dicho instante. 

Porque, fíjense bien mis alumnos á fin de evitar toda con- 
fusión. 

A primera vista, dar los ejes de los torbellinos, ó sea dar 
sus componentes, no es dar mas que una parte del movi- 
miento; pues habrá regiones en que el movimiento sea ro- 
tacional, pero en otras regiones podrá no serlo; y lo que 
pretendemos es determinar el movimiento irrotacional co- 
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nociendo sólo el rotacional, y más aún, completar el proble- 
ma para los mismos puntos dotados de movimiento rota- 
cional en lo que pudiéramos llamar el avance. 

Pues si bien sabemos el valor de la rotación en cada 
punto, no sabemos cómo se mueve ese punto en la masa 
general del ilúido. 

Ni a priori es evidente que el conocimiento de €, 7, € bas- 
te para determinar el movimiento del tlúido. 

Se nos da, como antes decíamos, sólo un accidente, una 
parte del fenómeno: el torbellino en cada punto donde exis- 
ta; y con este dato únicamente queremos determinar el mo- 
vimiento de todos los puntos de la masa. 

Todavía más claro: antes las funciones u, P, y nos deter- 
minaban €, 1, €; pues en este problema inverso vamos á 
demostrar que conociendo £, 7, € podemos conocer au, $, y. 

Y que el problema es determinado (hablamos en térmi- 
nos generales) se ve desde luego; porque las ecuaciones 
que determinan los torbellinos hemos dicho que son estas 
tres: 


9 Ww oy ot 

= LE == E 

oy 902 

ou Iw > 
RÁ AR BR f, 

oz 9Xx 

9vV 9u a 

ox oy 


Los segundos miembros son funciones conocidas de x, 
y, 2, E (6 £,), luego el problema consiste en buscar los va- 
lores de u, v, w, de modo que satisfagan á las tres ecuacio- 
nes diferenciales precedentes. 

Claro es, por lo demás, que siempre quedan en pie los 
dos problemas capitales: el del estado inicial y el de los lí- 
mites en el espacio. 

Si el problema de la integración estuviera resuelto en el 
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análisis matemático de una manera general y completa, nada 
habría que agregar á lo dicho. 

Por desgracia no es así. Existen teorías generales, pero 
no absolutamente generales, y la mayor parte de las veces 
las integraciones se efectúan por artificios especiales pro- 
pios de cada caso. 

Aunque en una gran parte de este curso hemos de tomar 
por guía la exposición clara y metódica, y bastante completa, 
que hace de la teoría de los torbellinos Mr. Appell en su 
tratado de Mecánica, por el pronto vamos á seguir un mé- 
todo de integración idéntico en el fondo al del autor citado, 
pero que parece más directo. 

Nos proponemos deducir, de las tres ecuaciones anterio- 
res, otras tres ecuaciones diferenciales, que sólo contenga 
cada una de ellas una de las funciones desconocidas 4, Y, 
w. Es decir, un procedimiento de eliminación. 

Para ello diferenciaremos la primera con relación á y, la 
segunda con relación á x, y restaremos. 

Tendremos, pues, 


DA 0 Y) AS 95 
oy? dy 9z oy 
22 1 2w 97 
-— = 2 
IOXOZ ax? IX 
y restando 
92 1y TA 92 y 92 y 92 y az 97, 
dx? .9y? 2y9z a 9 y 90x 


No hemos conseguido todavía que quede unade las tres 
funciones u, v, w, pero lo conseguiremos por un artificio su- 


mamente sencillo; á saber: 
9 ; 
resultará 


2 
NE 


Agregando y quitando 


Pero en esta expresión, los tres términos negativos del 
primer miembro se reducen á cero, porque, en efecto, se 


tiene 
9y ou 9 W 
do Y 
0? y 9? y e 9y 9x 92 
dy 92 I0x0z 972? 92 


y en virtud de la condición de continuidad, que para este 
caso es 


MIO 9 Ww 
LL —= = 0 

Xx oy a 

resulta 
o 2 u 9 9wW 
XxX lo) 02 
=> L. =0. 
9Z 


Porque no ha de olvidarse, que suponemos p constante; y 
el paréntesis anterior será cero, y los tres términos negati- 
vos desaparecerán, con lo cual la ecuación queda reducida 
á esta forma: 


Km 


92 y 92 yw CAE Y DÉ 39m 
9x2 9 y? IT E 


ó según una notación que ya hemos empleado en otras con- 
ferencias 


OS 


Mas estas ecuaciones diferenciales de segundo orden, ya 
en cursos anteriores las hemos estudiado con la posible ex- 
tensión. En suma, son las ecuaciones de Poisson. 

Claro es que por transformaciones idénticas, cuyos cálcu- 
los escribimos sin más explicación, obtendremos otra ecua- 
ción que sólo contenga u y otra ecuación que sólo conten- 
ga ?. 

Así, diferenciando la segunda con relación á z y la terce- 
ra con relación á y, y empleando transformaciones análogas 
á las ya explicadas, tendremos sucesivamente 


92 y 92 yw 97 
92? A A 
9? y AS 
oO 9y 
SA 9? y 9? y A 21 end 
oz? 9 y? I0x0zZ 0X 9y dz 9y 
AO pad 92 y 9? y PNUDANE 
e oy? 807 IXOZ 9x0y 9x? 
lo) lo) 
=2(= E 
OZ oy 
lo) 9v 9 
lo Ln eo —) 
92u 0? 22u 22 9 y Se) 
oz? oy? 9x? 20 
OEA oí 
=21 — = 
392u y co, 92 2( 9É 
oz? gy? ox? 0zZ oy 


Y por último, diferenciando la primera con relación á 2, 
la última con relación á x, restando de ésta aquélla y em- 
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pleando el mismo sistema de transtormaciones, tendremos 
este cálculo, verdaderamente elemental y análogo á los pre- 
cedentes. 


ox? ox 0y dy oz oz? DX 9zZ 
ou 9 WwW 9 y 
(de ésa 
92y 92 y apiaña Ox 92 9y hs 
DNA MA e oy 
= 2 


En suma; hemos obtenido las tres ecuaciones siguientes 
por un procedimiento uniforme y sencillísimo: 


Cada una de ellas es una ecuación diferencial de segundo 
orden del tipo clásico, que ya hemos estudiado en otras con- 
ferencias; es la ecuación clásica de Poisson, que viene á 
completar y á generalizar la ecuación, también clásica, de 
Laplace. 

Como antes indicábamos, en el curso en que estudiamos 
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la teoría de la potencial, estudiamos con la extensión que 
nos tué posible, la integración de este tipo de ecuaciones. 

Los segundos miembros de las ecuaciones precedentes 
son funciones perfectamente conocidas, puesto que son da- 
tos del problema £, 7, €, Ó sean las componentes en cada 
punto, del torbellino. Y si éstas son funciones de forma co- 
nocida de x, y, z, t, (Ó £,) los segundos miembros se ob- 
tendrán inmediatamente por diferenciaciones con relación á 
Ze , 

Representando por L, M, N los segundos miembros de 
las ecuaciones anteriores, que serán funciones de X, y, 2, 
tendremos: 


A i= IL SD, Zo lo) 
NDA (SS 7 25d) 
NY == INES 1% ZU) 


Integrando estas ecuaciones habremos resuelto el proble- 
ma que nos proponíamos, pues habremos obtenido las com- 
ponentes de la velocidad en cualquier punto del tlúido en 
función de las coordenadas del punto. 

Del tiempo no hay que ocuparse, porque se trata de un ins- 
tante f,, y aunque entrase f no es variable de la integración. 

Las tres ecuaciones anteriores son del mismo tipo: lla- 
mando V la función deconocida, y y la función del segundo 
miembro, función que depende de x, y, z, y también de £, 
aunque por el momento prescindiremos de esta variable 
porque ó es una constante ó no es variable de la integración; 
tendremos, pues, la ecuación diferencial 


AV=y 
que, desarrollada, se convierte en 


y 2 y, av 
er oy? oz 


= 1 (891% 2 )e 
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Hay, pues, que integrar dicha ecuación diferencial; es de- 
cir, hay que buscar una función V (x, y, z) que, sustituida 
en el primer miembro, dé un resultado idéntico al segundo, 
convirtiendo toda la ecuación en una identidad. 


p (Xx, y, 2) = u (%, y, z) 


Ó, si se quiere, 


0= 0 


Pero esta ecuación sabemos integrarla y la hemos estu- 
diado ya en el curso de 1911 á 1912 al tratar de la poten- 
cial. 


Es, en suma, volvemos á repetirlo, la célebre ecuación de 
Poisson 


A V=-— 4x5 


en que 2 es una función Xx, y, 2. 
Se ve, en efecto, que la ecuación 


AV=u 


Ú 


puede ponerse bajo la forma 


ay=-=a0 (2) 
4dT 


y haciendo — re = 9 coincide con 


== 2 


Sabemos integrar esta ecuación, y, por lo tanto, sabremos 
integrar las tres ecuaciones que nos dan 4, Y, w. 
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La integral de la última ecuación, demostramos, en las 
conferencias del curso antes citado, que era 


Bueno es recordar la significación de esta fórmula. 
Yes una función de las coordenadas de un punto cual- 


Figura 5.* 


quiera del espacio; coordenadas que llamaremos x', y”, z' 
(figura 5.*). 

9 es el volumen infinitamente pequeño correspondiente á 
un punto cualquiera A”, y tendrá por valor 9x” dy” 92”. 

Por último, r representará la distancia A A” de un punto 
cualquiera del espacio A” á otro punto cualquiera A, cuyas 
coordenadas x, y, z son las variables que entran en la ecua- 
ción diferencial 


AAA A MEA 


9x2? 9 y? Dz? 
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De modo que tendremos 


VO PH OI E Y 


Y si expresamos el valor ue V con todo su desarrollo, po- 
dremos escribir 


Ms y o ZA 
V LE) == KK (1) 
a Wii rol 


Nada hemos dicho aún de los límites de la integración. 
En rigor puede extenderse á todo el espacio. Prácticamente 
sólo se extenderá á los puntos en que 2 tenga 'un valor fini- 
to, porque donde 2 sea nula el elemento de la integral des- 
aparece. 

Por eso hemos puesto como límite de la integral E, sig- 
nificando: espacio E en que existe 0. 

Se ve que las variables de la integración son x', y”, 2”, y 
que etectuada la integración triple éstas desaparecen y sólo: 
quedarán la x, y, z 

Por eso, en rigor, el segundo miembro es una función de 
x, y, z, aunque obtenida por una triple integral; y por esta ra- 
zón hemos expresado en el primer miembro que Ves una 
función de X, y, z 

Esta función V, demostramos en el curso citado que era 
la integral de la ecuación diferencial de Poisson, es decir, 
que sustituida en ella la convertía en una identidad. 

No pretendemos repetir aquelia demostración; pero vamos. 
á indicar ligeramente los resultados principales que obte- 
níamos. 

Para fijar las ideas supongamos que 9 (x”, y” 2) sólo tie- 
ne valores finitos en el interior de una superficie E, y que 
en el resto del espacio es nula; y vamos á recordar que, en 
efecto, el valor de V que hemos escrito satisface á la ecua- 
ción de Poisson en todo el espacio. 
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Tomemos primero un punto A en lo exterior de la super- 
CIS: 

¿Cómo obtendremos el valor de V, correspondiente al 
punto xXx, y, 2? 

El valor (1) lo demuestra claramente. 

Se tomarán todos los puntos A”... A”,... 

Para cada uno de ellos, por ejemplo, A”, se sustituirán las- 
tres coordenadas x”, y”, 2” en 2 y en el denominador; se 
multiplicará el cociente por el elemento 9x” 9y” 92” y se su- 
marán estos infinitos resultados, que es lo mismo que decir 
que se hallará la integral triple que hemos designado en (1). 

Claro es que como en A”, y en los puntos exteriores, 9 es 
nula, todos los elementos de la integral correspondientes 
serán nulos también. 

Sólo quedarán los elementos que corresponden á A/,... 

Por eso se dice generalmente, que no hay que integrar en 
todo el espacio, sino únicamente en la región Ó regiones en 
que 9 tiene un valor finito. 

El valor que resulte para V en x, y, z, satisfará evidente- 
mente, puesto que así lo hemos demostrado, á la ecuación. 
de Poisson 


Pero obsérvese, que si la integral sólo se refiere á 
puntos del exterior del espacio E y espacios análogos, en 
cuyo caso la integral es lo que llamábamos la potencial de 
dichos espacios con relación á un punto exterior, dicha in- 
tegral no satisfará á la ecuación de Poisson, sino á la de 
Laplace  - 


Mas en todo esto no hay contradicción, porque para los 
puntos exteriores A, 3 es cero y la ecuación de Poisson se 
convierte en la ecuación de Laplace, como caso particular. 
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Análogamente demostramos en teoría de la potencial que 
la expresión (1) satisface á la ecuación de Poisson en todos 
los puntos interiores del espació E, como el A',. 

En efecto; demostramos en dicha teoría de la potencial 
que, aunque al parecer en este caso V tomaba una forma 
infinita, porque al elegir puntos muy próximos al A”, para 
calcular los valores correspondientes de la expresión dife- 
rencial, el denominador r era infinitamente pequeño; esta 
forma infinita era aparente y la integral tendría un valor 
idéntico al del segundo miembro 470, 

En suma: el valor (1) de V resuelve el problema. 

Y, sin embargo, alguna duda ocurre que conviene desva- 
necer por completo. 


Hemos obtenido las tres ecuaciones 
N= LE AM, Aw=N, (2) 


que nos han dado los valores de u, v, w, par transformacio- 
nes sencillísimas de las tres ecuaciones fundamentales: 


W E 
=23, 
oy 22 
911 ow 
— =27, (3) 
oz XxX 
9y ou o 
9x y pe Ñ 


> 


En resumen: todo sistema de valores de u, v, w que satis- 
face á las ecuaciones (3) satisface, evidentemente, á las 
ecuaciones (2). 

En las ecuaciones (2) están todas las soluciones que bus- 
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camos; pero no es evidente que todas las soluciones del sis- 


tema (2), por ejemplo, la que nosotros hemos obtenido, sa- 
tistagan al sistema (3). 


Sería preciso hacer la comprobación. 

Tal observación y tal escrúpulo son elementales y se en- 
cuentran en multitud de problemas; pero son importantisi- 
mos, bajo el punto de vista del rigor de las demostraciones. 


Duda elemental que puede presentarse en los casos más 
sencillos. 


De la ecuación 
O (a) 
se deduce 


x?= 4, (0) 


La solución de la primera satisface á la segunda; pero no 
toda solución de esta última es solución de la primera. Por 


ejemplo, x= - 2 satisface (b); pero no satisface á (a). 
Otro ejemplo: 
De 
y =p (a) 
se deduce 
dy =4x*0x (0%) 


y la integral de ésta es 
y = 636 (c”) 


La relación (a”) satistace á la relación (0”), y, por lo tan- 
to, á (c); pero no todas las expresiones comprendidas en 
(c”) son idénticas á (a); porque c es arbitraria y y es deter- 
minada. 

Cuando se efectúan transformaciones legítimas sobre una 
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ecuación, la ¡igualdad subsiste; pero el número de solucio- 
nes, el campo, por decirlo así, de estas soluciones, podrá 
variar, y como extensión la primera ecuación podrá no ser 
equivalente ála segunda. Las diferenciaciones amplían el 
campo porque tienden á una mayor generalidad de los sis- 
temas. 

Por eso decíamos, que la solución que hemos hallado para 
u1, v, w, volviendo á nuestro problema, no es evidente que 
satisfaga al sistema primitivo. : 

Por esta razón vamos á explicar ahora otro método, que 
puede verse en la Mecánica de Appell, más largo, al pare- 
cer indirecto; pero como rigor lógico, irreprochable. 


Volvemos, pues, al punto de partida. 
Dados los torbellinos para un instante, determinar el mo- 
=vimiento del sistema en ese instante. 
Pero definamos el problema de una manera completa, 
porque pueden presentarse varios casos. 
Primero. Por ejemplo: que se trate de un líquido. 
Segundo. Que se trate de un gas. 
Tercero. Que el flúido tenga límites finitos ó que se ex- 
tienda hasta el infinito. 
Nosotros vamos á considerar, por el pronto, el caso de 
un líquido ó flúido, absolutamente incompresible, de densi- 
«dad constante, extendiéndose hasta el infinito; y en ese lí- 
quido ó flúido vamos á considerar movimientos rotacionales 
-en regiones determinadas. 
Y suponemos que se conozca para cada punto del movi- 
miento rotacional el valor correspondiente del torbellino, ó 
-Ssean sus tres componentes €, 7,, €, que serán funciones per- 
fectamente definidas de x, y, z, f, teniendo f un valor de- 
“terminado. 
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Claro es que estas funciones serán nulas en todos aque- 
los puntos en que para un instante dado el movimiento sea 
irrotacional. 

Y el problema era éste: 

Determinar el movimiento, es decir, las componentes u, 
v, w de la velocidad para todos los puntos del flúido. O de 
otro modo: determinar el movimiento irrotacional, y deter- 
minar asimismo el de transporte de los torbellinos en el 
momento dado. 

Porque, fíjense bien mís alumnos: se conocen los valores 
de los torbellinos para cada punto y en cierto instante, pues- 
to que se dan £, y, € en función de x, y, z, f,; pero no se dice 
cómo se mueve este torbellino como entidad permanente é 
indestructible. 

Es como si se dijera, y permitaseme un ejemplo: cuando 
á tal punto del Océano llegue en un momento dado un bar- 
-co, ese barco será tal que el volante de su máquina girará 
con determinada velocidad; pero no se dice, ni qué camino 
ha seguido ese barco para llegar á ese punto, ni cómo se 
moverá después de pasar por él. 

Tampoco se sabe cuáles serán los movimientos del agua 
-del mar que rodea al barco. 

Este problema lo hemos resuelto en el curso de 1910 á 
1911, cuando se trataba de torbellinos rectilineos y para- 
lelos. 

Ahora vamos á resolverlo en general para el caso que 
«acaba de indicarse de flúidos incompresibles y de densi- 
dad constante y uniforme, situados en el espacio de tres 
«dimensiones. 

El problema se convierte, como hemos visto, en un pro- 
blema de análisis, es decir, de cálculo integral; á saber: in- 
tegración de las tres ecuaciones 


= ANN == 


ou 9Ww 


PAEZ 
oz OX 
oy 2u 

Bs =2%. 
DX oy 


Son tres ecuaciones en diferenciales parciales de primer 
orden. 

Las incógnitas, es decir, las tres funciones desconocidas, 
son u, V, w, que serán funciones de X, y, Z. 

Los datos son <, 7,, l, que son funciones de X, y, z para 
el instante f.. 

Claro es que estas integrales deben tener la generalidad 
suficiente para satisfacer á las condiciones iniciales y á las 
condiciones de los límites, si del instante f, pudiéramos pe- 
sar á un instante cualquiera f. 

De este problema, es decir, de la integración de las tres 
ecuaciones diferenciales, hemos dado ya una solución en 
esta conferencia. 

Solución, al parecer, muy sencilla y muy directa; pero ha 
de confesarse que no es tan rigurosa como pudiera apete- 
EENSE: 

Y la razón ya la hemos indicado. 

Sería preciso demostrar que las sóiuciones dadas para 
u, v, w satisfacen á las ecuaciones diferenciales propuestas; 
de suerte que las soluciones u, v, w han de convertir las 
ecuaciones diferenciales en identidades. 

Pero lo único que sabemos es que satisfacen á ecuacio- 
nes diferenciales de segundo orden deducidas de aquéllas. 

En vez de procurar dicha comprobación, preferimos, 
como hemos indicado, exponer el método que presen- 
ta Mr. Appell en su mecánica, método que es absolutamente 
correcto. 

Y éste será el objeto de la conferencia próxima. 
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XXXVII — Estudios analíticos acerca del vanadio. 
POR VICENTE GARCÍA RODEJA. 


Practicando algunas reacciones con el cupferrón (sal amó- 
nica de la nitrosofenilhidroxilamina) observé que el molib- 
deno y el vanadio precipitaban con este reactivo. Al no en- 
contrar en la literatura del cupferrón ningún trabajo acerca 
de tales precipitaciones, estudié detenidamente la segun- 
da, hallando ciertas particularidades que creo dignas de 
consignarse, á ejemplo de la precipitación incompleta del 
vanadio pentavalente en presencia de los productos oxida- 
dos del cupterrón, que es en cambio completa cuando actúa 
como tetravalente. También he estudiado la sensibilidad de 
la reacción y el modo de realizar algunas separaciones. Hice 
además varias determinaciones colorimétricas, utilizando la 
acción del ácido tánico sobre compuestos vanádicos neutros. 

Antes de exponer mi trabajo quisiera indicar someramen- 
te el estado actual de la química analítica del vanadio, como 
resumen de los muchos artículos publicados en las Revistas 
de Química. Sin entrar en detalles, daré una idea de la pre- 
paración del cupterrón. 

Para mejor ordenar el trabajo lo he dividido en las si- 
guientes partes: 1.*, importancia del vanadio; 2.*, estado de 
la química analítica del vanadio; 3.*, usos analíticos del cup- 
ferrón; 4.*, preparación de este reactivo; 5.*, nueva reacción 
coloreada del vanadio; 6.*, observaciones sobre una reac- 
ción muy sensible del vanadio; 7.*, precipitación cuantitati- 
va del vanadio con cupferrón; 8.?” separaciones; 9.*, resu- 
men, y 10.*, bibliografía. 

Ante todo, séame permitido cumplir un deber, haciendo 
pública mi gratitud hacia el maestro que me inició en el es- 
tudio de la Química, el Dr. D. Rafael Luna y Nogueras, 


Rev. Acab. DE Cieycrias.—XII.—Junio, 1914. 53 
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quien me ha permitido utilizar el material del Laboratorio 
de Química de la Universidad de Valladolid para realizar el 
presente trabajo. 


IMPORTANCIA DEL VANADIO 


Prescindiendo de pormenores sobre los usos que hoy se 
dan á este metal; sin detenerme tampoco en reseñar sus 
aplicaciones industriales, ni en su importancia en diversas 
cuestiones científicas, me fijaré- de preferencia en su utili- 
dad y en el papel que tiene en la industria, rápidamente 
conquistado, y que, si no predominante, esá lo menos lo 
bastante interesante para que los tratados de Química, aun 
los elementales, se ocupen ya de un metal llamado raro 
hasta hace poco, en que sólo tenía interés científico ó 
teórico. | 

En realidad, no haría falta que en un trabajo de la índole 
del presente se pusiese de manifiesto la utilidad de lo que 
constituye la base del mismo, porque en el terreno científi- 
co, cualquier observación sobre los más raros é insignifican- 
tes fenómenos merece que se consigne y se fije, porque 
puede, con el tiempo, servir de base á fructiferas teorías, 
que á la vez que ensanchan el campo de la Ciencia, propor- 
cionan utilísimas aplicaciones á la industria y á las necesi-. 
dades Ó comodidades modernas. Sin embargo, he creído 
necesario demostrar que el vanadio posee interesantes apli- 
caciones, cuya extensión rápida débese á lo bien conoci- 
das que son sus propiedades (y las de sus compuestos), 
después de los trabajos de Berzelius, Roscoe, Osmond, 
Witz y Rose, primero, y de los posteriores de Goldschmidt, 
Hillebrand, Maillard Hauser, A. Carnot, Matignon, Arnold, 
Gin, Ditte, Guillet, Muñoz del Castillo, Piñerúa, etcéte- 
ra, etc. 
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El metal de que tratamos fué encontrado por un español, 
D. Andres del Río, profesor de Mineralogía de Méjico, 
en 1801; puesta en duda su existencia como elemento, el 
mismo sabio no se atrevió á asegurar que fuese tal, y corri- 
gió su primera opinión (1). Sefstróm (2) aisló un metal, que 
llamó vanadio, dedicándolo á una de las diosas guerreras 
de la mitología escandinava, como si hubiese adivinado una 
de las aplicaciones que había de tener. Wóhler demostró. 
que este metal era el mismo que Del Río había llamado en 
un principio eritronio. Berzelius estudió varios de sus com- 
puestos, y ya hemos dicho antes que después han sido 
muchos los químicos que se han ocupado del vanadio y 
de sus combinaciones. 

El que quiera conocer el resumen de estos trabajos puede 
consultar, además de las obras especiales, los diccionarios 
de química ó enciclopédicos (3). 

Los compuestos de vanadio se utilizan en la fabricación 
de tintas, del negro de anilina y del ácido sulfúrico (en que 
obra como catalizador oxidante); en cerámica, en medicina, 
en fotografía, etc.; pero en todos estos usos se consume una 
cantidad de vanadio mucho menor que la invertida en la fa- 
bricación de ferrovanadio y otras aleaciones vanadiferas, 
para la cual produce anualmente la industria (4) muchas 
toneladas de ácido vanádico. Son estas aleaciones de em- 
pleo creciente, porque, como demostró Guillet (5), cuando 
existe vanadio en los aceros en la proporción del7 por 1.000, 
y aun en cantidades menores, les comunica propiedades 
excelentes, como son la mayor dureza, que conservan aun- 
que se eleve su temperatura, mayor resistencia á la ruptura 
por choque, tracción, etc. (6); propiedades que les hacen 
aptos para usos tan diversos como la construcción de pro- 
yectiles (que son mucho más penetrantes por no perder su 
dureza al calentarse por el choque), placas para el blindaje, 
limas, taladradores, etc. 

Estas propiedades también las comunican otros metales 
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(como el Cr, Mo y W), pero la acción beneficiosa máxima 
es debida al vanadio (7), y se ha podido utilizar en la in- 
dustria porque el precio de este metal ha descendido (8) 
de 70.000 á 150 francos el kilogramo. (En alguna ocasión 
alcanzó hasta 130.000 francos.) 

Además de los usos citados, se emplean las aleaciones 
vanadíferas en la construcción de piezas diversas para 
automóviles, utilizándose para ello un 80 por 100 de las 
800 toneladas que anualmente produce la casa William and 
Robinson (9). 

Otros muchos datos podrían aducirse para hacer ver la 
importancia industrial del vanadio; pero nos basta lo dicho 
para nuestro objeto. 

Acompaña al vanadio principalmente el titanio en las 
rocas y minerales que provienen de los terrenos de forma 
ción primordial, donde, según Vogt é Hillebrant, se encuen- 
tra en la proporción de 0,015 á 0,052 por 100 de metal. Las 
lavas tienen vanadio algunas veces; Ricciardi lo encontró en 
el Vesubio, y hemos podido comprobarlo en las lavas del 
Chinyero, en un trabajo en que tuve el honor de colabo- 
rar (10). Otros muchos minerales contienen cantidades me- 
nores de este metal. 

Algunos otros minerales contienen vanadio en cantidades. 
considerables. Son éstos, la vanadinita, carnotita, roscoelita, 
y muchos, como la endlichita, la chileíta, etc., de muy diver- 
sa constitución química. 

En nuestro suelo existen varios de estos minerales. El 
Er. D. José Muñoz del Castillo (en colaboración con el 
Dr. D. Rafael Luna) dió por primera vez noticia de su 
existencia (11) y el Dr. D. Eugenio Piñerúa ha hecho 
posteriormente estudios sobre los mismos. Algunos de los. 
yacimientos son utilizados para la extracción de vanadio; 
asi, el de Santa Marta se explota en la fábrica de Bas- 
Coudray (Mayene, Francia) mediante un procedimiento. 
patentado (12). 


0 


Dada la frecuencia con que se encuentra en los terrenos 
no es extraño que se haya comprobado la existencia de 
vanadio en las cenizas de diversos vegetales nacidos en 
terrenos arcillosos (13)Ó volcánicos (14), en la remolacha (15) 
y en otros muchos vegetales (16). Demercay ha sospechado 
que los animales deben contener pequeñas cantidades de 
vanadio, y Henze (17), estudiando algunas propiedades 
curiosas de la sangre de ciertos ascidios, encontró que en 
el cromógeno de la misma había ácido vanádico en la pro- 
porción de un 15 por 100 de sus cenizas, careciendo éstas 
de hierro y de manganeso, ejerciendo, por lo tanto, en dichos 
animales el vanadio el papel que estos otros metales rea- 
lizan en la mayoría de los seres vivos, fijando el oxigeno y 
distribuyéndolo en el organismo conforme á sus necesi- 
dades. 

Para terminar este rápido recorrido, séame permitido pre- 
guntar: ¿Cómo se encuentra el anhídrido vanádico en tan 
considerable proporción (hasta un 38 por 100) (18) en las ce- 
nizas de los carbones minerales de procedencias diversas, 
como San Rafael (Argentina), Yaulí (Perú) (19), etc.? ¿Es que 
Il facilidad de las oxidaciones y reducción del vanadio con- 
tibuyó á favorecer aquel colosal desarrollo de las vegeta- 
ciones primitivas? 


II 
ESTADO ACTUAL DE LA QUÍMICA ANALÍTICA DEL VANADIO 


Todos los antiguos y clásicos procedimientos de dosifica- 
ción del vanadio han sido cuidadosamente estudiados y re- 
visados por diversos químicos, en vista de las dificultades 
que presentaban ó de las inexactitudes á que conducían. 

El método tan conocido de Rose, que según Hensen (20) 
es el mejor de los procedimientos de precipitación del va- 
nadio, presenta, en el caso de existir cloruros en el líquido, 
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graves inconvenientes; pues según experimentos de Auer- 
bach y Lange (21), puede perderse hasta un 20 por 100 
de V, O, en la calcinación. 

La antigua dosificación del vanadio al estado de vanadato 
amónico, propuesta por Berzelius (22), á pesar de las di- 
versas modificaciones que ha sufrido, ninguna ha dado re- 
sultados bastante exactos, según Rosenheim, Mich, Liebert 
y Euler, hasta que Gooch y Gilbert han propuesto una nue- 
va que parece aceptable (23). 

También el método de Roscoe (24), aunque largo, es pre- 
ferido á la modificación de Holverscheidt (26). El procedi- 
miento de E. Hauser (25), aunque ofrece algunos inconve- 
nientes, es más corto que otros y da resultados aceptables. 
Otros métodos deben ser desechados como poco precisos. 

Los métodos volumétricos son preferidos en las dosifica- 
ciones de vanadio (27). La dosificación con permanganato, 
después de una reducción del compuesto de vanadio, es un 
procedimiento recomendable y muy usado. Ha sufrido di- 
versas modificaciones respecto á los modos empleados para 
reducir las soluciones, siendo una de las más recientes la 
propuesta por Miiller y Diefentháler (28), consistente en re- 
ducir con alcohol y que, según Wegelin (29), da muy buenos 
resultados para determinar vanadio en presencia de hierro. 

También es digno de mención el método de Cain y Ho. - 
tetter (30). 

En otras ocasiones, principalmente cuando se trata de 
analizar aceros, aleaciones ó minerales de vanadio, se em- 
plea un procedimiento i¡odométrico, que, aunque más com- 
plicado, da buenos resultados. Está descrito en Tread- 
well (27), pág. 623. La modificación de Miiller y Diefenthá- 
ler (31) da resultados excelentes, según Wegelin (29). 

Atach (32) ha dado á conocer un nuevo método volumé- 
trico empleando el azul de leucometileno y valorando con 
tricloruro de titanio, conveniente en el caso de existir juntos 
Y, Cr re: 
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Cuando existen pequeñas cantidades de vanadio se 
emplea exclusivamente el procedimiento colorimétrico de 
Maillard (33), que consiste en utilizar el color rojo que da 
el agua oxigenada á las disoluciones aciduladas de ácido 
vanádico. El procedimiento de Gregory (34), que consiste 
en aprovechar el color que una disolución sulfúrica de va- 
nadio da con otra también sulfúrica de estricnina, no es re- 
comendable; el color es poco estable. 

El procedimiento electrolítico de Truchot (35) no da, se- 
gún Hense, resultados suficientemente exactos. 

Las separaciones del vanadio presentan serias dificultades, 
y para disculpar mi humilde opinión cito el testimonio de 
Chesnau (profesor de Análisis mineral de la Escuela de 
Minas, de Paris), que lo asegura en el artículo á que se re- 
fiere la nota (4). No me detendré en hacer el resumen de las 
ventajas é inconvenientes de todos los métodos porque se- 
ría, además de separarme de mi objeto, repetir lo que puede 
consultarse en Tratados especiales. Citaré, no obstante, 
algunos de los muchísimos artículos referentes á una sola 
separación (Fe y V) que demuestran la serie de dificultades 
con que se tropieza en ella. 

Entre los muchos procedimientos publicados deben 
desecharse los de Blair, Arnold y Nicolardt, que no dan re- 
sultados satisfactorios (36), del mismo modo que los de 
Ledebur y de Pozzi-Escot, que tampoco son buenos, según 
Becker (37). Pueden citarse, entre los recomendables, los de 
Deiss y Leysath (38), Bleeker (39), Jaboulay (40), Piñerúa 
Alvarez (41), Demarest (42), Cain y Hostetter (43), siendo 
dignos de especial mención, por su rapidez, los de Warynsky 
y Mdivani (44) y el de Slavik (45). Este último, según R. Ro- 
genhofer (46), no ofrece gran novedad, pero, según Men- 
nike (47), da buenos resultados dentro de su rapidez y 
sencillez. 

No insistiendo más sobre la cuestión, paso á exponer el 
trabajo que he realizado, que presenta, desde luego, alguna 


USA 


novedad en la química analítica del vanadio, por utilizar el 
cupterrón, el cual tiene la ventaja de permitir realizar con 
gran rapidez algunas separaciones. 


1001 
USOS DEL CUPFERRÓN 


Desde que Baudisch (48) introdujo este reactivo en la 
química analítica fueron muchos los usos que ha recibido, 
siendo los primeros la precipitación de hierro y el cobre, á 
lo que debió su nombre (que se conserva por ser tan largo 
el propio). Estas precipitaciones, así como las propiedades 
del reactivo y la manera general de conducirse en las mis- 
mas, han sido expuestas en el artículo citado. Posterior- 
mente, Biltz y Hódtke (49) han estudiado la precipitación 
del mercurio y del estaño, Fresenius la del bismuto (50), 
Schróder (51) la del titanio y circonio, Nissenson (52) la 
separación del hierro del arsénico y del cobalto, Hanus y 
Soukup (53) la del cobre del cinc y cadmio, y Bellucci y 
Grassi (54) la del titanio y aluminio. Además, Nissenson (55) 
ha indicado algunos métodos que pueden estudiarse para 
la separación de diversos cuerpos del hierro y el cobre. 

Los mejores resultados se obtienen en la separación del 
hierro de los metales de su grupo analítico, como puede 
verseconsultando el trabajo de Biltz y Hódtke (49). 

Tratando de investigar la manera de conducirse este nue- 
vo reactivo con algunos otros metales cuya acción no esta- 
ba todavía estudiada, encontré que el molibdeno y el vana- 
dio también precipitaban con el cupferrón. La parte princi- 
pal del presente trabajo se refiere al estudio que he realiza- 
do acerca de tal reacción. 
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1V 
PREPARACIÓN DEL CUPFERRÓN 


Existiendo dificultades para proporcionarse el cupterrón, 
pues las casas de productos químicos, á pesar de anunciar 
tal producto en alguno de sus catálogos, no lo sirven, me 
he vusto precisado á obtenerlo sis viendo las indicaciones 
de Baudisch (56). Como por los múltiples ensayos y pre- 
cipitaciones realizados he necesitado preperarle varias ve- 
ces, he podido comprebar la necesidad de guardar escru- 
pulosamente algunas de las precauciones que se indican y 
he observado detalladamente los fenómenos producidos en 
tal obtención; por esto me permito hacer resaltar todo aque- 
Mo que me parece digno de mención, para que con estos 
datos se completen las instrucciones que minuciosamente 
se dan en el artículo mencionado. 

Como es sabido, para preparar el cupfei/ón se parte de 
la fenilhidroxilamina, y como ésta es fácilmente alterable, 
conviene, á su vez, obtenerla en el momento de su empleo. 
El procedimiento recomendado por Baudisch es el de Bam- 
berger (57). Para lograr buenos rendimientos es condición 
precisa que la temperatura se mantenga entre 15 y 18%, lo 
cual se consigue permaneciendo la vasija en que se lleva á 
cabo la reacción rodeada de agua á 136 14” y añadiendo 
- despacio el polvo de cinc. 

También el nitrito de amilo que ha de emplearse en la 
obtención del cupferrón debe ser preparado poco antes de 
usarlo (*). Para obtenerlo he empleado el procedimiento de 
Tichborne y Chapmann (58), que consiste en saturar de 


(*) Empleando nitrito, después de varios meses de obtenido 
(conservado y preservado de la e<ción directa de la luz), he conse- 
guido buen rendimiento en la preparación del reactivo. 
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vapores nitrosos, alcohol amíilico mantenido entre 60* y 702, 
separando por decantación el nitrito de amilo formado y 
rectificando el producto por destilación. También he em- 
pleado el procedimiento de Balard (59), que consiste en 
atacar directamente al alcohol amilico con */, de su volumen 
de ácido nítrico. Este procedimiento resulta más ventajoso, 
pues si bien hay el inconveniente de tener que operar con 
pequeñas porciones de alcohol amilico (40 ó 50 c. c.), el ata- 
que se hace con regularidad, mientras que en el otro proce- 
dimiento indicado se necesita hacer accionar el ácido nítri- 
co sobre el almidón, que actúa al principio de un modo 
violento. 

Obtenidos la fenilhidroxilamina y el nitrito de amilo, la 
preparación del cupferrm es sencillisima. Hay que hacer 
llegar una corriente de amoníaco seco sobre una disolución 
etérea de fenilhidroxilamina. Saturada de amoníaco dicha 
disolución, se añade por cada gramo de fenilhidroxilamina 
contenida en la misma casi 1 */, de nitrito de amilo. Se ob- 
serva entonces que todo el contenido del vaso fragua en 
masa en el primer momento, y elevándose la temperatura, 
vuelve de nuevo al estado líquido, entra el éter con ebulli- 
ción y se producen unas escamas brillantes, de aspecto na- 
carado, de nitrosofenilhidroxilaminaamonio, ó sea el «cup- 
ferrón». Separado éste por filtración, y previo lavado con 
éter, se seca entre papel de filtro y se guarda en un frasco: 
que contenga algo de carbonato amónico, para mantener la 
atmósfera amoniaca;. Se parafina el tapón para asegurar su 
aislamiento del aire. De este modo conservo, sin trazas de 
descomposición, una muestra de cupferrón que obtuve en 
Febrero de 1912. 

Cuando la cantidad de éter empleada para disolver la fe- 
nilhidroxilamina es superior á 100 c. c. por cada 10 gramos 
de ésta, se efectúan los fenómenos descritos (en el momento 
de producirse el cupferrón); pero si existe en menor canti- 
dad varían algo, pues la masa cuajada no vuelve por com- 
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pleto al estado liquido y no se observa la aparición de es- 
camas nacaradas, quedando el cupterrón en forma de polvo. 
amorfo, que sirve también muy bien para los usos analí- 
ticos. 

Las escamas nacaradas de cupferrón pueden obtenerse 
formando laminitas rómbicas y romboidales, perfectamente 
cristalizadas, cuando se producen en condiciones adecua- 
das. En la obtención del cuerpo aparecen rápidamente en 
el seno de un líquido agitado por la ebullición y no puede 
efectuarse la cristalización regular; en cambio, en el filtrado 
etéreo (obtenido al separar el cupferrón del líquido en don- 
de se ha formado) puede observarse algunas veces la for- 
mación de los citados cristalitos; pues, por hallarse el éter 
sometido á la acción de la trompa, se produce un entfria- 
miento que la favorece. Al adquirir el líquido la temperatu- 
ra ambiente (y bajo la acción oxidante de la atmóstera) des 
aparecen los cristalitos formados, por lo que no he podido- 
medir sus ángulos é ignoro si está efectuado. 


V 
NUEVA REACCIÓN COLOREADA DEL VANADIO 


Como es sabido, el vanadio forma varios Óxidos: 
V, O, V. Oz, V,¿ Oz, V, O, y Vo Os. 


Los dos últimos son los que tienen mayor interés analíti-- 
co y en ellos obra el vanadio como elemento tetra y penta- 
valente respectivamente. Estos dos óxidos actúan unas ve- 
ces con carácter ácido, originando los hipovanadatos y va- 
nadatos respectivamente, y otras con carácter básico, for- 
mando sales del radical vanadilo VO” divalente uno y sales 
de vanadio pentavalente el otro. 

He estudiado la acción del vanadio sobre las dos series 
de compuestos y he obtenido los resultados siguientes: 
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1. Los compuestos de vanadio tetravalente dan en so- 
lución ácida, e! añadir cupterrón (*), un precipitado pardo 
verdoso que por la acción del aire se vuelve pardo rojizo y 
se reune en masas esponjosas. 

2. Las disoluciones ácidas de vanadatos alcalinos dan 
con el cupferrón un precipitado rojo pardo que la agitación 
reune en copos esponjosos. Esta reacción es muy sensible, 
y si la cantidad de vanadio es pequeña (inferior á una cen- 
tésima de miligramo por centímetro cúbico de disolución), 
sólo se produce una coloración rojiza. 

Dejando para otra parte (VII) el estudio de la primera 
reacción, vamos á entrar en el estudio detenido de la 
segunda. 

El precipitado, y prinsipalmente la coloración producida 
por el cupterrón sobre las sales de vanadio (pentavalente), 
desaparecen rápidamente por ebullición y lentamente por 
contacto prolongado del aire á la temperaiura ordinaria; 
exactamente como les ocurre á los precipitados de otros 
metales (Fe, Cu, etc.) (**). El precipitado es soluble en los 
liquidos alcalinos, y en el agua no acidulada se disuelve 
algo, lo cual puede verse recogiéndole en un filtro y lavan- 
do con agua. Acidulando las aguas de lavado se forma un 
precipitado, ó á lo menos la coloración rojiza característica 
del vanadio con el cupferrón. 

Los productos de oxidación del cupferrón contribuyen á 
la redisolución del precipitado formado ó impiden la preci- 
pitición del vanadio. En efecto: 

1.2 Sila disolución de cloruro ó sulfato de vanadio se 
acidula con nítrico, no disminuye la sensibilidad de la reac- 
ción, pero en cambio el color permanece mucho menos 


(*) Siempre que no se advierta lo contrario, se trata de disolucio- 
nes de cupferrón obtenidas disolviendo 5 gramos en 100 de agua, 
aunque en muchos casos no influya para nada la concentración. 

(*) El precipitado que el cupferrón da con las sales de titanio es 
más estable en presencia del aire (54). 
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tiempo, debido sin duda á la mayor rapidez de la oxidación 
del cupferrón en exceso, y en estos productos oxidados se 
redisuelve el coloide productor de la coloración. Así, 2 6 3 
centímetros cúbicos de disolución de vanadio que conten- 
ga 0,01 miligramos en 1 c. c., acidulada con unas gotas de 
clorhídrico ó sulfúrico, conserva durante una media hora, lo 
menos, el color rojo que le da una ó dos gotas de cupferrón, 
mientras que desaparece al cabo de cinco minutos si se ha 
acidulado con nítrico. 

2.” Un exceso de cupferrón influye notablemente en la 
disminución de la sensibilidad. Dos ó tres c. c. de disolución 
de vanadio que contenga 1 gramo en 100 litros, acidulada 
con 3 Ó 4 gotas de clorhídrico ó sulfúrico, no produce colo- 
ración rojiza, Ó desaparece esta en seguida, si en vez de una 
ó dos gotas de cupferrón se añaden 4 6 5. Esto no es de- 
bido precisamente al exceso de reactivo, sino á los produc- 
tos oxidados que este exceso lleva en sí, Ó á los que se 
forman inmediatamente por acción del aire sobre la nitroso- . 
fenilhidroxilamina, que queda libre al poner el cupterrón en 
medio ácido. 

El tiempo que tarde en desaparecer la coloración es me- 
nor si el cupferrón añadido en exceso está más alterado. 
Cuando sólo se han añadido una ó dos gotas, como se ha 
dicho antes, también desaparece el precipitado con el tiem- 
po, pero entonces tarda mucho (media hora ó más). 

3.2 Donde más claro se manifiesta la acción de los pro- 
ductos oxidados en la redisolución del precipitado es me- 
diante los números siguientes, entresacados de las precipi- 
ciones de vanadio en una disolución sulfúrica de vanadato 
amónico valorado cuidadosamente y tomando en las mismas 
las precauciones que más adelante se indicarán. 
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Cantidad de vanadio puesto = 0,0575 gramos. 
Cantidades halladas: 


Error. 

'El primer día de preparar la solución 

ASICUpierrO MA 0,0573 gramos. — 0,3%, 
E CTN E a eL e E als Da 0,0576  — + 0,1 — 
¿AOS 2 is sl: a 0,0566  — — 1,5 — 
A CE 0,0564  — — 1,9 — 
AOS A IN AE O OO — 2,6 — 
AOS ZO CN CRIS O — 9,4 — 


Resultados análogos obtuve con una disolución clorhidri- 
ca; pero creo innecesario reproducirlos, porque con los 
transcritos se ve claramente que cuando se emplea una diso- 
“lución preparada de más antiguo, la precipitación del vana- 
dio es más incompleta, y esto no cabe duda que debe 
atribuirse á la acción disolvente de los productos oxidados 
-del cupferrón, los cuales aumentan con el tiempo por ser 
fácilmente alterables las disoluciones del reactivo, aun man- 
teniendo el líquido amoniacal, mientras que el cuerpo sólido 
se conserva mucho mejor. 

Baudisch (56), ponderando las ventajas que ofrece su 
reactivo, desecha por completo una observación de Frese- 
nius, el cual dice que hasta ahora no hay suficientes expe- 
rimentos para juzgar si el cupferrón que ha sido parcial- 
mente alterado se comporta siempre de igual manera. Bau- 
disch escribe que basta añadir una cantidad suficiente de 
«cupferrón para que la precipitación sea completa, pues los 
productos de descomposición no ejercen influencia sobre el 
precipitado formado por este reactivo con las sales de hie- 
rro y cobre. 

Se puede asegurar, no obstante, que la sospecha de Fre- 
-senius se ha visto comprobada en el caso del vanadio, y, por 
lo tanto, la reacción que estamos estudiando no debe utili- 
zarse en su precipitación cuantitativa. 

La importancia que tiene esta reacción reside en su sensi- 


- 815 — 


bilidad, y acerca de este punto me propongo llamar la aten- 
ción del lector. 

Sensibilidad de la reacción. — Preparé las disoluciones de 
vanadio para determinar el límite de la sensibilidad de la 
coloración rojiza que da el vanadio pentavalente con el cup- 
ferrón del modo siguiente: 

Disolví 3,36 gramos de metavanadato amónico purísimo 
(de la casa Merk) en unos 40 á 50 c. c. de ácido sulfúrico 
diluido (un volumen de D = 1,84 en 5 volúmenes de agua), 
hasta conseguir la disolución total del producto, añadiendo 
después agua hasta completar unos 250 c. c. Valoré enton- 
ces con cuidado esta disolución, evaporando á sequedad y 
mediante volumetría con permanganato potásico, después 
de reducción con gas sulfuroso (según más adelante se de- 
tallará), encontrando que el contenido exacto en V. era 5,75 
miligramos en 1 c. c. 

Tomando de esta disolución 4,36 c. c., y diluyendo has- 
ta 250 c. c., obtuve una disolución que contenía por centi- 


metro cúbico : de gramo. Tomando 20 c. c. de esta 
: 10.000 


disolución, y diluyendo hasta tener 200 c. c., obtuve otra 

que contenía Lili eramos en 1 c. c. Diluyendo hasta 
100.000 

200 c. c. 2 c. c. tomados de la primera, me proporcioné una 


: A ; 1 
disolución que en 1 c. c. contenía ————— gramos de va- 
1.000.000 


nadio (*). | 

También he preparado de modo semejante disoluciones 
de igual concentración en vanadio empleando el ácido clor- 
hídrico en vez del sulfúrico, y con ellas he llegado á la mis- 
ma sensibilidad. 

La manera como operé es la siguiente: Tomaba 26 3 cen- 


(*) Para abreviar, designaremos el contenido en vanadio por el 
quebrado que expresa la fracción de gramo en centímetro cúbico. 
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tímetros cúbicos de la disolución neutra de vanadio, á la que 
agregaba 3 Ó 4 gotas de ácido clorhídrico ó sulfúrico diluí- 
dos (*), y á continuación una ó cuando más 2 gotas de so- 
lución de cupferrón recientemente preparada. 
Si existe vanadio en mayor proporción que ————— se 
1.000 000 
observará antes de un minuto, agitando ligeramente el lí- 
quido, una coloración rojiza. En las disoluciones que conten- 


ga también se percibe ésta, pero ya es muy 


1 
E 1.000.000 
pasajera, porque el color rojizo tarda en aparecer y en se- 
guida se vuelve verdoso, como siempre que se oxida cupfe- 
rrón en líquido ácido. 

Si existe en el líquido mayor cantidad de V que ————— 
100.000 
se observa, en vez de coloración, el precipitado rojo ladri- 
llo de que antes hemos hablado, y si existe alrededor 
de ————, puede á voluntad obtenerse coloración ó preci- 

200.000 
pitado, consiguiéndose esto por una fuerte agitación del lí- 
quido. El precipitado, aunque menos perceptible que la co- 
loración, se conserva más tiempo. 

Como se ve, la reacción que propongo del vanadio es 
muy sensible, y para mejor apreciar su valor voy á consig- 
nar hasta dónde son sensibles otras reacciones coloreadas 
de este cuerpo, según resultados que he obtenido. 

Los ácidos concentrados dan fuerte color rojo á las sales 


de vanadio; pero cuando hay menos de Ona de V, ya 
20.000 


casí no se percibe. 
El sulfocianuro potásico, según indicó Ellram (60), da un 
color azul, pero es menos sensible todavía. 


(*) 1 volumen de clorhídrico de D = 1,19 en 3 de agua, ó 1 vo- 
lumen de sulfúrico de D = 1,84 en 4 de agua. 
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La coloración rosa que las disoluciones ácidas de vana- 
datos dan con el agua oxigenada es más sensible que las 
anteriores, y ya hemos dicho que Maillard (33) la emplea en 
la dositicación colorimétrica de vanadio, aunque la reacción 
es conocida de mucho antes (61); sin embargo, esta sensibi- 
lidad no alcanza á la del cupterrón, pues la coloración es ya 
muy difícilmente perceptible cuando sólo contenga dra A 
200.000 
de V. Werter (62) señala á esta reacción aproximadamente 
el mismo límite de sensibilidad. 

Existe otra reacción que, aunque no tan caracteristica 
como la del cupferrón, permite, no obstante, reconocer can- 
tidades menores de vanadio. Sobre ella hice un estudio bas- 
tante detenido, y, por lo tanto, voy á tratarla en párrafo 
aparte. 


VI 


OBSERVACIONES SOBRE UNA REACCIÓN MUY SENSIBLE DEL 
VANADIO 


Me refiero al color azul producido al agregar ácido táni- 
co sobre una disolución neutra, muy diluída, de un com- 
puesto vanádico. 

_La sensibilidad de esta reacción la dió á conocer Mati-. 
enon (63), quien ha efectuado diversos trabajos sobre el va- 
nadio; pero el límite no aparece expresado con precisión, 
pues dice tan sólo que puede considerarse como límite el 
reconocer el vanadio de una gota de una disolución que 
"contiene 2 milímetros cúbicos de NOS por litroc(e). 

En vista de lo que acabo de indicar, he investigado has- 


(*) El Dictionaire de Chimie, Wurtz, 2 sup. da como sensibilidad 
de esta reacción 2 miligramos de vanadato amónico por litro; pero 
este número no corresponde á ninguno de los que da Matignon en 
el trabajo mencionado, cuya nota bibliográfica cita como compro- 
bación. : | 


Rxv. AcaD. DE Cirncias.—XII,—Junio, 1914» 54. 
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ta dónde es sensible la dicha reacción, operando para ello 
del siguiente modo: 

Sobre unos centímetros cúbicos de disolución neutra de 
sulfato de vanadio (V Y) se agrega una pequeña cantidad de 
ácido tánico en polvo, agitando hasta disolución, y entonces 
aparece el color azul, que es muy perceptible cuando en el 


líquido existe lina do cad de vanadio, y es todavía sensible 
1.000.000 
en disoluciones que contengan ci dd de este metal, ó 
5.000.000 


sea 1 gramo en 5 metros cúbicos. Con disoluciones conte- 


niend 


0 , ya no he logrado observar la coloración. 
10.000.000 


Como un centímetro cúbico de la disolución (or 
5.000.000 


basta para que se vea el color azul, resulta que se puede 
reconocer claramente la existencia de 0,002 de miligramo 
de vanadio. Puede citarse esta reacción entre las más sen- 
sibles de la química. 

Para que se produzca el color azul es necesario que el 
vanadio se encuentre en disolución diluida al estado penta- 
valente y en líquido neutro. Si las disoluciones son ligera- 
mente ácidas toman un color violado, y después verdoso al 
añadirles el ácido tánico, y si se encuentran en líquido fran. 
camente ácido no aparece color. Las disoluciones alcalinas 
toman color pardo al añadir el ácido tánico, cosa que ocurre 
siempre que se alcalinizan las disoluciones de este ácido. 

Por ebullición se decoloran parcialmente las disoluciones 
azules y toman un tinte verdoso. Por enfriamiento toman" 
de nuevo color azul, si bien conservan algo de tinte verdo- 
so, principalmente si existe el ácido tánico en exceso. 

En disoluciones neutras algo concentradas de vanadio se 
produce un precipitado azul obscuro al añadir una solución 
de ácido tánico. Al filtrar queda el líquido azul. Todo esto 
hace sospechar que la coloración sea debida al estado co- 
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loide del compuesto formado en la reacción; y, en efecto, 
observando al ultramicroscopio (*) el líquido azul originado 
al añadir sobre una disolución diluída de vanadio otra de 
ácido tánico se ven una infinidad de pequeñísimas partícu- 
las provistas de los característicos movimientos brownianos 
de las micelas (**), lo cual denota la presencia de un cuer- 
po coloide. 

Se explica, pues, la extraordinaria sensibilidad de la rc- 
acción, pues Th. Svedberg ha comprobado que el máximum 
de coloración de las disoluciones se obtiene cuando se en- 
cuentra el colorante bajo la forma de coloide. J. Donau ha 
logrado superar la sensibilidad de las caracterizaciones es- 
pectrográficas de algunos cuerpos mediante reacciones colo- 
readas de coloides (64). 

Desde luego se observa que el color azul de las disolu- 
ciones vanádicas aumenta con su contenido en vanadio, 
siendo, al parecer, independiente del exceso de ácido tánico 
añadido. > 

En vista de esto y de que el color es muy intenso para di- 
soluciones que tan sólo contengan JE EDO” de V, busqué 

100.000 
si podía servir esta reacción de base á un método colorimé- 
trico para determinar cantidades pequeñísimas de vanadio, 
indeterminables para otros procedimientos, pues ya dijimos 
que el único procedimiento colorimétrico que da resultados 
aceptables es el del agua oxigenada, y por otro lado hemos 
visto que esta reacción no es sensible mas que cuando exis- 


1 e 
te vanadio en mayor proporción de —————, mientras que 
200.000 


(*) De espejo parabólico, modelo Reichter. 

(**) Las disoluciones que produjeron la coloración fueron obser- 
vadas al ultramicroscopio; la de vanadio era transparente, y en la de 
ácido tánico se veían algunas partículas dotadas de movimiento 
(3 6 4 en el campo de visión) y de mayor tamaño que las que en nú- 
mero extraordinario existían en el líquido azul. 
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con el ácido tánico se descubre el vanadio en líquidos que 
contengan solamente —————. 
5.000.000 

Los ensayos que practiqué me condujeron á conclusiones 
de las que se deducen que puede hallarse colorimétricamen- 
te el vanadio utilizando la coloración que dan sus disolucio- 
nes con el ácido tánico. 

Operé añadiendo sobre 100 c. c. de disoluciones neutras 
de vanadio (de diversas concentraciones) ácido tánico en 
polvo, muy puro (de la casa Merk), y después de agitar y 
dejar que se disolviese completamente, observaba los líqui- 
dos azules en un colorímetro de Duboscq construido por 
A. Kris (Optisches Institut, de Hamburgo), y cuyas escalas 
representan en milímetros los espesores con los que se ob- 
serva el líquido. 

Las conclusiones que pude sacar de los ensayos realiza- 
dos fueron las siguientes: 

1.* En disoluciones que contengan la misma cantidad de 
vanadio, á las que se añade aproximadamente la misma can- 
tidad de ácido tánico, se obtiene también aproximadamente 
el mismo color. Sí sobre una de ellas se va agregando más 
tanino, se va obscureciendo el color azul, hasta que llega á 
un límite pasado el cual no aumenta aunque se añada más 
cantidad de ácido tánico, observándose tan sólo que adquie- 
re un tinte verdoso, que aumenta con la cantidad de tanino 
y con el tiempo transcurrido. 

2.* Las disoluciones de vanadio que mejor se comparan en 
el colorímetro son las que contienen dicho metal en proporcio- 

2 E S i | 
100.000 “ 2.000.000 
diluídas ya poseen un color escaso; las más concentradas 
son de un color tan intenso, que es necesario operar con 
muy pequeño espesor en el colorímetro para que dejen pa- 
sar la luz suficiente para obtener un color comparable. 

3. La cantidad de ácido tánico que hay que añadir para. 


nes comprendidas entre Las más 
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alcanzar el máximo de coloración azul depende, como es 
natural, de la cantidad de V contenido en el líquido. Toman- 


do 100 c. c. de disolución de vanadio de Ei adi es alcan- 
1.000.000 


zado dicho máximo con 0,1 gramo de ácido tánico. Toman- 


do la misma cantidad (100 c. c.) de disolución de SUDAR 
200.000 


se alcanza dicho máximo entre 3 y 4 decigramos de ácido 
tánico. 

4.* Al día siguiente las soluciones son comparables en- 
tre sí y con las que recientemente se les ha añadido tanino. 

Del cuaderno de Laboratorio entresaco los siguientes nú- 
meros, que comprueban lo que acabo de decir, y que, por 
otro lado, indican hasta qué exactitud se puede llegar con el 
método colorimétrico que propongo. 


Concentración 
de la 


ATcIÓa, INDICACIONES DEL COLORÍMETRO OBSERVACIONES 
(Gramos en 1C.c.) 


- 100 —80—60—50 —47,5—59—73 


1.000.000 

os 21171310510 1215 

— 100 — 50 

— == 0-20 > 

— 50 — 50 ES Alo ES o 

— =P) = 0 =10= lor doueboo gu 

oooO A A 

> 20 —20—30 —>50—10 

A | Pear na 
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1.000.000 
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Como se ve, los resultados son bastante aceptables, obte- 
niéndose valores exactos Óó muy aproximados, y cuando se 
observan las reglas que voy á dar á continuación, los erro- 
res no superan al 1 por 100 por defecto ó por exceso, y hay 
que tener presente que, por la disolución con que se opera, 
al cometer estos errores, la diferencia entre el vanadio ha- 
llado y el que realmente existe en los 100 c. c. no alcanza 
mas que las cifras de las milésimas de miligramo. 

Las reglas que deben seguirse para hacer las O 
nes colorimétricas son las siguientes: 

1.* Debe operarse desde luego con disoluciones neu- 
tras, exentas de trazas de hierro y de otros metales que 
puedan dar colores con el ácido tánico. 

2. La disolución que se puede tomar como tipo de 
comparación es la que contiene AE de V, á la que se 

200.000 

añaden 35 centigramos de ácido tánico en polvo por cada 
100 c. c., y se agita hasta disolución. 

_ 3. En 100 c. c. de la disolución problema se añade cer- 
ca de 1 decigramo de ácido tánico, se observa al coloríme- 
tro, y después de añadir nueva cantidad del mismo (unos 
5 centigramos) se observa otra vez se ha aumentado la 
intensidad de su color. Si ha ocurrido esto, se repite la adi- 
ción de ácido tánico hasta que no produzca aumento de co- 
loración. En general, se conoce que se ha alcanzado el má- 
ximo viendo si con bastante espesor del líquido, en el co- 
lorímetro, tiene: un tinte ligeramente verdoso. 

4% Cuando las disoluciones se han preparado de más 
antiguo ó se ha añadido una cantidad de tanino algo ma- 
yor que la necesaria (unos 2 decigramos de más), adquie- 
ren el tinte verdoso, y entonces es imposible igualar los ma- 
tices con espesores considerables. Pero empleando poca al- 
tura de líquido se pueden igualar los colores, obteniéndose 
resultados aceptables, no obstante tener más influencia los 
errores de lectura de la escala. Ni : 
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Siendo necesario para que se produzca el color azul ope- 
rar en líquido neutro, y, además, los compuestos férricos tam- 
bién dan una coloración parecida, el empleo de la colorime- 
tría que propongo se dificulta unas veces y otras no se pue- 
de realizar. 


VII 
PRECIPITACIÓN CUANTITATIVA DEL VANADIO CON CUPFERRÓN 


Para las determinaciones cuantitativas del vanadio he 
empleado disoluciones clorhidricas y sulfúricas (preferente- 
mente éstas) de vanadato amónico purísimo (Merck), pro- 
curando que quedasen lo menos ácidas posible. Se valora- 
ron volumétricamente, siguiendo las indicaciones de Tread- 


well (27), pág. 595, mediante permanganato potásico —_— 


5 


cuyo factor de normalidad fué determinado con una disolu- 
ción de ácido oxálico, preparada cuidadosamente y de valor 
comprobado con otra de sosa, de normalidad perfectamente 
conocida. Además, comprobé que el producto empleado era 
puro porque, mediante evaporación á sequedad y calcina- 
ción de 20 c. c. de disolución, dejó un residuo de V, O,, 
igual á la cantidad calculada. 

Las precipitaciones con cupferrón se hicieron guardando 
las precauciones que se recomiendan para hacer las preci- 
pitaciones cuantitativas con este reactivo (48) y algunas 
más dictadas por la práctica. A saber: sobre 50 c. c. que 
contenían las cantidades de vanadio que se indican en lo 
sucesivo (de 0,05 á 0,10 gramos de V, Os), acidulados 
con 5 c. e. de sulfúrico (1 volumen de ácido de D = 1,84 
en 4 de agua), añadía, poco á poco y agitando, la disolución 
de cupferrón, y cuando el precipitado formado al caer una 
gota era completamente blanco, agregaba unos 2 c. C. de 
cupferrón. Filtraba á la trompa y lavaba con agua acidulada. 


— 824 — 


Colocaba el filtro con el precipitado en una capsulita ó cri- 
sol de platino (tarados) y secaba á la estufa á unos 90”. In- 
cineraba el filtro sin quitarlo de la cápsula, realizándose al 
mismo tiempo la descomposición completa del compuesto 
de cupterrón. Elevando más la temperatura, transformaba el 
residuo en V, O,, que se presentaba fundido y al enfriarse 
cristalizaba en agujas (pudiendo observarse un bonito fenó- 
meno de luminiscencia al operar en sitio obscuro). Pesaba 
el anhídrido vanádico y deducía por cálculo el vanadio 
existente en la disolución. 

El introducir el filtro húmedo con el precipitado en el in- 
terior del crisol ó capsulita de platino es necesario, porque 
al intentar calentarlo en el embudo se descompone el preci- 
pitado, á causa de la temperatura, y el líquido formado pasa 
al filtro. Tampoco puede emplearse el crisol de Gooch, por 
ser el anhídrido vanádico fusible. 

La incineración y la simultánea descomposición del pre- 
cipitado se realizan mejor en una capsulita de platino que 
en un crisol; pero puede emplearse éste, y si tarda demasia- 
do en incinerarse el filtro se emplea el procedimiento co- 
rriente de dejarle enfriar, agregarle una gota de ácido nítri- 
co y calentar de nuevo. 

Al final de la operación conviene mantener cierto tiempo 
fundido el anhídrido vanádico, para favorecer la oxidación 
de la parte que se reduce por las acciones de los compues- 
tos Orgánicos. Se conoce fácilmente el término, porque mien- 
tras existen partículas reductoras se observa el desprendi- 
miento de pequeñas burbujas en el seno del V, O, fundido, 
y cuando la fusión es tranquila, entonces puede dejarse en- 
friar para pesar. Al enfriarse el crisol ó capsulita conviene 
que lo haga lentamente, porque si no la cristalización 
del V, O, es rápida y las agujas pueden desprenderse del 
crisol y saltar fuera del mismo. 


* 
+ * 
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Operando con estas precauciones hice varias precipita- 
ciones de disoluciones ácidas de vanadatos alcalinos, y como 
Baudisch aseguraba (56) que (al menos en las precipitacio- 
nes cuantitativas de Fe y Cu) el estado del reactivo no in- 
fluía en los resultados obtenidos, puse al principio todos los 
cuidados tan sólo en evitar las causas de oxidación poste- 
rior del precipitado ya formado, y entre ellos figuraban el 
hervir las disoluciones de vanadio (dejándole después en- 
friar), operar la atmóstera carbónica, rodear el vaso de una 
mezcla frigorífica (pues la temperatura había visto que con- 
tribuía á favorecer la redisolución del precipitado), etc. A 
pesar de ir aumentando las precauciones, observé que los 
resultados eran cada vez más exactos, lo que me hizo sos- 
pechar que la alteración del reactivo podía ser causa de que 
la precipitación fuese cada vez más incompleta. Y, en efec- 
to, preparé de nuevo disoluciones de cupferrón (ya hemos 
dicho que el producto conservado eñ estado sólido, atmós- 
fera amoniacal y fuera del contacto del aire, es inalterable), 
y entonces obtuve buenos resultados, decreciendo de nuevo 
cuando hice determinaciones, en los días sucesivos, con la 
misma disolución de cupferrón. Creo innecesario hacer cons- 
tar todos los números obtenidos, por creer que basta observar 
la serie consignada en la parte quinta del trabajo, por verse 
ya allí el decrecimiento de la cantidad de vanadio hallado. 

Las precipitaciones realizadas el mismo día dan resulta- 
dos casi exactos, sobre todo si se procura evitar la oxida- 
ción del reactivo (hirviendo previamente el agua, disolvién- 
dole rápidamente, etc.) empleando cupterrón no alterado 
(conservándolo en buenas condiciones) y precipitando fuera 
del contacto del aire (en atmósfera carbónica). 

He aquí algunos de los resultados obtenidos: 


e vineuio Idem Error 
puesto. hallado. por ciento. 
0,0575 gramos. 0,0566 gramos. — 1,5 
0,0575 = 0,0571 = — 0,7 
0,0575 — 0,0576 — + 0,1 
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La mayoría de los resultados eran algo inferiores al con- 
tenido de vanadio, y evaporando á sequedad y calcinando 
el filtrado podía ponerse de manifiesto en el residuo (disuel- 
to en ácido sulfúrico concentrado) la presencia del vanadio 
mediante sus reactivos más sensibles (añadiendo una gota 
de cupferrón se producía color rojizo). 

Excuso detallar más este asunto, así como dar á conocer 
números que he obtenido en las múltiples precipitaciones 
con cupterrón del vanadio contenido en disoluciones ácidas 
de vanadato amónico. De todas ellas puede deducirse que 
el vanadio no debe dosificarse por este procedimiento, que tan 
sólo da resultados aproximados empleando disoluciones de 
cupterrón no alteradas, cosa que, como es sabido, es difícil 
conseguir. 

El valor de la reacción ya queda consignado en la parte 
quinta de este trabajo. 


Decíamos anteriormente que las disoluciones en que el 
vanadio se encuentra bajo la forma de radical V O”” también 
daban precipitado con cupferrón. Investigué si la precipita- 
ción era cuantitiva, y obtuve los siguientes resultados (ex- 
presados en gramos, de V, O ;): 


Cantidad Idem 
puesta. hallada. 
Precipitando con disolu- 
ción de cupferrón pre- d A 
parada el mismo día. . 0,0513 gramos. 0,0511 gramos. 
Idem íd. dos meses antes. 0,1026 — 0,1028 = 
Idem íd tres ídem íd... . 0,0445 — 0,0444 — 


Como se ve, los resultados son buenos, y en este caso se 
comportan las disoluciones de cupferrón como en el caso 
del hierro y del cobre, es decir, que los productos de oxida- 
ción del reactivo no ejercen influencia sobre el precipitado, 
siendo cuantitativa la precipitación aun con disoluciones par- 
cialmente oxidadas de cupferrón. En vista de ello, puesto 


y pd 


que el paso de las sales del pentóxido de vanadio á las sa- 
les del tetróxido se realiza mediante una sencilla reduc- 
ción, empleando el gas S O, en disolución ácida, el proble- 
ma de la precipitación cuantitativa del vanadio por medio 
del cupferrón está ya resuelto. 

La reducción de las sales de vanadio pentavalente á sa- 
les de vanadilo la he realizado, la mayor parte de las veces, 
añadiendo á la disolución ácida de vanadato amónico un ex- 
ceso (después de obtener el líquido perfectamente azul) de 
disolución saturada de S O,, hirviendo después para expul- 
sar el exceso de gas, y completando esta expulsión pa- 
sando una corriente de C O, mientras seguía la ebullición. 

Así obtuve los resultados que anteriormente consigno y 
los que voy á dar á continuación en las separaciones. 

Si se quiere precipitar cuantitativamente, mediante el cup- 

ferrón, una disolución ácida de vanadato alcalino, se opera 
como indica al principio de este apartado, es decir: 
Se toma una cantidad de disolución de vanadato alcalino . 
que contenga de 243 centigramos de V, y después de aña- 
dirle unos 5 c. c. de ácido sulfúrico (1 v. de D = 1,84 en 
4 de agua) se le agrega la disolución de sulfuroso (en exce- 
so), añadiendo agua hasta formar unos 50 c. c.; se hierve y 
se deja enfriar, después de expulsar el SO, con el CO». Se 
completa con agua destilada hasta unos 50 c. c. y se preci- 
pita con una disolución de cupterrón (al 5 por 100), añadien- 
do poco á poco y agitando, observando cuándo las gotas 
que caen forman un precipitado completamente blanco, y 
añadiendo entonces unos 2 Ó 3 c. c. de cupferrón. Se filtra 
á la trompa (el filtrado, transparente al primer momento, pue- 
de enturbiarse con el tiempo por la oxidación del cupferrón), 
lava con agua acidulada, y después de escurrirlo rápidamen- 
te con el vacio de la trompa, se pasa con el filtro á una 
cápsula tarada de platino y se seca á unos 90* y se calcina 
como se ha indicado, teniendo cuidado que el precipitado se 
transforme totalmente en V, O, y pesando éste. 
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Siendo posible la precipitación cuantitativa del vanadio, 
intenté algunas separaciones, y principalmente las de los áci- 
dos vanádico y fosfórico. 


VIII 
SEPARACIÓN DE LOS ÁCIDOS VANÁDICO Y FOSFÓRICO 


Si bien tratándose de dosificar sólo el vanadio no ofrece 
dificultades la presencia del fosfórico, cuando hay necesidad 
de separar dichos ácidos es menester recurrir á procedi- 
mientos lareos y que exigen bastantes cuidados. 

Si sólo hay que dosificar el vanadio, se puede seguir el 
procedimiento volumétrico que consiste en reducir con S O, 
y oxidar de nuevo con una disolución valorada de perman- 
ganato, en cuyo caso no sólo no estorba el ácido fosfórico, 
sino que Slavik (45) recomienda su adición para realizar esta 
volumetría en la dosificación del vanadio en el ferrovanadio. 

Risdale determina el V,O, en presencia de P, O, me- 
diante reducción con sulfato ferroso; Gibbs (66) precipita 
el V, O, al estado de vanadato amónico por el procedimien- 
to conocido. Holverscheidt recomienda el método iodométri- 
co, y, finalmente, G. Edgar (67) aconseja un procedimiento 
que, en resumen, se reduce á precipitar en disolución neu- 
tra la mezcla de fosfato y vanadato alcalinos mediante una 


disolución 5 de plata en exceso, disolver el precipitado 


con N H,, hervir hasta expulsión de este gas, dejar enfriar, 
filtrar, acidular el filtrado con NO; H y valorar la plata por el 
procedimiento de Volhard. La plata desaparecida correspon- 
de á la cantidad que ha formado el precipitado de VO, A ga, 
mediante cuya fórmula se puede calcular la cantidad de va- 
nadio existente. 18 

El procedimiento generalmente seguido para determinar 
á la vez el fósforo y el vanadio es el recomendado por 
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Treadwell (27), página 289. Consiste en precipitar el P, O, 
y el V, O, al estado de fosfato y vanadato mercurioso, cuyo 
precipitado por calcinación deja una mezcla de los anhídri- 
dos correspondientes que se pesan juntos. Se disuelven de 
nuevo con carbonato sódico, se reduce la disolución acidu- 
lada de fosfato y vanadato alcalino por el SO,, precipita 
el ácido fosfórico por medio del molibdato amónico, según 
las indicaciones de Gressly, y después de disolver el preci- 
pitado en amoníaco se dosifica el fosfórico por el método 
de Woy. La cantidad de V, O, se determina restando del 
peso anteriormente hallado, correspondiente á la suma de 
V, O, y P, O,, el peso calculado de fosfórico. 

Este método es largo y necesita bastantes precauciones; 
además, la determinación de un elemento por diferencia es 
poco exacto, si bien se puede evitar este inconveniente de- 
terminando en una porción de líquido el contenido en vana- 
dio directamente per cualquiera de los métodos descritos 
antes. 

Vistos estos inconvenientes, estudié la separación de am- 
bos elementos con el cupferrón, operando del modo si- 
guiente: 

Preparé una disolución cuyas cantidades de V, O, y 
de P, O, eran conocidas, por haberlas obtenido tomando un 
volumen conocido de una disolución ligeramente ácida de 
vanadato amónico (cuya preparación y valoración he indica- 
do anteriormente), y una cantidad, también conocida, de otra 
disolución de fosfato sódico, valorada por el método de 
B. Schmitz (Treadwell (27), pág. 402). Añadí 5 c. c. de 
ácido sulfúrico diluído y un exceso de disolución saturada 
de S O,, herví, y después de expulsar con C O, el S O,, 
dejar enfriar la disolución y completar hasta unos 50 centi- 
metros cúbicos, precipité el vanadio con cupterrón, como se 
ha indicado antes, y lo pesé al estado de V, O. 

El filtrado que contenía el ácido fosfórico lo evaporé al 
baño de María, expulsando después el ácido sulfúrico con 
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baño de aire caliente, y mediante la acción del sulfúrico con- 
centrado se verificaba al mismo tiempo la destrucción del 
cupterrón excedente que contenía el filtrado, expulsándose 
los productos resultantes con las sales amónicas al calcinar 
ligeramente el residuo. 

Disolví éste, constituído por fosfato sódico, en agua aci- 
dulada, y precipité el fósforo al estado de fosfato amónico 
magnésico, según el procedimiento de Schmitz. 

Los resultados que obtuve fueron: 


VELOS BOS 
Cantidades puestas . .. 0,0445 gramos. 0,0210 gramos. 
— halladas... .. 0,0438 — 00,212 = 
ERLORIo alos e AD 1 


Las cantidades halladas expresan el término medio de 
.dos determinaciones, que dieron exactamente igual valor 
para el V y resultados poco separados para el P. 

Todavía obtuve resukados más conformes en otra deter- 
minación, en la que el vanadio lo separé y determiné con el 
-cupterrón exactamente del mismo modo; mas para determi- 
nar el tóstoro simplifiqué el procedimiento; á saber: sobre el 
filtrado y las aguas de lavado, que formaban unos 150 centí- 
metros cúbicos, añadí 20 c. c. de cloruro amónico (disolución 
saturada) y un exceso de mixtura magnesiana, precipitando 
.el ácido fosfórico por el procedimiento de Schmitz. 

Los resultados obtenidos fueron: 


V, O, P, O; 
Cantidad puesta... . .. 0,0890 gramos 0,0210 gramos. 
— hallada 0,0880 — 0,0210 — 
EOL 0 


Siguiendo el procedimiento que recomienda Treadwell 
«para la separación obtuve como peso de la suma de P, O, 
-y V, O;, después de calcinar el precipitado de fosfato y vana- 
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dato mercurioso, 0,0650 gramos. Después de fundir con car- 
bonato potásico, disolver en agua y reducir con S O,, pre- 
cipité el fósforo mediante el molibdato amónico (según 
Gressly), disolviendo después en amoníaco y precipitando 
de nuevo el fósforo al estado de fosfato amónicomagnésico 
(Schmitz), y obtuve como peso de pirotosfato magnési- 
co 0,0330 gramos, correspondientes á 0,0210 gramos de 
P, O;. De donde se deduce como peso de V, O ;: 


0,0650 — 0,0210 = 0,0440 eramos. 


En la separación del vanadio del fóstoro mediante el cup- 
ferrón se obtienen, pues, resultados tan aproximados como 
empleando el método corrientemente adoptado, si bien con 
mucha más rapidez. 

Otras separaciones con cupferrón.—El vanadio puede se- 
pararse del arsénico, aluminio y cromo precipitándole con 
cupferrón. En varias determinaciones que he realizado he 
obtenido como término medio un peso de V, O, ligeramente 
inferior á la cantidad correspondiente de vanadio puesto; 
pero este método aventaja á los demás en rapidez. 


IX 
RESUMEN 


El vanadio va adquiriendo gran importancia, debido, prin- 
cipalmente, á las propiedades beneficiosas que comunica á 
los aceros, en proporción mayor á todos los demás metales. 

Muchos químicos eminentes han introducido modificacio- 
nes en los clásicos métodos de dosificación del vanadio, y, 
sin embargo, algunos presentan todavía serias dificultades. 

En la presente Memoria hago aplicación del cupferrón 
(sal amónica de la nitrosofenilhidroxilamina) á la investiga- 
ción y determinación del vanadio, después de fijar algunos 
detalles sobre la preparación del reactivo. 
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Las disoluciones ácidas de vanadatos alcalinos dan con el 
cupterrón un precipitado rojo pardo que, cuando la disolu= 
ción de vanadio es suficientemente diluida, produce una co- 
loración rojiza muy sensible, siendo perceptible todavía 
cuando existe un miligramo de V en litro. 

Otra reacción muy sensible del vanadio es la que dan sus 
disoluciones neutras con el ácido tánico. Después de es- 
tudiarla detenidamente he encontrado que, si se opera en 
disoluciones perfectamente neutras y con diluciones varia-. 


bles entre : y : gramos de V en un cen- 
100.000 5.000.000 


tímetro cúbico, se obtiene una coloración (coloide) azul que 
puede servir para determinar el contenido en V por colori- 
metría, siendo los resultados buenos. 

El precipitado que el cupferrón da con las disoluciones áci- 
das de vanadato amónico, á pesar de su sensibilidad, no sir- 
ve para dosificar el vanadio, pues, además de ser fácilmente 
oxidable, como lo son los precipitados que da el mismo re- 
activo con el Fe, etc., los productos de oxidación del cup- 
ferrón impiden que la precipitación sea completa. Para po- 
der dosificar el vanadio con cupferrón es preciso reducir las 
disoluciones ácidas de vanadatos á sales de vanadilo (me 
diante SO,), y entonces la precipitación del vanadio es 
completa, siendo los resultados obtenidos tan buenos como 
los que el reactivo da con el hierro, titanio, etc., operando 
como se indica en el lugar correspondiente de esta Memoria. 

En la separación del V del P, As, Al y Cr se consiguen 
resultados rápidos con el cupferrón y bastante aproximados 
cuando se tienen los cuidados que exige el empleo de este 
reactivo. 


(Laboratorio de Química de la Fniversidad de Valladolid.) 
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